Т1118  18  а  сИ^ка!  сору  о^  а  Ьоок  Ша!  \уа8  рге8егуе(1  ^ог  §епега11оп8  оп  ИЬгагу  811е1уе8  Ье^оге  к  \уа8  саге^иПу  8саппе(1  Ьу  Соо§1е  а8  раП  о^  а  рго]ес1 
1о  таке  Ше  \уог1(1'8  Ьоок8  (118С0УегаЫе  опИпе. 

И  11а8  8игу1уе(1  \ощ  епои^И  ^ог  Ше  соруп^Ы  1о  ехр1ге  апё  Ше  Ьоок  1о  еп1ег  Ше  риЬИс  с1ота1п.  А  риЬИс  ёотахп  Ьоок  18  опе  Ша!  \уа8  пеуег  8иЬ]ес1 
1о  соруп^Ы  ог  \у1108е  1е§а1  соруп^Ы  1егт  11а8  ехркеё.  \У11е111ег  а  Ьоок  18  1п  Ше  риЬИс  (1ота1п  тау  уагу  соиШгу  1о  соиШгу.  РиЬИс  (1ота1п  Ьоок8 
аге  оиг  §а1е\уау8  1о  Ше  ра81,  герге8епип§  а  хуеакЬ  о^  Ы81огу,  сикиге  апё  кпо\у1е(1§е  111а1'8  ойеп  сИШсик  1о  (118С0Уег. 

Магк8,  по1а11оп8  апё  оШег  таг§1паИа  рге8еп1 1п  Ше  оп§1па1  уо1ите  \уШ  арреаг  1п  11118  Й1е  -  а  гет1п(1ег  о^  11118  Ьоок' 8  \ощ  ]оигпеу  ^гот  Ше 
риЬИ811ег  1о  а  ИЬгагу  апё  йпаИу  1о  уои. 

118а§е  §ш(1еПпе8 

Соо§1е  18  ргоиё  1о  раПпег  \у11И  ИЬгапе8  1о  (И^Шхе  риЬИс  (1ота1п  та1епа18  апё  таке  1Иет  \у1(1е1у  ассе881Ые.  РиЬИс  (1ота1п  Ьоок8  Ье1оп§  1о  1Ие 
риЬИс  ап(1  \уе  аге  теге1у  1Ие1г  си81осИап8.  Кеуег1Ие1е88, 1Ы8  \уогк  18  ехреп81уе,  80  1п  огёег  1о  кеер  ргоу1сИп§  1Ы8  ге8оигсе,  \уе  Иауе  1акеп  81ер8  1о 
ргеуеШ  аЬи8е  Ьу  соттегс1а1  рагИе8, 1пс1исИп§  р1ас1п§  1есИп1са1  ге81псИоп8  оп  аи1ота1е(1  ^ие^у^п§. 

\\^е  а180  а8к  1Иа1  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а1  ше  о/^ке^1е5  \Уе  дс^щпЫ  Соо§1е  Воок  ЗеагсИ  ^ог  и8е  Ьу  шсИу1(1иа18,  апё  \уе  ^е^ие8^  1Иа1  уои  и8е  1Ие8е  Й1е8  ^ог 
рег80па1,  поп-соттегс1а1  ригро8е8. 

+  Ке/гат/гот  аШотШес!  диегут§  Во  по1  8еп(1  аи1ота1е(1  ^ие^^е8  о^  апу  80г1 1о  Соо§1е'8  8у81ет:  И  уои  аге  сопёисип^  ге8еагсИ  оп  тасЫпе 
1гап81а11оп,  орИса!  сИагас1ег  гесо^пШоп  ог  о1Иег  агеа8  \уИеге  ассе88  1о  а  1аг§е  атоиШ  о^  1ех1 18  Ие1р^и1,  р1еа8е  соп1ас1  и8.  \\^е  епсоига^е  1Ие 
и8е  о^риЬИс  (1ота1п  та1епа18  ^ог  1Ие8е  ригро8е8  апё  тау  Ье  аЫе  1о  Ье1р. 

+  МатШт  аПпЪийоп  ТИе  Соо§1е  "\уа1егтагк"  уои  8ее  оп  еасИ  Й1е  18  е88еп11а1  ^ог  1п^огт1п§  реор1е  аЬои!  1Ы8  рго]ес1  апё  Ие1р1п§  1Иет  йпс1 
аёсИиопа!  та1епа18  1Игои§И  Соо§1е  Воок  8еагсИ.  Р1еа8е  ёо  по1  гетоуе  к. 

+  Кеер  и  1е§а1  \УИа1еуег  уоиг  и8е,  гететЬег  1Иа1  уои  аге  ге8роп81Ые  ^ог  еп8ипп§  1Иа1  \уИа1  уои  аге  (1о1п§  18  1е§а1.  Во  по1  а88ите  1Иа1  ]и81 
Ьесаи8е  \уе  ЬеИеуе  а  Ьоок  18  1п  1Ие  риЬИс  (1ота1п  ^ог  и8ег8  1п  1Ие  Ипкес!  81а1е8, 1Иа1 1Ие  \уогк  18  а180  1п  1Ие  риЬИс  (1ота1п  ^ог  и8ег8  1п  о1Иег 
соип1пе8.  \УИе1Иег  а  Ьоок  18  8ИИ  1п  соруп^Ы  уапе8  ^гот  соиШгу  1о  соиШгу,  апё  \уе  сапЧ  о^^ег  §и1(1апсе  оп  \уИе1Иег  апу  8рес1йс  и8е  о^ 
апу  8рес1йс  Ьоок  18  аИо\уе(1.  Р1еа8е  ёо  по1  а88ите  1Иа1  а  Ьоок'8  арреагапсе  1п  Соо§1е  Воок  8еагсИ  теап8  к  сап  Ье  и8е(1 1п  апу  таппег 
апу\уИеге  1п  1Ие  хуогШ.  Соруп^Ы  1пМп§етеШ  ИаЫИ1у  сап  Ье  ^ике  8еуеге. 

АЬои1  Соо§1е  Воок  8еагсЬ 

Соо§1е'8  т1881оп  18  1о  ог§ап12е  1Ие  \уог1(1'8  1п^огтаИоп  апё  1о  таке  к  ип1уег8аИу  ассе881Ые  апё  и8е^и1.  Соо§1е  Воок  ЗеагсИ  Ие1р8  геа(1ег8 
сИ8С0Уег  1Ие  \уог1(1'8  Ьоок8  \уЫ1е  Ие1р1п§  аи1Иог8  апё  риЬИ8Иег8  геасИ  пе\у  аисИепсе8.  Уои  сап  8еагсИ  Шгои^И  1Ие  ^иИ  1ех1  о^  1Ы8  Ьоок  оп  1Ие  \уеЬ 
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2-е  зёпе.  Тоте  VI. 
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Томъ  П. 


4-®мге^1«.«+- 


ХАРЬБОВЪ. 

Типограф1я  и  Литограф!я  Зидьбербергъ.  Рыбная  ул.,  30. 
1899. 
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На  основан1и  §  9  Устава  Харьковскаго  Матеиатическаго  Общества  печатать 
и  выпустить  въ  св-бть  разр-Ьшаю.  Харысовъ,  20-го  мая  1899  года. 

За  Председателя  Матеиатическаго  Общества  Профессоръ  о^.  Ляпуповь. 
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2.  Вороной  Георпй  беодосьевичъ,  проф.  Варшавскаго  университета. 

3.  Ермаковъ  Васил1Й  Петровичъ,  проф.  университета  св.  Владим1ра. 
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Соттип№а(10П8  Ле  1а  $ос!ё<б  та(Нёта41яие  Аь  КI|а^коVV. 

2-е  8би«ТШйь^Ж?гй^^  1. 


чО 


-*^. 


СООБЩЕНЫ 


ХАРЬНОВСКАГО 


п 


ЩШТВ! 


ВТОРАЯ     СЕР1Я 

Томъ  VI. 

Л»  1. 

Съ  портретомъ  К.  Вейерштраеса. 


ХАРЬКОВЪ. 
ТипограФ1я  и  ЛитограФ1Я  Зильбербергъ. 

(РнОпя  удаяа,  доыъ  Л»  30-Д). 

1897. 


ш 
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На  осн(юа»1и  §  9  Устава  Харьковскаго  Математическаго  Общества  печатать 
и  выпустить  въ  св'Ьтъ  разрешаю.  Харысовъ,  3-го  мая  1897  года. 

ИрсдсЬдатель  Математическаго  Общества  Профессоръ  К.  оАпореепъ. 
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Къ  геомвтр1и  раепроетранеюя  и  погло- 
щен1Я  электромагнитной  энерпи. 


А.  Груаинцева. 


Хотя  вопросъ,  р'Ьшешенъ  котораго  мы  буденъ  зд'Ьсь  заниматься,  раз- 
р^шевъ,  но  при  помощи  различныхъ  частаыхъ  соображен1й,  безъ  ука- 
зан1Я  на  общ1я  источники  этихъ  соображен1Й;  по  этому  при  сопоставде- 
ши  съ  д'Ьйствительностью  трудно  и  иногда  невозможно  сказать:  на  счетъ 
какого  частнаго  предположен1я  должно  отнести  то  или  другое  отступле- 
В1е  огь  фактовъ  опыта.  Кром4^  того,  большинство  ученыхъ,  занимав- 
шихся р'Ьшен1емъ  поставленнаго  вопроса,  главнымъ  образомъ  им^эли  въ 
виду  получить  окончательныя  р^шен1я  по  возможности  проще  и  ско- 
рее, незаботясь  особенно  объ  отд*лен1и  требовашй  бол-Ье  строгой  тео- 
рш  отъ  необходимости  приб']^гать  къ  предположен1ямъ,  оправдывае- 
иымъ  лишь  окончательнымъ  результатомъ.  Наконецъ,  и  это  мн'Ь  ка- 
жется не  маловажнымъ,  трудно  сравнивать  выводы  различныхъ  уче- 
ныхъ, не  им-Ья  общаго  источника  ихъ  получешя.  И  сравнительныя 
достоинства  т^хъ  или  другихъ  пр1емовъ  ясн']^е  выступаютъ  на  фон*]^ 
общихъ  соображенШ. 

Разумеется,  так1е  первокласные  физики,  какъ  наприм^ръ  Кирхгоффъ, 
решали  задачу  съ  общей  точки  зр'1^н1я,  но,  къ  сожал'Ьн1Ю,  ихъ  р'Ьшен1е 
составлено  во  время  господства  механическихъ  теор1й  св1^та  и  проник- 
нуто духомъ  этихъ  теор1й,  а  потому  въ  настоящее  время  кажется 
уже  недостаточнымъ.  11осл4дователи  Кирхгоффа,  каковы  Фойгтъ,  Дру- 
де  и  др.,  придерживались  его  метода,  но  ихъ  работы  им']^ютъ  цЬеу  и  въ 
настоящее  время,  особенно  изсл^дован1я  Фойгта.  Французская  школа 
фнзиковъ  въ  этомъ  отношен1и  далеко  отстала  отъ  немецкой,  хотя  въ 
силу  историческихъ  традиц1й  и  даетъ  р'Ьшеше  занимающаго  насъ  во- 
проса по  возможности  Еъ  простой  и  изящной  форм'Ь. 

1 
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Въ  настоящей  стать'Ь  мы  постараемся  по  возможности  соединить  про- 
стоту формы  съ  полной  обп](ностью  основашй. 

§  1.  Задача,  которую  мы  ставимъ  себ^,  сл']^дующая: 

Даны  двгь  поглощаюшгя  средины,  т.  е.  деть  проводящгя  электромаг- 
нитную энерггю  средины*  Найти  общге  законы  •  ея  распространенгя  въ 
одной  изъ  нихъ,  зная  ее  въ  другой. 

Средины  отделены  одна  отъ  другой  плоскостью  и  об*  изотропны. 

Законы  распространен1Я  энерг1и  двухъ  родовъ:  первые  касаются  на- 
правленгя,  ъхолъ  котораго  распространяется  энерпя;  вторые  напряжен- 
ности тЬхъ  векторовъ,  которыми  мы  представляемъ  энерпю. 

Явлев1я,  отв']^чаюш;1я  этимъ  законамъ,  тосятъ  общее  назвапе  явлев1й 
оптической  поляризацги  или  поляризацш  овтьта. 

По  самому  смыслу  задачи  ясно,  что  оба  рода  этихъ  законовъ  орга- 
нически связаны  между  собой  и  должны  вытекать  изъ  однихъ  и  тгьхъ-аке 
г^точниковь.  Однако,  не  смотря  на  очевидность  такого  соображен1я, 
существую'1*ъ  р'Ьшен1я  нашего  вопроса  (въ  механическихъ  теортяхъ), 
разд']^ляюпця  задачу  на  дв'Ь  части,  неаависимыя  одна  отъ  другой  *). 

Дадимъ  нашей  задач*]^  точную  математическую  формулировку. 

Пусть  электромагнитная  энерг1я  распространяется  въ  поглощающей 
«редие'Ь,  т.  е.,  напр.,  въ  проводник'^,  и  доходитъ  до  другой  средины, 
•отдЪл^ной  отъ  первой  хиоскостью: 

Л,х+В,у  +  С,^  =  0 (1) 

Дойдя  до  этой  плоскости,  она  разделяется  на  дв-Ь  части:  одну — рас- 
пространяющуюся въ  той-же  средин'Ь. — это  отраженная  энерггя  и  дру- 
гую— во  второй  средине — это  преломленная  энерггя* 

Условимся  обозначать  количества,  относящгяся  къ  падающей  энергги 
буквами  безъ  значковъ, — къ  отраженной  т^ми-же  буквами  со  значкомъ 
О  вверху,  а  къ  преломленной — со  значкомъ  (О  внизу. 

Въ  такомъ  случа'!^  составляющ1е  падающаго  свЪтоваго  вектора,  за 
который  мы  иринимаемъ  зд']^сь  такъ-называемую  электрическую  пертур- 
бащю,  будутъ: 

Ме^,    N6^,    Ре^. 
отраженнаго: 

и  преломлеанаго: 

м,е^^,   ^!^^б^^   р,е^^. 


*)  См.  напр.  Кеие1€Г,  ОрНк,  447;  положеше  25.  Къ  величайшему  нашему  удоволь- 
СТВ1Ю  мы  встр^^илгй  вг  недавно  появввшеХся  квяг-Ь  проф.  Фойгта  (Сошреп^шп  с[.  111. 
РЬ.,  В(1.  II,  8.  607)  т-Ь-же  птмдн,  ваторвхъ  ярндерживаемея  V  ик. 
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и  количества  а,  .../^  вообще  комплексны,  &  б,  6'  }а  6^  чисто-мвиныя 
числа. 

Задача  наша  будетъ  состоять  въ  сл^дующемъ: 

Найти  Л!^' , . . .  Л^^ ,  . .  •  ,  а' ,  . . .  а^ ,  . . .  ,  д'  и  д^^  зная  ЛГ,  К,  Р , 
а,  ^ ^  у ^  6  и  физичешя  постоянныя^  характеризующгя  средины,  т*  е. 
ихь  дгэлектричешя  постоянныяу  коэффицгенты  электропроводности^  мах" 
нитныя  проницаемости  и  пергодъ  измтънснгя  кинетическаю  состоянгя 
первой  средины. 

Опред']^лен1е  упомлнутыхъ  сейчаеъ  воличествъ  и  дастъ  намъ  законы 
поАяризацги  св'Ьтового  вектора. 

§  2.  Сначала  займемся  опред^лен1емъ  а' , . . .  ,  а^ , . . .  ,  6^. 

Еакова-бы  ни  была  система  поверхностныхъ  услов1Й,  всегда  будемъ 
им^ть  равенства  вида: 

ае^-{-ае^'=а,е^^, 

въ  которыхъ  а,  а'  и  а^  будутъ  количества,  независя1Ц1я  оть  x,у^0к^. 

Это  равенство  должно  существовать  для  всгьхъ  значенгй  времени  I 
и  для  встъхь  значенгй  координатъ  х,  у,  0,  удовлетворяющихъ  уровне- 
нгю  (1). 

Отсюда  мы  заклюнаемъ,  что  это  вовможво  лишь  при  услов1и: 

Я^Я'^Яг (2) 

такъ-какъ  количества  а,  а  ,  а^  не  могутъ  быть    одновременно  нулями. 
Равенства    (2)    и    послужатъ    намъ    основан1емъ    для    опред^лен1я 
«',..    6,. 

Мы  подробно  разсмотримъ  только  преломленную  энерпю,    такъ-какъ 
отъ  нея  легко  перейти  къ  отраженной. 
Подставляя  въ  уравнев1е 

Яг  =  Я 

значен1е  этихъ  Я  ^  Яг^   получимъ  равенство 
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Это  равенство  должно  существовать  при  ь&кхъ  значен1яхъ  коорди* 
натъ  х^  у^  е,  удовлетворяющихъ  уравнешю  разграничивающей  плос- 
кости (1),  но  чтобы  избавиться  отъ  этого  ст4сняющаго  обстоятельства 
приб']^гнемъ  къ  методУ|  данному  еще  Лягранжемъ,  а  именно:  помножимъ 
уравнен1е  (1)  на  неопред'Ьленный  пока  коэффиц1ентъ  Н  и  приложимъ 
результатъ  къ  предыдущему  равенству;  найдемъ: 

[.  (з> 

Зд'Ьсь  количество  Н  тоже  комплексное. 

Теперь,  такъ  какъ  равенство  (3)  должно  Существовать  уже  для  всгьхь 
значенгй  Ху  у  1л  е  и,  какъ  раньше,  для  вс^Ьхъ  зваченШ  I,  получаемъ 
следующую  систему  уравненхй: 


^^  —  0  +  В,Н=О 


(а) 


<^1  =  <^ (Ъ) 

Последнее  равенство  даетъ 


а>х  а> 

ибо 


(4) 


<^^=' 


2ла>х    / .  2л(о 


Въ  равенств'^  (4)  сОу  и  Я^  вообще  комплексны,  но  такого  вида,  что 
отношен1я  между  действительными  частями  и  коэффиц1ентами  при 
|/ — 1  соотв-Ьтственно  равны  между  собой,' т.  е.  если 

то 

Т—Г (5) 

601  Ю 

такъ  что  ихъ  отношен1е  -р  действительно,  ибо  -у-   есть    действитель- 
ное число. 

Теперь  обратимся  къ  равенствамъ  (а),  но  предварительно  зам^тинъ, 
что,  хотя  выборомъ  координатной  системы  мы  можемъ   упростить  ихъ. 
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но  это  упро1цен1е  будетъ  эквивалентно  частному  .предположен1Ю,  что 
такъ  называемый  ^  нормаль  поглощенш**  лежитъ  въ  плоскости  паден1я, 
противъ  чего  можно  представить  серьезныя  возражен1я;  поэтому  мы 
въ  этому  упрощевш  не  будемъ  приб'Ьгать  '^). 

Равенства  (а)  показываютъ,  что  «1 ,  А  »  У\  будутъ  тотчасъ-же  опре- 
д^тены,  ко^п>  скоро  мы  знаемъ  Я. 

Съ  этой  ц']^лью  возьмемъ  уравнен]я,  которымъ  должны  удовлетворять 
принятыя  нами  выражен1я  для  электрической  пертурбац1И.  Эти  уравне- 
Н1Я  ии^ютъ  видъ  для  перюдическихъ  измтьнетй  въ  среди  н*]^: 

-К^'^  +  ^^С^^-зг^^/*    и  такъ  же  для  аиЛ, 

если  (^д^Ь  будутъ  составляюп;1я    падающей    пертурбащи    въ  первой 
средин*. 
Подставляя  сюда  значен1я  (,  д  у1  Ъ  (стр.  2),  найдемъ: 

а^'\'^  +  7^^К11б'^  +  АлС{1б .        (с) 

Точно  также  уравнев1я  для  преломленной  пертурбащи  даютъ: 

«?  +  /?1^  +  71^  =  ЯМ'  +  4лС,/«Л № 

Зд4сь  X,  К^  Д1электричеса1я  постоянныя  срединъ;  С,  С^  коэффи- 
шенты  электропроводности  и  /I,  /1^  коэффиц1енты  магнитной  прони- 
цаемости ихъ. 

Вместо  обычныхъ  уравнев1й  для  /*,  9,  А,  которыми  мы  пользуемся 
здкь,  возможно  взять  друг1я,  бол'Ье  общ1я,  а  именно: 

^^Л^  +  *^^^"|'  +  ^^=^^+^^^''+^^^      ""  '''  °- 

Ихъ  возможно  получить,  принимая  во  первыхь  въ  разсчетъ  воз- 
диств1я  матер1альныхъ  частицъ  на  эфиръ  и  во  вторыхъ,  вводя  долю 
участ1я  магнитной  энерпи  въ  происхождеши  пертурбацюнныхъ  то- 
ковъ;  но  мы  этотъ  вопросъ  оставляемъ  до  другой  статьи;  зам-Ьтимъ 
лишь,  что  все  последующее   остается  иъ  сил*,    стоитъ    только  вм-Ьсто 


*)  Зам^твнъ  еще,  что,  прибегая   къ  такому  упро1цен1ю,   мы  лишаемся    практической 
вигодн:  вс^  наши  форхулн  настолько  симметричны,  что  легко  выводятся  и  поверяются. 
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п  равенствахъ  (с)  н  {Л)  ввести: 

для  каждой  средины. 

Равенства  (а)  намъ  дадутъ  значен1я  сц  ^  ^х^  7\  1^ь  ф;нкц1н  а,  ^^  у 
и  Еу  именно: 

а^=»а  —  А^и 

7,=/  — С^Я. 

Сложивъ  квадраты  этихъ  равенствъ  и  принявъ  въ  разсчетъ  равен- 
ства (с)  и  (й),  получимъ: 

Л^!^!^?  +  ^лС^(1,б,  =  ^^исУ«  +  ^лС(1б  +  Я2  —  2  л  и^а  +  ^1/?  +  С{у) . 

Определяя  отсюда  Я,  найденъ  при  помощи  (Ъ): 

Изъ  двухъ  знаковъ  мы  возьмемъ  для  преломденныхъ  волнъ  знакъ  —  ^ 
другой-же  знакъ  дастъ  значен1е  Я,  соответствующее  отраженному  век- 
тору. 

Итакъ  им'Ьемъ 

-  у/{А,а  +  2?/  +  С{^Г  +  (11Г,^и,  -  ^5Г;/)сУ^  Н-  4л((7,//,  -  б/^)с!  ( 

Чтобы  получить  р'Ьшен1е  для  отраженнаго  вектора  стоить  только 
указатель  (О  при  воличествахъ,  относящихся  къ  второй  средин*]^,  за- 
м'Ьнить  указателемъ  ('),  относящимся  къ  отраженному  вектору;  кром-к 
того,  такъ  какъ  первая  средина  изотропна,  то  ясно,  что: 

К'^К.        11'  =  (1,        С'=С; 

подтому  получимъ: 

Я'  =  2(^,а  +  Б^/9+С1У) {III) 

и  по  равенствамъ  (7)  им^емъ: 

а'  =  а  —  А,Н' 

^'=0—в,1г  \ ап 
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Такинъ  образонф  ваша  задача  отноеительно  а',  /?',  /  и  а,,  /?1,  /] 
разр'Ьшена:  всЬ  эти  количества  найдены  при  помощи  данныхъ. 

§  3.  Извлечеиъ  теперь  обоця  соотношенш  между  этими  количествами, 
т.  е.,  говоря  другими  словами,  найдемъ  законы,  отвосящ1есд  до  на- 
правлетя  передачи  электромагнитной  энерпи,  т.  е.  законы  ея  отраже- 
Н1Я  и  преломлен1я. 

Обозначимъ  комплексные  углы  падешя  и  преломлен1я  буквами  /^  и  а^ ; 
для  ихъ  опред^лен1я  можно  написать  сл'Ьдуюп;1я  равенства: 


(е) 


д  С08»,  =  А^а  +  В^р  +  С{Г 
е^созб!  =  А,а^  +  В^^^  +  С{Г^ 

причемъ  (>  и  ()|  опред'Ьляются  изъ  равенствъ  {с)  и  (й\  такъ  какъ: 

р2  =  а2  +  ^24-у2^  (»?  =  «?  +  /??  +  /?• 

Изъ  этихъ  равенствъ  находимъ: 

р281п«|\  =  {В,г  -  С/  У  +  {С,а  -  А,г  ?  +  (Л./З  -  В,а  )^  , 
р^зш^б,  =  {В,г,  -  СА)'  +  ^.С,а^  -  Л{Г,?  +  и  А  -  ^1^хУ  • 

Подставивъ  во  второе  изъ  этихъ  равенствъ  значен1я    сг],  /?|,  /]    изъ 
системы  Ц),  найдемъ,  сопоставляя  съ  первымъ: 


или: 

81Пг\  р, 

8Ш(У1  р 

Но  изъ  равенствъ  (с)  и  (й)  находимъ: 


(П 


д^       V   1^11^1+— ^- 


следовательно: 


[^^^-^'Т 


8\а% 


(ГЫз) 
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По  уравнен1лмъ  движен1я  можно  заключить,  что  дроби: 
1  1 


/*+^     /к,;. 


6у 


суть  комплексныя  скорости  расиространен1я  энергш  въ  об^ихъ    среди- 
нахъ;  поэтому  формула  (Г  Ыз)  представляетъ  законъ  преломлетя,  соот- 
в']^тствующ1Й  закону  Декарта  для  прозрачныхъ  срединъ  (д1Электриковъ). 
Если  обозначимъ  черезъ 

косинусы  направлен1я  перпендикуляра  къ  плоскости  паден1я,  т.  е.,  если 
положимъ,  что 

и 

Л,И  +  ^11^+ОпС=0, 

А,        В,        С 


причемъ 


будутъ  косинусы  направлев1я  дгьйствительнаю  луча,  идущаго   въ  пер- 
вой средин*, — то  изъ  равенствъ  (I)  можемъ  получить  следующее: 

Л1«1  +  ^1А+0,17,  =  ^„а  +  В„/^  +  С^^7    .    .    .    (ГЛ) 

т.  е.  д']^йствительный  преломленный  лучъ  лежитъ  въ  плоскости  паден1Я. 
Подобный-же  законъ  найдемъ    и    для  д']^йствнтельиаго    отраженнаго 
луча,  а  именно: 

Л1«'  +  А/  +  С,/  =  Л„а+Бн'*+С„/.    •    .    .{ПП) 

Что-же  касается  до  „нормаловъ  поглощен1я",  то  ихъ  положенхе  отно- 
сительно плоскости  падешя  зависитъ  отъ  количествъ  Ж",  ^,  Р  ит.  п., 
а  потому  этотъ  вопросъ  мы  отложимъ  до  второй  части  нашей  задачи. 
Хотя  некоторые  авторы  склонны  думать,  что  и  „нормалъ  поглощенхя'' 
лежитъ  въ  плоскости  паден1я,  но  къ  такому  заключен1ю  н']^тъ  ни  ука- 
зан1й  опыта,  ни  достаточныхъ  теоретическихъ  основашй.  11оложен1е 
„нормала  поглощен1я^  обусловлено,  какъ  увидимъ  ниже,  положешемъ 
плоскости  поляризащи  св']Ьтоваго  вектора. 

§  4.  Пользуясь  этимъ  соотношен1емъ  (Г),  мы  можемъ  дать  для  Ни  Н' 
друпя  выражен1я,  совершенно  аналогичныя  т']^мъ,  которыя  можно  по- 
лучить для  прозрачныхъ  срединъ. 
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Умножая  равенства  (I)  по  порядку  на  -41»  В, ,  С^  и  складывая  ре- 
зультаты, получимъ  при  помощи  равенствъ  (е): 

р^со8б1  =  рсо8г\  —  Н; 
подставляя-же  €юда  значен1е  д^  изъ  уравнен1я  (Г),  яаходимъ: 

вшС*!  — б,) 


я=-е 


8Шб1 


(ПШ 


Зная  уголъ  бх  изъ  равенства  (Г  Ы$),  мы  отсюда  найдемъ  Я. 
Точно  также  найдемъ  изъ  формулы  (ТН): 

Я'  =  2()со81\ (III  Ыа) 

Тоже  количество  Н'  должны  найти  изъ  равенства  (II  Ыз),  если  под- 
ставимъ  вм'Ьсто  Ох  уголъ  отражен1Я  с';  черезъ  сопоставлен1е  результа- 
товъ  получаемъ  для  угла  отражен1я  законъ,  выражающ1Йсяравенствомъ*) 


б'==180«  — г\. 


(П) 


Зная  выражеше  для  Я  и  Я'  въ  вид*]^  выражен1й  (II  Ыз)  и  (III  Ыз), 
мы  можемъ  дать  для  опред'Ьлен1я  «',  /?',  у'  и  «1,  /?1,  /1  сл'Ьдующ1я 
формулы: 

а'  =  а  —  2А^д  С08г\ 

&'=-0  —  Щдсо^1^   \ (1Ыз) 

7=7  —  2С^д  С08г\ 


8ш(г\  — 01) 
«1  =  «  +  (> ^ А, 

8ш(г,  —  б,) 
8ш(г, -<т,) 


(1ГЬ»«) 


Такимъ  образоиъ  ии'Ёеиъ  для  этой    половины  нашей  задачи  другую 
форму  р^шен1я. 


*)  НЪкоторне  авторы  вместо  этого  равевства  иишутъ: 

»'  =  -«,= 
НО  это  въ  ори111нев1и  къ  прозрачвымъ  срединамъ  приводить  къ  физической  нелепости: 


О)'  =    —   (О, 
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Иолученныя  формулы  вгб  прим%нен1и  къ  1фозрачнымъ  срединамъ, 
т.  е.  когда  коэффицхевты  электропроводности  С  тл  С^  суть  нули,  даютъ 
т^-же  результаты,  как1е  получаются  для  нихъ  непосредственно. 

§  5.  Прежде  ч^жъ  перейти  къ  р^шенш  второй  яасти  нашей  задачи, 
т.  е.  къ  апред&[ен1ю  М\  И\  Р'  и  М^ ,  N^у  Р^,  зам^Ьтивъ,  что  на- 
правлеше  комплекснаю  вектора  (а,  /?,  у)  какъ  разъ  совпадаетъ  съ 
направлен1енъ  такъ  называеиаго  радгана  {ьес1еиг'гайгапЬ  по  териинолопи 
Пуанкаре).  ДМствительно,  по  теорем.^  Пойнтинга  рад1анъ  перпендику- 
ллренъ  къ  плоскости  электрической  и  магнитной  силъ;  но,  косинусы 
направлен1Я  первой  для  изотроаныхъ  срединъ  пронорцтональны  коли- 
чествамъ 

М,  N.  Р; 

для  второй  пропорц1ональны  количествамъ 

Шг^Р^,        Ра  —  Мг,        М^  —  Жа, 

а  следовательно  косинусы  направлеи1я  рад1ана  будутъ  пропорцюнальны 

«1        /?,        7, 
такъ  какъ  всл']^дств1е  условгя  пергодичности,  т.  е.  вследств1е  услов1я 

Л^а+-^/?  +  Р7  =  0. 

§  6.  Перейдемъ  теперь  къ  опредйленхго  М\  N\  Р' ;  М^,  N1  и  Р^ 
Съ  этой  ц^лью  воспользуемся  услов1ями  на  грапицахъ,    принявъ    за 

нихъ  равенство  электрическихъ  и  магнитныхъ    силъ    вдоль    плоскости 

разд'1^ла. 
Если  св'Ьтовой  векторъ    совпадаетъ    съ  электрической    пертурбащей^ 

то  составляющ1я  магнитной  силы  для  падающаго  вектора  будутъ: 

^"^ ;  {N7  -  Р0)е^ ,      ^ЛРа  —  Му)е^ ,      -^  (М^  —  Ще^^ 


и  подобныя  выражешя  для  отраженнаго  и  преломленнаго  вектора. 

Возьмемъ  теперь  за  координатныя  оси  х  ч^  у  дв^  взаимно-перпенди* 
кулярныя  прямыя  въ  плоскости  границы,  а  за  ось  г  нормалъ  къ  гра- 
нице. 

Пусть  эти  оси  будутъ  ОР^  0(2  и  О'Ш  и  косинусы  ихъ  угловъ  съ 
прежними  осями  соотв'Ьтственно  будутъ 

А    ^    Б     9    С     ;  -^11»    ^11»     ^11  ^  -^1»    -^м    С|- 
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Проектируя  9лектрвчесв1я  и  магнитныя  силы    на  оси  ОТ  к    0^  я 
сравнивая  эти  ироекц1И,  получииъ  сл'Ьдующ1я  четыре  уравнешя: 

ВМЛ' ^ЗМ'Л' ^^8М,А' (1) 

8МА,,  +  8М'А,,  =  ^8М,А,, (2) 

—  для  электрическихъ  силъ,— и 

8{N^  -  Р^)А''  +  8{ИУ  -  Р'ПА"  =  -^  %2Я{Г,  -  Р./^^М"    .    (Ю 

8{1^г-тА,,  +  8{11У-Р'е')А,,  =  ^8{Щг,-РАип   •    (*) 

—  ДЛЯ  магнитныхъ    силъ, — причемъ    зиакомъ    )8   представлена    сумма 
трехъ  членовъ,  соотв'Ьтствующихъ  написанному  за  этимъ  знавомъ. 

Кром%  этихъ  уравнешй  им^емъ  еще  два,  выражающихъ  „услов1е  еу- 
ществовашя^  иер1одическихъ  и8М'Ьнен1Й  состоян1Н  срединъ,  а  именно: 

Жа'+-»^'/?'-ЬР'/'=0 (5) 

Что  касается  до  услов1я 

Ыа^Ш  +  Р0  =  О, (а) 

относящагося  до  падающаго  вектора,  то  оно  должно  считаться  тож- 
дественно выполненнымъ  и  буде!^  намъ  служить  лишь  для  у11рои1ен1я 
формулъ. 

Такъ  какъ  мы  уже  опред']Ьлили  вс*]^  а' , . . .  /^ ,  то  въ  написанныхъ 
мести  уравнен1яхъ  будутъ  заключаться  шесть  неизвЬстныхъ  М\  1^' , 
Р';  Ж1,  ^^,  Р^,  входящихъ  нъ  вихъ  линейно,  следовательно  им-Ьемь 
вполне  олред']^денную  задачу  съ  одвимъ  оиред^леннымъ  р']^шев1емъ, 
какъ  это  и  можно  было  предвид']Ьть  а  рггоп. 

Эти  неизв'Ъстныя  впосл']^дств1и  могутъ  быть  выражены  при  помощи 
четырехъ  амплитулъ  и  двухъ  азимутовъ  плоскостей  лоляринащи . 

Изъ  уравнен1Й  (3)  и  (4)  мы  можемъ  исключить  величины  а' ,  /9' ,  / ; 
^ь  А)  /ь  уже  опредЪленвыя  нами  ран']^е.  Подставляя  значен1я  щ,  /?1, 
71  изъ  равенствъ  (Г),  мы  находимъ  для  преломленнаго  вектора: 

8(К^-Р,/^,)А'  =8М,{С'^-В''г,)==^8иЩС'/^-В'г)-Н8М,А,,, 
и  подобныя-же  выражев1я  для  отраженнаго  вектора. 
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Подставляя  все  это  въ  уравнев1я  (3)  и  (4),  получинъ: 

8М{С'0  —  В'г)  4-  8М\С'^  —  В' г)  —  Н'ЗМ'А^,  = 
=  ^  [8М,{О'0  -  В'г)  -  Н8М,А,,-] 

5Ж(С„/?  -  Б„7)  +  8М'(С^10  —  В,,г)  +  Н'ЗМ'А'  = 
=  ^  [5Ж,(С„/9  -  5„г)  +  Н8М,Л' 


.(ЗМв) 


.  (4Ь»в) 


Подобвынъ  образоиъ  равевства  (о)  и  (6)  ножво  написать  въ  сл%- 
дующеиъ  вид']^: 

8М'а  —  Н'8М'А1-=0. {Ь  Ш) 

5ЛГ,а  — Я  5^1^1=0 {6  Ьмг) 

§  7.  Теперь,  сл^^доватедьно,  намъ  предстоитъ  разрешить  свстему 
уравнен1й  (1),  (2),  (3  Ыз — 6  Ы$)  относительно  М',...  Р^. 

Для  р^шен1я  этой  системы  ны  ее  предварительно  упростимъ.  Для 
этой  ц^ли  примеиъ  за  прежнюю  систему  коордиватъ  какъ  разъ  систему 
пряныхъ:  ОР,  0^,  ОН;  въ  тавомъ  случае}  буденъ  вм'Ьть: 

А"  =1,    В'  =0,    С  =0 

^,  =0,     Б,  =0,     С,  =1. 
Внося  эти  упро1ден1я  въ  уравиев1я  (3  Ыз)  и  (4  Ыз),  получвмъ: 

(Л-  +  Юг  —  (Р  +  Р')/?  —  Н'Ж'  =^(N,7  —  1Р,0  -  н]я;) 

{М+М')г-{Р-\-Р')а  —  Е'М'=^{М{г  —  Р^а  —  НМ^, 

умноживъ-же  уравнен1я  (1)  и  (2),  которыя  теперь  будутъ  им^ть  видъ: 


(1    6*8) 
(2  Ыа) 


на  X  и  вычтя   результаты  соответственно    изъ    полученныхъ    сейчасъ, 
найдемъ: 
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(Р  +  Р')а+Я'М'  =  ^-(Р,«  +  ЯЛ^,) {^Ьег) 

7равнев1я  (5  Ыз)  и  (6  5>$)  теперь  ваиишутса  въ  сл^дующеиъ  упро- 
щевноиъ  видЪ: 


Ж'а  +  ^'/?  +  Р>-Я'Р'  =  0 
Ж,а+ЛГ,/?  +  Р,у-ЯР,  =0. 


(5Ы 


Такинъ  образонъ  намъ  надо  решить  систему  7равнен1й  (1  Ыз),  (2  &15), 
(3  Ьег—Ъ  <вг). 

Разсматривая  эти  ураввен1я,  ие  трудно  заметить,  что  количества  Р* 
и  Р,  входятъ  въ  нихъ  иначе,  ч^^ъ  М' ,  Ж ',  М,  и  ^йГ^ ;  поэтому  мы 
ихъ  исключимъ,  пользуясь  равенствами  (о  Ьег)  и  (6  <вг);  находинъ  изъ 
этихъ  посл^днихъ: 


Р'  = 


М'а-\-К0 


В'-7 


'  Н-у 


(а) 


Подставляя    эти  звачен1я    Р'  и  Р,    въ  (3  ^е^)  и  (4  ^ег),  получаемъ 
посл^  простого  упрощен1я: 


=  {Мг  —  Ра){Н'-7), 
гдЪ  положено 


(Ь) 


Л,= 


л:,    ^/-у 


(с) 


Разсматривал  эти  уравнен1Я  (Ъ),  зам']^чаемъ,  что  если  въ  коэффицген- 
тахъ  при  М'  8аи']^нимъ  количества  а  н  /9  черезъ  ^  1л  а,  то  получимъ 
Боэффищенты  при  N';  тоже  можно  зам'Ьтить  относительно  коэффи- 
щентовъ  при  Ж^  и  ^^;  крои'Ё  того  т'Ьже  равенства  показываютъ,  что, 
если  зам'Ьнииъ въ первомъ  уравненш  (Ъ)  систему  количествъ  М\  N' ;  а, 
^\  М^,  ]Я^\  М,  N  черезъ  систему  Л7',  Ж';  /^,  а;  N^,  М^\  N.  М, 
то  получимъ  второе  уравнен1е  Щ.  КромЪ  того  Боэффиц1енты  при  М^ , 
1^1  отличаются  отъ  коэффищентовъ  при  М'  и  Ж^  за  исключен1емъ  мно- 
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жителя  А],  гЬмъ,  что  вм'^^сто  Н  входить  Н'.    Этими  зам'Ьчашями  мы 
воспользуемся  съ  большой  выгодой. 

Подставииъ  теперь  въ  уравнен1я  (6)  значешл  М^  и  ^^  изъ  равенствь 
(1  Ыз)  и  (2  Ы$);  по  упрощен1н  получаемъ: 


(Л) 


гд,Ъ  положено  для  краткости: 

?7=  — ЛГа/9  — ^/[,^2  +  Я(Л  — у)]  +  Р/9(Я  — у) 
7  =  —  ЛГ[а2  +  Ы(Н — г)]  —  т/9  +  РаШ—  Г)- 

Но  эти  выражен1Я  СГ  и  Т  сейчасъ-же  упрощаются. 
Отделяя  въ  и  при  М ,  N  члены  съ  ^^ ,  а  въ  Т'^  члены  съ  а ,  видимъ, 
что  коэффидхентомъ  будетъ  служить  двучленъ  Жа  +  ДО,   который   по 

уСЛ0В1Ю 

Ма  +  Ш  +  Рг  =  0 
равенъ  — Ру;  значитъ,  находимъ: 

Г7=— Я(Я— у)  ^  + ЯР/9;         Г=  — Я(Я— 7)М+ЯРа. 
Полагая  въ  равенствахъ  {Л)  для  краткости  письма: 
(Я- у)  (Я' -7)  =  Г, 
р'Ьшимъ  ихъ  относительно  М' ;  находимъ: 

Я[М(а2  +  /9«-Г)  +  РЯ'а] 


М'  = 


{Н'  —  Е)(а^^0^-Г) 


Пользуясь  сд^ланнымъ  выше  зам^чан1емъ,   т.  е.    зам'Ьняя    М,  а,  ^ 
черезъ  N ,  в,  а^  найдемъ  ^',  а  именно: 

{Н'  —  Н){а^  +  ^^  —  Г)      • 

Теперь,  чтобы  получить  Ж,  и  У^^  соотв-Ьтственно  изъ  М'  я  Я\  стоять 
только  зая-Ьнить  въ  этихъ  ш)ся*днихъ  Я  и  Я'  черезь  Л*  я  Я  я  вве- 

сти    кюэффищентъ =^-  Получимъ: 
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и 

^^~  К'      (Е'  —  Н){а^  +  ^^  —  Г)      • 

Остается  теперь  найти  Р'  и  Р,. 

Подставляя  значешя  Ж',  А'  и  Л/^,  27,  въ  формулы  (а),    получимъ 
посл1  простыхъ  11рвобразован1&: 

^~  (Я'  — Я)(о«  +  /98  — Г)  ' 
и 

р ^    Е\а^-\-^  —  7^  +  Н'7)Р 

Полагая  для  простоты  письма: 

а2_1-^_Г=4 (в) 

найдевныя  р^шен1я  мы  соберенъ  въ  вид'Ъ  системы: 

для  отраженнаго  вектора, — и 

для  преломленнаго. 

Такимъ  образоиъ  разр^^шена  и  вторая  часть  задачи  въ  общеиъ  вид'Ь. 

§  8.  Такимъ  образомъ  ян  получили    сл(дующ1я    системы    р11шешй: 
для  отраженныхъ  волиъ 


.  (I) 


И  для  преломленныхъ  волнъ 
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»     к  ж  —  нУ   ^  л  ^1' 


(1Г) 


Если  введенъ  коиплексвые  углы  П8ден1я  и  прелонлен1я,  то  эти 
формулы  прииутъ  другой  видъ,  представляющ1Й  ту  выгоду,  что  отъ 
него  легко  перейти  къ  формуланъ  отражев1а  и  прело11лен1а  для  про- 
зрачвыхъ  срединъ  (д1электриковъ  и  очень  слабыхъ  проводниковъ). 

Действительно,  ны  знаенъ,  что 


Н=-д 


8ш(г\  — с,) 


вШОГ] 


Н"  =  2()С08г, 


и,  сл'Ёдовательно: 


Н'  —  Н  =  д 


а  потону  получинъ  вместо  систеиъ  (/)  и  {II)  сл^дующхя 

2рсо8г 


М' 


8ш(*,  — Д,)Г  2рсо8»,а    ] 


8111  (г,  —  о.)  г  2(»со8г, /9    1 

81а(г1  +  «^х)  I       '         ^  } 

р, 810(11  —  6^)  Г        2део&г,(Н-гЦ 


\. 


цы8) 


для  отраженныхъ  лучей,  и 


ЛГ,     28тО1С08»\  Г  ()8ш(1\  —  о,)  а    1 

^'""Т"   8Ш  (»,  +  «!)  Г  2Жв^  Л' 

^^      281П<11С08|,  [■  (>8ш(г\  — <^^)/9    Т 

^»  ""  ^  ■  81П(1,  +  о";)  г  ^81П0,  ^]  ' 

К^       2  81П  б,  0081,   Г  е  81П  (»5  —  С, )  (Я*  —  /) 


^ЬШ01 


] 


ЩЫз} 


для  преломленныхъ. 

Посл'1диимъ  формуламъ  можно  дать    иной    окончательный   видъ   въ 
тригонометричесЕихъ  функщяхъ. 
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Мы  иожеиъ  найти,  что 

поэтому  формулы  (/  Ыз)  обратятся  въ  сл%дующ1я: 
8Ш  (^1  —  б^)  2  81П6,  |;д(г^  —  б^) 

« 

Зд^^сь  положено: 

/9»  =  §,      )у  =  ^/§р»8Ш«г1  — §« 

и  зат^мъ  члены  съ  Ра  и  Р/9  въ  формулахъ  для  М'  ш  Ж  исключались 
при  помощи  равенства 

РГ^  —  Ма—Ш, 
величина  же  а  исключалась  при  помощи  уравнен1я 

а»4-^«  =  (>«81п«»,. 

Для  ирелоиленнаго  вектора  находимъ  подобнынъ  же  образомъ  сл'Ь- 
дующ1а  формулы: 

ТУ!  —Е1  281П6,  С0801 д,  _  ^       28106, 1^(1,  —  б,) 

^^~  к'  81п(1,  +  <»,)со8(.-,  —  б,)  к'  яЧт^Мн  +  <»1) 

2Г,    28т(?1С08»\  Д:^     28Шб,1е(»\-Д,) 

К.                     281П2<?1  совг* 
р  -, \  ^ ^ р, 

^         к  *  8Ш«\  СОвСг*!  —  0^  81П(^\  +  б^) 

Ёсли-бы  пожелали  ввести  комплексные  азимуты,  то  доланы  были-бы 
положить: 

М  =  ^8^пФС08^^,  ^  =^С08Ф  ,  Р  = /8ШФ81П«\ 
М'  —  — /'8ШФ'С08»1  ,  ж  =  е7'С08Ф',  Р'  =  ^'8ШФ'8^п»1 
Л^!  =        ^18Ш  Ф^СОЗС?! ,      И^  =  /^СОВ  Ф^ ,      Р^  =  ^1810  Ф181ПО1  . 
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Полученныя  формулы  для  /9  =  0  обращаются  въ  обычныя  формулы, 
тождественныя  по  виду  съ  формулами  Фрэнэля. 

Изъ  этихъ  формулъ  вытекаетъ  любопытное  сл'Ьдств1е,  что  нормаль- 
ныя  составляющ1я  колебан1й  въ  отраженныхъ  и  преломленныхъ  вол- 
нахъ  зависятъ  лишь  отъ  нормальныхъ  составляющихъ  Б0лебан1й  па- 
дающихъ  волнъ,  между  т^мъ  какъ  тангенщальныя  составляющая  зави- 
сятъ не  только  отъ  тангенщальныхъ  составляющихъ  падающихъ  воднъ, 
но  и  отъ  нормальныхъ. 

Эта  зависимость  изчезаетъ  для  составляющихъ,  перпендикулярны хъ 
къ  плоскости  паден1Я,  въ  трехъ  случаяхъ: 

1)  Если  допустимъ,  что  „нормалъ  поглощен1я''  падающихъ  волнъ 
лежитъ  въ  плоскости  паден1я,  т.  е.,  что 

/9  =  0 (а) 

2)  Если  падающ1й  свЪтъ  поляризованъ  въ  первомъ  азимуте,  т.  е.,  когда 

М=р  =  0 (6) 

3)  Когда  дучъ  падаетъ  нормально,  ибо  тогда 

Р  =  0. 

Въ  этомъ  посл^^днемъ  случ2^Ь  изчезаетъ  и  нормальная  составляющая. 
При  общепринятомъ  взгляд'Ь  на  поглощен1е  всегда  им'Ьемъ,  что 

/9  =  0; 

но,  какъ  не  трудно  уб'^диться,  „нормалъ  поглощен1я"  долженъ  лежать 
всегда  въ  плоскости  колебан1я  и  нормала  къ  плоской  волн'Ь,  а  потому 
услов1е  (а)  им^етъ  м'Ьсто  лишь  въ  случа'Ь,  когда  иадаюЩ1Й  свЪтъ  по- 
ляризованъ во  второмъ  азимуте,  т.  е.  когда  падающ1я  колебашя  ле- 
жатъ  въ  плоскости  паден1я. 

Однако,  не  смотря  на  такую  разницу  во  взглядахъ  на  законы  погло- 
щения, результаты  получаются  одни  и  гЬже.  Д']^йствительно,  мы  всегда 
можемъ  разложить  падающ1Й  св'^тъ  на  явЬ  части:  одну  поляризованную 
въ  1-мъ  азимуте,  а  другую  во  2-мъ  и  для  перваго  случая  будетъ  им^Ьть 
м-Ьсто  услов1е  (Ь),  а  для  втораго — (а). 

§  9.  Чтобы  получить  окончательныя  р'Ьшен1я  уравнен1Й  (7)  и  (II) 
нужно  въ  нихъ  разд^^лить  д'^йствительныл  и  мнимыя  части.  Съ  этой 
ц-Ьлью  положимъ: 

И  между  этими  количествами  Р,  Р',  в  и  в'  будутъ  существовать  со- 
отношен1я,  получаемыя  изъ  равенствъ  (с)  и  (Л)  и  равенства  (Л)  §  2: 
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Р2соз2в  =  Р'2со82в'  +  ^^С082Г,     РЧ\п2в  =  Р'%1п2в'  +  АЧт2Т   (1) 

гдЪ  положено  для  симметр1и  фориулъ: 

(о^(К—К^)=:А^со^2Т,     2{С—С^)(оХ  =  АЧт2Т.    ...  (2) 

Такъ  кавъ  количество  Н^  и  уголъ  паден1л  %  будемъ  считать  данны- 
ми, то  Р  и  в  определятся  изъ  соотношен1Й  (1),  если  предварительно 
будутъ  найдены  вспомогательныя  величины  Л  и  Т  изъ  услов1й  (2). 

Дал'Ье  найдемъ: 

Н'-Н ^  (^Р'е^'''^  -  Ре^"^) . 

Положинъ  ъв.тЬыъ: 

а  = ^  Ге  ,     /У  — ^■д^,     г  —  —  -^Ре  , 

причемъ  2^,  Ф,  Р'  и  в'  удовлетворяютъ  соотношен1ю: 

.рН\\х^Ф  +  Р'Ч\х\^в'=\ (3) 

Дал'Ье  находииъ 


И  положимъ,  что 


Я2 


^  =  ^^в" 


ориченъ  эти  вспомогательныя  количества    Г  и  ^  определятся  изъ  со- 
отношен1Й: 

Гсо81;  =  ^'«созгФ  —  РР'со8(в' +  в)  4-5'о 


781П!;  =  РЧш  2Ф  +  РР'8ш(в'  +  в) . 
Такъ  какъ  **): 

2<'С08  Ф  =  (^,      -Р81П  Ф  =  81Ш  , 

то  2^  и  Ф  тоже  изв-Ьстны. 


(4) 


*)  Можно  положить: 

что  представляетъ  известную  внгоду,  Еоторой  мы  впосл'Ьдств1и  воспользуемся. 
*♦)  Количества  /"о ,  й'о »  '^о  пропорщональнв  дМствительнымъ  частямъ  а ,  р ,  ^ 
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Зат^нъ  опред^ляенъ: 

Л   ~  '     Л    ~     V  '  Л        ~ 

гд^  положено: 

Г=^,  У"^^-,       V^  =  в^-Ф  +  V,       I;' =  ©'+©+».    (5) 


Потоиъ  положинъ,  что 

н 


Н-Н 


-г/в*»"-', 


причеиъ  вспоиогательныя  величины  {7  н  и  опред'^ляются  изъ  соотво- 
шен1Ё: 


.  (6) 


Р'г/со8(в'4-м)  —  РЕ7со8(6»  +  «)  =  Р'созв'  +  Рсозв 
Р'1781п(в'  +  и)  —  Р11ът{в  +  «)  =  Р'зш  в'  +  Рь\пв 
такъ  какъ 

Е—Н~  р'вв^~1  _  Ре» ^'^* 
Зат^иъ  лолагавиъ: 

—  — —  =  Г/е"'^'^ 
Я'  — Я         ' 

приченъ  всиомогательныя  величины  П^  и  м,  определяются  изъ  соотво- 
шешй: 

РЧ7,со8(в'  +  и,)  —  Р{7,со8(в  +  м,)  =  2Р'со8в'  ] 

...  (7) 

Р'  С7,  81П  (в'  +  «,)  —  РЩ  8Ш(в  +  «1)  =  2Р'  МП  в'  ) 

такъ  какъ 

К  2Р'е^'^~^ 


Л'  —  Н       р'ев'У-1  —  РевУ-1' 
Дад']^е  находинъ: 

Я(Я'-у) 


=  7,е'''/-'  +  Г,1е'"»^-', 
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гд']^  положено: 

л'-Е^        Л--?^  Р-^-         г  -^ 

ь^  =  2в' -{•V,     Гц  =?  ©'  +  ©  +  «;, 
значить: 

и'  =  V'^    V,^  =  V\     Г  =  21Г,     7'  =  2Г„ (9) 

§  10.  Теперь  надо  опред-^^лить  17,  и,  17,  и  и^;  мы  ограничимся  при- 
веден1емъ  уравнен1й  (6)  и  (7)  къ  виду  уравненхй  (4). 

Опред11лимъ  сначала  Шо&и  и  17ши .  Съ  этой  Ц'Ьлью  умножимъ  урав- 
нешя  (6)  сначала  на  ^\пх  и  со&г,  а  зат-Ьмъ  на  соза:  и  — 81па;  и  ре- 
зультаты сложимъ;  найдемъ: 

[Р'81п(в'  +  ж)  —  Рз1п(в  +  хУ]  Шо^и  + 
+  [Р'со8(в'  +  а?)  —  Рсо8(в  +  х)]  Шти  =  Р'ш(в'  +  ж)  +  Р&Щв  +  х) ; 

[Р'С08(в'  +  ГС)  —  Рс08(в  +  ж)]  г7С08К  — 

—  [Р'8ш(в'  +  я?)  —  Рш(в  +  х)]  17ши  =  Р'С08(в'  +  л:)  +  Рсо8(в  +  х) . 

Если  сд*лаемъ  зд-Ьсь  х  равнымъ  —  в'  или  —  в ,  то  получимъ  очень 
удобную  для  ооред^лешя  [7со8и  и   Пвши  систему.  Пусть 

х  =  —  в\ 
тогда  получимъ: 

Р81п(в'  —  в)  17со8«4  +  [Р'  —Рсоъ{в'  —  в)]  иши=—  Р^т{в'—в)\ 

\  •  (а) 
[Р— Рсо8(в'— в)]  С7со8и— Р8ш((9'— в)  [78Шм=Р'  +  Рсо8(в— <9).) 

Эту  систему  можно  р'Ьшить  двояко.  Положимъ,  во  первыхъ,  что  опре- 
делили двЪ  вспомогательныя  величины  /кг  и  г  изъ  равенствъ: 

Р8Ш(в'  — в)  ^  Р8Ш(в'-в)  ,,^, 

Тогда  изъ  системы  (а)  найдемъ: 

_  8ШГ  С08(^М  +  ^0  гт   •  8ШГ81П(/г  +  ^)  /,,ч 

?7С0814  = ;-'-—' ,         1781Пи  = ;^-^ — -    .    .    (11) 

ВХЩ  8Ш^ 
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Отсюда: 

_^8шг      ^_^^_(^^^) (12) 

Верхнему  знаку  при  и  соотвЪтствуетъ   п  =  О ,    а  нижнему   п  =  1 , 
тавъ-какъ  и  всегда  положительно. 

Во  вторыхъ  изъ  системы  (а)  прямо  находимъ: 
?7со8и  = 


1781пи  ' 


р'2_|_р2„2РР'С08(в'—  в) 
2РР'8Ш(в'  — в) 


(ад 


р'2-^р2_  2РР'с08(в'-  в)  • 

Съ  другой  стороны  мы  могли-бы  взять: 

х  =  —  в 
и  получили-бы  систему,  аналогичную  (а),  а  именно: 

Р'81п(в'  —  в)  тови  -  [Р  —  Р'со8(в'  -  в)]  Пши  =  Р'81п(в'  —  в) , 

[Р  — Р'С08(в'  — в)]17с08М  +  -Р'81П(в'— (9)178Ш«1  =  — [РН-Р'со8(в'  — в)]. 

Отсюда,  если  положимъ: 

,     ,  Р'8Ш(в'-в)  ^     ,  Р'8т(в'  — в)         ,,^,.  , 

^^  =  Р4-Гео8(в--в)>     ^8^  =  Р  +  РТо^(в^Гву(^^Ь^^> 

то  найдемъ: 

_  8101^'  С08(^'  +  V')  „  .  81ПГ'81П(|М'  +  г')     ,,,,.. 

81П/[4  81П/г 

^^'^^^     «  =  пл  +  Ог'  +  г') (12ад 

Верхнему  знаку  при  и  соотвЪтствуетъ  п  =  О ,  а  нижнему  п  =  I . 

Итакъ  17  и  м  опред']Ьлены 

§  11.  Теперь  надо  определить  11^  и  щ. 

Система  (7)  подобно  тому,  какъ  система  (6),  даетъ: 

[Р'81П(в'  +  ж)  —  Р81п(в  +  хУ]  Л^ 008141  + 

+  [.Р' со8(в'  +  а;)  —  Рсо8(в  +  х)]  П^ ши^^  =  2Р' 81п  (©'  +  х) 

[Р'  со8(в'  +  ж)  —  Рсо8(в  +  ж)]  171С08и1  — 
—  У>'8ш(в'  +  Д^)  —  ^81п(в  +  х)]  и^ши^  =  2Р'со8(в'  +  х). 
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«  =  — в, 


Р'в\й(в'  —  в)и^еовщ  — 

—  [Р  —  Р'С08(в'  —  в)]  г7,8т«,  =  2Р'81П(в'  —  в) 

—  [Р  —  Р'  С08(в'  —  в)]  (71С08»,  — 

—  Р'81П(в'  —  в)С7181Пи1  =  2Р'С08(в'  -  в). 

Полохивъ  же: 


.(Ь) 


г,,,^Ыв'-в),   ^г,^^^:^ 


,   .    .    •  (13) 


найдемъ: 


28гаГ,СО80и,  +  »',)                 .                     28Ш»,81П(/<,+1'1) 
С7,С08«,  = : ,       СГ^8Ш«^  = ;;7;^^; •  ( 1 4) 


Отсюда: 


8Ш^1 


28101'. 


810/111 


(15) 


причеиъ  верхнему    знаку  при  11^    соотв'Ьтствуетъ   п  =  0,    а   нижнему 
п=1. 
Если-бы  мы  взяли 

то  получили-бы  длл  011ред'1лен1я  П^  и  и^  уравнешя: 

[Р'  _  Рсо8(в'  —  в)]  П^сощ  —  Рш(в'  —  в)  П,В1пи^  =  2Р' , 
Р8ш(в'  —  6)171008^1  +  [Р'  —  Рсо8(в'  —  е)Щши^  =  0. 
Полагая  зд'Ьсь: 

^?^о  —  р'  _  Рс05(в'  —  в)  ""  Р81п((9'  —  в) 
и  пользуясь  значен1емъ  1;§г,  получимъ: 

?71С08г<1  =  2  ^2^0  С082г ,     [718111^1  =  —  2 1;5/"о  ^^^^^  ^^"^  •    •  О  ^  ^^^) 

Отсюда: 

171  =  =Ь21;д/м^со8г *    и^  =  пл  —  г (ХЬЫз) 
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Мы  предпочитаемъ  р'Ьшен1е  (15). 
Опред^Ьляа  непосредственно,  найдеиъ: 

_     2Р1Р'  —  Рсо^(в'  —  в)'] 
Цсози^-  р.2^р2_2Рр'со8((9'~  в) 


[7,81П«*^  =  - 


2Р'Рш{в'  -  в) 


Р2_^р2^  2РРсО&(в'  —  вУ 

Сравнивая  съ  (11  Ыз),  усматриваемъ,  что 

Шпи  =  и^ши^ 


(16) 


(17) 


.   Это  соотношен1е  значительно  облегчаетъ  вычислен]я.  Пользуясь  ииъ 
и  выражен1емъ  е^^^  въ  функщи  V,  найдемъ  изъ  (17) 


2Р'ШУ         _  81П(^  +  ^) 
Р81п(в'  —  в)  ^ 


а  зат^^мъ- 


Если  подожииъ 


то  получимъ: 


ПхСощ  = 


С08Г8ш(|М-}-г) 


8Ш/< 


Р&т{в'  -~  в) 
2Р' 


=  ц^, 


__        81РУ  С08^ 
^^~   2Р'8Ш(Г-^* 

§  12.  Перейдемъ  теперь  къ  р']^шен1Ю  первоначальной  системы  и  для 
удобства  разсмотримъ  отд-Ьльно  случаи,  когда  иадающ1Й  св-Ьтъ  поля- 
ризованъ  въ  первомъ  и  во  второмъ  азимут'Ь. 

Первый  случай.  Пусть  падающ1й  свЪтъ  поляризованъ  въ  первомъ  ази- 
мут*; тогда 

Л/=0,        Р  =  0, 
а  потому  уравнешя  (I)  и  (I)  §  8  показываютъ,  что 

М'  =  0,        Р'  =  0, 

т.  е.  въ  этомъ  случа*  и  отраженный,  и  преломленный  св-Ьтъ  поляри- 
зованы въ  томъ-же  первомъ  азимут*]^.  Это  заключен1е  не  зависитъ  отъ 
частной  формы  закона  поглощен1я! 
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Итакъ  остаются  уравнен1я: 

Пусть  падающ1й  св^тъ  ноляризованъ  прямолинейно,  тогда  ^  коли- 
чество дМс1(вительное,  но  коэффищенты  ири  N  комплексны,  сл'Ьдова- 
тельно 

а  амплитуды  будутъ: 


и  разности  фазъ  будутъ: 

^-х — т/  ^^-тг^К 

Подставляя  значен1я 

Я  Я' 


Я'  — Я  Я'  — Я 

изъ  §  9,  находимъ  по  сравнен1И  дМствнтельныхъ   и   мнимыхъ  частей 
сл%дующ1я  выражешя: 

а  потому: 

1/дП^^  =  ±?|Н^2^.     ^^'  =  »л-(/.  +  1').    .    .    .    (1) 
Зат^мъ  найдемъ: 

откуда: 

1/Рх^+<г?  =  -^-   ,1„^.-^.     -^  =  «.  +  (^.4-^.)..    .(2) 

Если-бы  падающШ  св-Ьтъ  быдъ  поляризованъ  эллиптически,    то  дол- 
жно было-бы  взять: 
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и  амплитуда  его  была-бы  /8^,  а  разность  фазъ  его  составляющихъ  равия- 

лась-бы  -Г-. 
2л 

Въ  этомъ  ел  уча*  въ  уравнен1яхъ  для  N'  и  И^  вм4сто  II,  П^^  и, 
и^  надо  взять: 

из,     и^8у    м  +  т    и    и,  +  г^; 

сл']^довательно  амплитуды  увеличились-бы  въ  /$  разъ,   а  фазы  на  т ,  и 
овончательныя  р^шенха  были-бы: 

/ 281ПГ,   К.  2дА 

^^•+«^=^^-^^'     -^  =  «.  +  (^,+»'.)  +  г. 

Бсли-бы  мы  подобрали  падающ1й  лучъ  тавъ,  чтобы  удовлетворялось 
или  равенство 

или  равенство 

ТО  въ  такомъ  случа'Ь  или  отраженный  лучъ,  или  преломленный,  были-бы 
поляризованы  прямолинейно. 

§  12.  Второй  случай.  Пусть  падающ|й  св^тъ  поляризованъ  во  вто- 
ромъ  азимут'Ё;  тогда 

N=0        и        /9  =  0. 

Разсмотримъ  сначала  отраженный  лучъ.  Въ  этомъ  случа*]^  уравнен1я 
будутъ: 

Такъ  какъ  /9  =  0,  то,  следовательно,  (§  9)  и  <^^  =  О ;  значитъ,  пре- 
дыдущ1я  уравнеи1я  можно  будетъ  написать  при  помощи  равенствъ  того-же 
§  9  въ  сл'Ьдующей  форм*: 


причемъ,  какъ  положено  раньше: 

0Р'7Л  ^Р'Р 


(а) 
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Тавъ-какъ  отрахеввнй  св^^тъ  эллиптически  поляризованный,  то  по- 
ложимъ: 

Ж'-1Г1'  +  МУ~1,    Р' =  Р',-\- Р^У^^Гх о,) 

и  исконыа  амплитуды  будугь: 

разности-же  фазъ  определятся  изъ  уравнев1й: 

И  разность  фазъ  обЪихъ  составляющихъ  отраженнаго  луча  будетъ  опре- 
деляться разностью 


2д 


(4'-^'). 


Подставляя  8вачев1я  М'  и  Р'  изъ  (Ь)  въ  (а)  и  сравнивая  д^йстви- 
тельныя  и  мвимыя  части,  получинъ  для  опред^ен1а  М'■^^,  И^,  Р]  и 
Р^  сдедующ1Я  уравнен]я: 


М[  =  [  2Мсо8и  +  Р7;со8(«  +  »')]  Г ; 
Р;  =  РСТеоза  +  7'со8(м  +  »')] , 
Жг  =  [Жзша  +  Р  Г81п(м  +  »')]  С ; 
Р;  =  Рг7[8Шм+  Г8ш(«4-»")]. 


(с) 


Отсюда: 


Л/;2  =  с^2[л^8  ^  р2  уз  -I-  2Л/Р  7'со8»'] ; 
р;з  =  р2 17^1  +  7'^  +  2  Г'со8«'] . 
2яА' ^  Мв\пи  +  РУ'&1п(и-^-у')  2яЛ' _ 81Пм+  Г'81п(м  +  у) 

^      X      ~  МС08«  +  РГ'С08(н4-»')   '        ^      Я  С08М+7"С08(М  +  ®")' 

Но  эти  формулы  можно  преобразовать. 

Положимъ,    что    мы   определили    дв&    вспомогательныя    количества 
Ии  и  Гц  по  равенствамъ: 

РГ'зши'  ^  Г'зш»'  ,,. 
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Въ  такомъ  случае,  найдемъ: 


2ж^  ,  ^пА"  , 


откуда  разность  фазъ  будетъ 

^^ =^11—^11 (3) 

Сл^^довательно,  она  независитъ  непосредственно  отъ  и. 
Зат^нъ  изъ  (с)  находимъ,  вводя  ^ц  и  г^: 


И  следовательно: 


810/^11         '  2  5|цу^^ 


(4) 


м;=рсгг'4^.    р;  =  РС7Г-?5^ (5) 

'^  81П/МП  О  8ШУ|1 

Теперь  надо  опред'Ьлить  г;'  и  г?». 
Изъ  уравнен1й: 

7С081;  =  2<'2со82Ф  —  РР'со8(в'  +  в)    I 

Ю 

781т;  =  ^^281020  +  РР'ъМ0  +  <9).  ] 

находимъ: 

7со8г;'  =  РЧ^ь{в'  +  Ф)  —  РР'со8(в  +  Ф)  | 

781Пг;'  ==  2<'28111(в'  +  Ф)  +  РР'81П(в  +  Ф)     ) 

и  зат1^мъ: 

ГС08!;''  =  ^^2со8(2Ф  4-  в'  +  в)  -  ^^'^  1 

} (О 

Г81т;'  =  2<'281п(2Ф  +  (9'  +  в) .  ) 

Зам4тимъ,  что  хотя  въ  формулу  для  опредЬленхя  /Мц  входятъ  М  и 
Р,  но  ихъ  отношение  исключится,  ибо  мы  им-Ьемъ: 
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§  14.  Оиред^лимъ  теперь  предомленпыя  колебашя,  т.  е.  Ж^  и  Р^. 
Формулы  (II)  §  8  даютъ: 

Р,  =  -^  П^[е^  ^- '  +  Г.е""  +">'  ^'-"1  +  Г„е""  +".)^'^] Р. 
Подожииъ: 

тогда  нолучинъ: 


■''^п  =  -^  Р-,[Жсо8»,  +  РО-'со8(«,  +  «')  +•  РгГсо8(м,  +  и)] 
^п  =  -^  С/,[Ж8га«,  +  РС;'81П(«,  +  и')  +  РС^'81П(«,  +  «")] 


.  (7) 


К, 

-Р.!  =  ^  г7,[С08«1  +  7;С08(«,  +  »,)  +  7,1С08(М1  +  г;„)]Р 

Р,8  =  -^-  17-,[8т»,  +  7,8Ш(«,  +«,)+  7„81п(и,  +«!,)]  Р. 

Подожинъ: 

Р{Г8шм'+г7'8гам') 


*8/'2  = 


Ж  +  Р  С^'со8м'  +  РСГ С08«'  ' 


тогда: 


-3^11  =  -^  г^,[С08и1С1еА<2—  81ПМ,]Р(Г7'81ПМ'  +  Г'зЫ')  , 

к. 


(8) 


а  отсюда  находимъ: 


42' 


К     '      &т(12 
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Отсюда  наконецъ  найдеиъ: 


т.  е. 

2пЛ[ 


=  ^1+^2 (10) 

^1 


Формулы  (8)  даютъ,  если  положимъ: 


сл^дующш: 


^^^      1  +  Т^с.ощ  +  Гцсове?,! ' 


К.  С08(и,  4-  ^о) 


Отсюда  наконецъ: 

и 

^  =  «*1  +  ^2 (12) 

и  сл'Ьдовательно,  разность  фазъ  определится  равенствомъ 

-4; — --=(^2-^2 (13) 

Теперь  остается  дать  формулы  для  и  ,  «*' ,  ^^  и  V^^ ,  но  такъ  какъ 
по  §  13,  «<'  =  г;'  и  ^11  =  г;",  то  для  нихъ  формулы  даны  въ  предыду- 
щемъ  §  [равенства  (Н)  и  (0]-  Следовательно,  надо  составить  равенства 
только  для  опред^ленхя  и"  и  V^^ 

Изъ  равенствъ  (/*)  §  13  им^емъ: 

Гши=РЧо^{в  +  Ф)  —  РР'со^{в'  +  Ф) 
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и 

Гсощ  =  РЧо^2{в'  +  Ф)-  РР'соБ{в'  —  в)  1 

(I) 

^^^пV^  =  ГЧп2{в*  +  Ф)  —  РР'ш{в'  -в).] 

ИтЕЕъ  все  найдено. 

§  15.  Формулы  §§  13 — 14  можно  упростить  и  привести  вс*  опред-Ь- 
дяеиыа  количества  бъ  другимъ,  который  въ  частныхъ  случаяхъ,  на- 
прим'Ьръ,  когда  верхняя  средина  прозрачна,  принимаютъ  простыя  зна- 
чен1Я,  значительно  упрощающ1я  формулы. 

Введемъ  положеше  (§  9) 

т.  е.  примемъ,  что: 

Р'совв'  +  Рсо8в  =  рсовб ,    Р'шв'  +  Ршв  =  рвШ    .   .   .  (1) 
Отсюда  находимъ: 

р8  =  Р2^Р'«+2РР'С08(в'-в) (2) 

и 

и  сравнивая  съ  формулами  (10)  и  (10  Ыз)  §  10,  находимъ: 

Отсюда  получаемъ: 

в  =  в'  — ^,     в'  —  в  =  ^  +  (1' (3) 

Введемъ  зат'Ьмъ  еще  количества  ^о^  и  0^,  аналогичныя  р  и  О,  а 
именно^  положимъ: 

Рсо8вЧ-^Р'со8в  =  р1С08в^,     Р8^пв'4-^^'8^пв  =  р^8^пв1.   .    .(4) 

Отсюда  находимъ  во  первыхъ 

Р1=Р (5) 

и  во  вторыхы 

Ь^{в'-Ь,)  =  \^^\     1-(в  — в,)  =  -1р/1, 
т.  е. 

в,  =  в'-/ (6) 
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Мы  выражаемъ  6  и  в^  при  помощи  в',  ибо  эта    величина  для  слу- 

л 
чая,  когда  верхняя  средина  прозрачна,  равна  -. 

Изъ  формулъ  (3)  и  (6)  находимъ  еще: 

6,-6  =  /.-^' (7) 

Зам-Ьтинъ  здЬсь  еще  одно  любопытное  соотношен1е  для  р.   Выраже- 
Н1е  для  с1;ог^  +  с1д/м'  легко  даетъ  сл-Ьдующее 

РР'8т^(в'-в)  ) 

Это  соотношен1е  даетъ   простую  возможность    определить    четверти 
окружности,  въ  которыхъ  лежать  ^  и  /и'. 

При  помощи  р ,  6  и  6^   мы   просто  выразииъ    \%^<1  и  \%Т2 ,    а  также 

Съ  этой  ц']^лью  положииъ: 


(9) 


причемъ  ^2  И  Г,  ^2^  И  Т|  определяются  соотношен1ями: 

асо8г  =  ^)Г2^2со8в  +  РР'со8в1] ,     Дзшт  =  р[Р^&Ш  +  РР'йпб,] ,  (10) 

какъ  не  трудно  убедиться  при  помощи  равенствъ  (Л)  §  13  и  (к)  §  14, 
и  соотношен1ями: 

а1С08г1  =  р[^Чо^Ь  —  РР'созв!] ,     ^218^п^1  =р[1^'ЧтЬ  —  РР'81Пв,]  (II) 

вытекающими  изъ  формулъ  (е)  §  13  и  (!)  §  И. 
Изъ  (10)  и  (11)  обычнымъ  путемъ  находимъ: 

422  =  р2[2,  4  ^  р2р'2  ^  2Р^РР'С0^{(1'  —  (1)]    | 

а2  =  р2[2Г4  +  р2р'2_22Г2рр'с08(^м'— ^М)].|    '     •     '     •    ^^^^ 

Значитъ,  вычисливъ    одно    изъ   количествъ  .2  или  <2| ,   другое  най- 
демъ  изъ  соотношен1я,  вытекающаго  изъ  равенствъ  (12),  а  именно: 

а2+а2=2р2(2Г4  4-Р2Р'2) (13) 
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Для  опред'Ёлешя  г  и  Т]  (II)  составдаенъ  формулы: 


4б(т-6)  = 
1«(т,— в): 


РР^^^^^'  —  ^г) 


Р'-\-РР'с(№{1г'  —  1л) 
/<'«  — РР'С08(^'  — /<) 


иди: 


Зная  эти  всионогательвня  величины,  подучимъ: 


(14) 


<«/^  = 


^(15) 


^1Г7«'+-Р1''а,соа(*  +  т,)"   *   '   ' 
Для  опред'Ьлен1а  ^2  сначала  полагаенъ,  что: 
^»'81п2  в'  +  Л|Ц(  в'  +  в)  =  Мб1ат ,  Р'сов?  в'  +  Л»об(  ©'  +  в)  =  ЛГсозт  , 
а  зат^нъ,  при  помощи  форму лъ  (1),  находимъ  отсюда: 

Мсоа{  б'-^т)  —  рсо8^ ,    Д81п(  в'  -^  »»)=?=  —  рв^б , 


т.  е. 


Теперь  безъ  труда  находимъ: 


18»2  = 


Р»Р'р81о(2<Р  +  2  в'  —  /*)  —  РР'»81п(  в'  —  в) 


у$  _  ргрч  _|_  2?'2р'рсо8(2Ф  +  2в'  —  Ю  —  РР'^соМ.  в'  —  в) 


(16) 


.(17) 


Подобнымъ  образонъ  найдемъ  Ь^/^п    »    ^п>    если    предварительно 
опред^имъ  вспомогательныя  величины  д,  д^,  ^  и  ^^  по  формулаиъ: 

2''«со8  в'  +  РР'со8  в  =  дсо8< ,    2г'«со8  в'  —  РР'со&  в  =  д,со8<, ,  1 

•(81) 
2г'»81п  в'  +  РРвт  в  —  д81п< ,    ^'«31п  в'  —  РР'81п  в  =  д181п<, ,  ] 


а  именно: 


д«  =  2^4  +  р«Р'а  +  2Р'РР  со8(  в'  -  в) , 

д2  =  2?*  +  Р»Р'>  —  2^'«РР'С08(  в'  —  в)  , 


..    .  (19) 
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ЧКг     Ь)  -  рр.  _,_  ^^ »^.^,д(  ^.  _  ^) 
1„и  _  в')  =      РР'Ме'-в) 
Ы{     о')^     РР'ш(в'-е) 

^^Ч         ^)  -   РР'  _  ^•2со8(в'  —  в) 


Теперь  ножемъ  найти 


^ёИп 


^  2РРТд81в(Ф  +  0 

И  Г*  4-  2РР'Гд^ш(Ф  +  <1) 


и  вавонецъ  найденъ: 


(20) 


(21) 


(22) 


_  2РР'РЧт(2Ф-\-в'-\-в)  . 

»8*'"-]^2_2р2р'2_^.2Р^'«С08(2Ф +  ©'  +  ©)•    •   •   '    ^^ 

Количество  7^,  входящее  въ  эти  формулы,  опред']^ляется  изъ  равенства 

Г^  =  Р*  +  Р^Р'»  —  2РР'1'Чо8(2Ф  +  в'  +  в).   .   .   .(24) 

вбторое  вытекаетъ  изъ  (/*)  или  (К)  или  (г)  §  13. 

При  помощи  этого    8начев!я  У^   выражение    (23)    превращается    въ 
следующее: 


*8*п  = 


2РР'РЧ\п(2Ф  +©'  +  ©) 


^* р2р'2 


(23  Ыз} 
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М^-г^^:^лАа^А 
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Карлъ  Вейерштраееъ. 


Первые  два  месяца  текущаго  года  ознаменовались  чувствительными 
утратами  для  математической  науки:  18  января  скончался  въФинлянд1и 
молодой,  но  много  об-ЬщавшШ  математикъ,  магистрантъ  С.-Петербургскаго 
Университета,  Владгшгръ  Лндреевичъ  Марковъ^  одинъ  трудъ  котораго  на- 
печатанъ  въ  сообщен1яхъ  нашего  Математическаго  Общества,  скончался 
въ  самомъ  начал4  своей  ученой  карьеры;  7-го  февраля  скончался  въ 
Берлин*,  на  склон*  л-Ьтъ,  знаменитый  германсшй  ученый  Еарлъ  Вей- 
ерштраееъ, какъ  разъ  въ  то  время,  когда  нодводилъ  итоги  своей,  бол'Ье 
ч-Ьмъ  57-ми  л4тней  плодотворной  ученой  деятельности,  приступивъ  къ 
изданш  своихъ  трудовъ.... 

Къ  крайнему  сожал4н1Ю,  ему  не  довелось  самому  окончить  это  д4ло: 
вышло  только  два  тома,  ^одержащ^е  его  мемуары,  пом*щавш1еся  въ  раз- 
ныхъ  пер1одическихъ  издан]яхъ,  главнымъ  образомъ  въ  ежем*сячныхъ 
отчетахъ  Берлинской  Академш  Наукъ,  которой  онъ  состоялъ  сорокъ 
л*тъ  членомъ,  да  печатаются  теперь  Ш-й  томъ  мемуаровъ  и  декцш 
по  Абелевымъ  интеграламъ.  Предвидя  возможность  не  довести  до  кон- 
ца, по  преклонности  л*тЪ|  предпринятое  издан]е  и  будучи  озабоченъ, 
чтобы  оно  не  прекратилось  въ  случа*  его  смерти,  онъ  обратился  за 
содМств1емъ  къ  Берлинской  Академ]И  Наукъ,  которая,  отнесясь  со- 
чувственно къ  этому,  выбрала  изъ  свой  среды  коммисс1Ю  изъ  4-хъ 
членовъ  >),  въ  составъ  которой  вошелъ  и  самъ  авторъ  издаваемыхъ 
сочинен1й,  и  поручила  ей  наблюден1е  за  этимъ  изданхемъ.  Но  все-же 
приходится  очень  сожалеть,  что  не  придется  уже  самому  автору  до- 
вести д*ло  до  конца,  т4мъ  бол'Ье,  что  теперь  очередь  за  гЬми  томами, 
которые  будутъ  посвящены  его  лекщямъ;  посл*дн1я  же  записывались 
и  составлялись  его  многочислеными  слушателями,  а  не  были  изложены 
письменно  имъ  самииъ.  НЬкоторыя,  впрочемъ,  были  уже  отлитографи- 
рованы и  следовательно,  если  не  вполне,  то  уже  до  некоторой  степени 


^)  Аи^егв,  РгоЪешаз,  ЗсЬ^гагг,  ^е^е^8^^а88. 
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обработаны.  Будемъ  над'Ьяться,  что  давно  ожидаемое  иатематичесвимъ 
М1ромъ  издан1е  его  лекц]й  не  заставить  себя  долго  ждать,  что  осталь- 
ные члены  Б0ИМИСС1И  и  учениБи  поБойнаго  удвоятъ  теперь  свою  энер- 
Г1Ю  для  усБорен1я  этого  издан1я,  чтобы  выразить  тЬиъ  свое  глубокое 
почтен1е  бъ  памяти  знаменитаго  ученаго,  стольбо  л^тъ  трудившагоса 
на  пользу  науЕи  и  во  славу  своего  отечества,  и  всегда  привлекавшаго 
въ  БерлинсЕхй  Университетъ  стольбихъ  молодыхъ  людей,  стремившихся 
БЪ  точному  званш  изъ  разныхъ  странъ  св'Ьта,  въ  томъ  числЬ  и  изъ 
Росс1И.  Последнее  обстоятельство  налагаетъ  и  на  насъ  нравственную 
обязанность  помянуть  славнаго  учителя  стольбихъ  побол^нхй,  Боторый 
своими  глубоБИМи  изл'1^дован1ями  д'^Ьлился  прежде  всего  со  своими  уче- 
ниБами,  изъ  Боихъ  мнопе,  сд']^лавшись  изв-Ьстными  учеными,  въ  томъ 
числ']Ь  и  наша  соотечественница,  поБОЙная  С.  В.  ЕовалевсБая,  распро- 
страняли въ  ученомъ  М1р'Ь  бябъ  результаты  его  изысБан1Й,  тябъ  и  его 
научные  взгляды.  Желанхе  исполнить  этотъ  долгъ  по  отношешю  къ 
глубоБо  почитаемому  нами  ученому,  недавно  дошедшему  въ  могилу,  но 
Боторый  еще  долго  будетъ  жить  въ  своихъ  творешяхъ,  было  побуди- 
тельною  причиною  бъ  составлен1Ю  предлагаемаго  вниман1ю  вашего  Ма- 
тематичесБаго  Общества  БратБаго  очерБа  его  жизни  и  деятельности, 
хотя  принимаясь  за  это,  я  хорошо  сознавалъ,  что  взятая  мною  на  се- 
бя задача  не  совс^Ьмъ  соразм']^рна  съ  моими  силами,  ни  съ  т^мъ  боли- 
чествомъ  времени,  Боторымъ  я  теперь  располагаю;  отБладывать  же  ис- 
полнен1е  этого  долга  до  бол'Ье  благопр1ятнаго  времени  не  хотелось  изъ 
опасен1я  отложить  на  всегда. 


Карлъ  Вейерштрассъ  родился  31-го  оатября  1815  года  въ  Остен- 
фельд'Ь,  въ  оБруг^  города  Мюнстера  въ  Вестфал1И  (въ  ПрирейнсБоЙ  Прус- 
С1и).  Среднее  образоъан1е  получилъ  въ  приготовительной  шбол'Ь  при 
МюнстерСБОй  гимна31и  и  зат'Ьмъ  въ  гимназ1и  въ  Падерборн*!^,  отБуда 
быль  выпущенъ  съ  атестатомъ  зрелости  осенью  1834  года  и  тогда  же 
поступилъ  въ  ВоннсБ1й  Университетъ.  Въ  университете  онъ  пробыдъ 
до  Пасхи  1838  года,  изучая  государственныя,  естественныя  и  матема- 
тичесБ1я  науБИ.  Пробывъ,  по  Бончан1и  Бурса,  полгода  у  своихъ,  онъ 
еще  долгое  время  потомъ  посбщадъ  Академ1Ю  въ  МюнстерЪ,  чтобы  усо- 
вершенствоваться въ  высшей  математике,  работая  подъ  руаоводствомъ  нз- 
вестнаго  профессора  Гудермана,  много  занимавшагося  тогда  молодой' 
еще  теоргей  эллиптичесБихъ  фунЕщй,  но  получившей  не  задолго  передъ 
темь  вдругъ  такое  громадное  развит1е  въ  совершенно  новоиъ  напра- 
Ъ)Еен)и,  благодаря  блестящимъ  изследован1ямъ  ген1альныхъ  Абеля  и 
Якоби  ^).  Неудивительно,   что  молодой,   съ  солиднымъ    интересомъ    къ 

^)  Обозяачев1я  котораго,  какъ  изв'^стяо,  быжи  упрощенн  Гудерманомъ,  и  8то  Гудер- 
иановское  обозначев1е  Якоб1евскихъ  элянкгнчееквхъ  фуяЕц1&}  которая  овъ  вазнважъ 
модудярвыни,  весьма  распространено  теперь. 
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наук^  ВеАерштрасеъ  увлеш»!  икевва  этой  теор1ей,  аавтд  которой 
опреА']^идя  на  вою  жваиь  его  научвое  цаправдев1е,  (что  онъ  в  оамъ 
сознавалъ,  шкъ  то  видво  взъ  его  р^чв,  провзвесевной  прв  ветуцдев!!! 
въ  Авадеиш).  Кавъ  вн  много  было  сд^даво  Абелемъ  и  Джобв  для  тео* 
р1и  эллиптическвхъ  фувкщй,  все  же  мододону,  во  глубкшо  вникавшему 
въ  вауку  ученому,  удалось  заметить  только  затронутые,  но  еще  нере- 
шенные вопросы.  Во  введев1и  къ  своему  „Ргёс13  А'ипе  1Ьёог1е  Аез  1онсиопз 
ё1ир114ие8''  О  Абель  высказадъ  то  положен1е,  что  модулярная  функща 
зп(и),  обозначаемая  имъ  чрезъ  Х{и)^  можетъ  быть  представлена  в'ь 
вид^  частнаго  двухъ  рддовъ,  расположенныхъ  по  ц^дымъ  положитель* 
нымъ  степенямъ  независвмой  перем'Ьвной  и^  сходящихся  для  веявихъ 
ея  значев1й,  воэффищенты  которыхъ  суть  ц^лын  функции  модуля,— во 
доказательства  котораго  овъ  не  усп^дъ  дать.  Вейерштрассъ  поставилъ 
себе  первою  задачей  найти  эти  раздожен1д,  а  также  показать  какъизъ 
нихъ  могутъ  быть  подучены  друг1я  изв^ствыя  разложения  эллиптичен 
скихъ  фунвщй.  Это  ему  удалось  сделать  д^тонъ  1840  г.,  и  осенью 
того  же  года  онъ  защищадъ  свою  работу  подъ  загдав1емъ:  „Ц^^Ьег  (Це 
Еп1тске1ипв  йег  МоАикг-Гипсиопеп"  въ  испытательной  коммисс1и  въ 
Мюнстере  для  получешя  права  преподаван1я  (РасиНаз  ёосепЛ!).  Гудер- 
манъ  далъ  очень  лестный  отзывъ  о  ней,  и  она  должна  была  быть  на- 
печатана,  что  однако  не  состоялось  по  неизвестнымъ  причинамъ.  Часть 
этой  работы  вошла  позже  въ  мемуаръ  объ  Абелевыхъ  функц]лхъ,  на- 
печатанный въ  52  томе  журнала  Ерелля  '),  а  целикомъ  она  напеча- 
тана лишь  теперь  въ  первомъ  томе  полнаго  собран1я  его  сочинен1й,  по 
жедан1Ю  лицъ  интересующихся  истор1ей  теор1и  эллиптическихъ  функцхй, 
какъ  объясняетъ  самъ  авторъ  въ  примечанш,  следующемъ  за  этимъ 
первымъ  мемуаромъ  1-го  тома.  Работа  эта  занимаетъ  49  стр.  ]п  4^  и  со- 
держитъ  изложен1е  теор]и  техъ  функц]й,  который  онъ  обозначадъ  впо- 
следствш  черезъ  А1{и)у  и  которыми  занимались  потомъ  также  Эрмитъ 
и  Еэли.  Самъ  Вейерштрассъ  впоследств1и  заменилъ  ихъ  функц1ей 
&{и),  (все  эти  функщи  представляютъ  разные  частные  виды  общей 
в-фуякц1и)  и  за  этой  своей  работой  признаетъ  лишь  историческое  зна- 
чен]е;  тЬмъ  ве  менее  это  столь  солидный  самостоятельный  трудъ,  что 
могъ  бы  въ  свое  время  доставить  автору  докторскую  степень  не  только 
въ  Гермашя,  но  даже  и  у  насъ,  въ  Росс1и,  где,  какъ  известно,  требо- 
ваи]Я  отъ  докторскихъ  диссертащй  ббльше  германскихъ.  Для  Вейер- 
штрасса  защита  этой  работы  имела  то  практическое  значен1е,  что  онъ 
быдъ  допущенъ  въ  пробвымъ  урокамъ   въ  мествой    гимна81и   втечен1е 


1)  Оге]1е  ^0!1ПIа1.  Вс1.  4.  8.  244;  В<1.  6.  8.  76;  см.  т»Егв  „Ооатгев  сотр1е1;1«8,   Т.  I. 
р.  627  §  10. 
')  Посд'ЬдвИ  мемуаръ  1-го  тома  его  Ма1Ьета1]8сЬе  Т^егке. 
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1841 — 42  учебнаго  года,  а  въ  начал*  слйдугощаго  учебнаго  годабылъ  при- 
глашенъ  учителекъ  математики  и  физики  въ  прогимназ1Ю  въ  Оеи1ясЬ- 
Егопе,  въ  Прусс1и,  въ  Мархенвврдерскомъ  округ*,  и  черезъ  годъ  былъ 
утвержденъ  штатнымъ  преподавателемъ  этой  орогимназ1и. 

Еакъ  въ  этой  работ*  уже  обозначились  та  научная  область,  которою 
онъ  не  переставалъ  интересоваться  всю  свою  долгую  жизнь — именно 
теор1я  функщй,  и  расположен1е  къ  методу  рядовъ,  а  также  строгость  и 
точность  его  научныхъ  изсл*дован1й,  такъ  тоже  самое  заметно  и  въ  сл*- 
дующихъ  его  произведея1яхъ  Мюнстеровскаго  перюда.  Второй  мемуаръ 
1-го  тома  его  Ма(;Ь.  Т^егке,  озаглавленный:  „Баг81е11ип§  е1пег  апа1уи- 
8сЬеп  Рипсйоп  е1пег  сотр1ехеп  УегйпйегисЬеп,  йегеп  аЬзок^е  Ве1гад 
2Ш8сЬеп  2^01  девеЬепеп  бгепгеп  Ие^!**,  им-Ьетъ  предметомъ  рядъ  Ло- 
рана, по  нынешней  терминолопи,  исодержитъ  некоторый  предложен1я 
теор1и  функщй  комплекснаго  перем*ннаго,  тогда  ео^е  несуществовав- 
шей,  доказанный  съ  помощ!ю  особаго  пр1ема,  не  столь  легкаго,  какъ 
нын*шн1е,  но  свид*тельствующаго  о  высокихъ  математическихъ  сно- 
собностяхъ  тогда  еще  молодаго  автора.  Въ  этой  стать*  онъ  даетъ  ком- 
плексной величин*  а-\-Ы  не  приведенную  форму  Коши,  но  предста- 
вляетъ  ее  въ  такрмъ  вид*: 

гд*  г  обозначаетъ  модуль  (аЬ8о1и1е  Векад),  а  X  есть  вещественная  ве- 
личина, изм*няющаяся  отъ  —  оо  до  -|~  ^  9  ов^  связана  съ  аргументомъ 
О  равенствомъ 

какъ  нетрудно  вид*ть. 

Сл*дующ1Й  мемуаръ  „2иг  ТЬеопе  йег  Ро(;еп2ге1Ьеп  "им4етъ  задачей 
дать  высшШ  пред*лъ  для  абсолютныхъ  значен1й  коэффищентовъ  рядовъ, 
расположенныхъ  по  степенямъ  одной  или  н*сволькихъ  независимыхъ 
иерем*нныхъ  того-же  вида,  какъ  въ  предыдущемъ  мемуар*.  Зд*сь  уже 
встр*чаются  термины  „безусловно  и  равном*рно-сходящ1еся  ряды^. 

Къ  этому  же  пер1оду  относится  и  только  теперь  опубликованный  4-й 
мемуаръ  1-го  тома  его  сочинен1Й,  содержащхй  доказательство  теоремы 
Коши  для  системы  дифференц1альныхъ  уравнен1й,  найденное  въ  эпоху, 
когда  доказательство  самого  Коши  еще  не  было  изв*стно  Вейерштрассу; 
доказательство  посл*дняго  въ  сущности  одинаково  съ  доказательствомъ 
перваго,  но  полн*е  его  въ  томъ  отношеши,  что  Вейерштрассъ  дока- 
зываетъ,  что  ряды  представляющ1е  интегралы  не  только  безусловно,  но 
и  равномтьрно'схо Аящхеся,  и  потому  представляютъ  аналитическ1я  функ- 
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Ц1И,  (на  что  обращено  вниман1е  уже  въ  предыдущеиъ  меиуарЪ).  Тутъ 
говорится  впервые  и  объ  аналитическомь  продолжети  функцъй,  причеиъ 
усматривается  возможность  существованхя  такихъ  особенныхъ  точекъ, 
ори  ариближен1И  къ  которымъ  рад1усъ  круга  сходимости  уменьшается 
до  нуля. 

Этотъ  меиуаръ  написанъ  въ  1842  г.,  откуда  видно,  что  Вейерштрассъ 
хъ  этому  00НЯТ1Ю  подошелъ  независимо  отъ  Ршзеих,  знаменитый  ме- 
муаръ  котораго  объ  адгебраическихъ  функц!яхъ  былъ  опубликованъ  въ 
1850 — 51  годахъ. 

Какъ  видимъ,  уже  Мюнстерск1&  перходъ  ученой  д'^ятельности  Вейер- 
штрасса  отм'Ьчеяъ  солидными  изсл']^дован1яии,  и  въ  этотъ  же  пер10дъ 
выработалось  то  представлен1е  объ  аналитической  функц1и,  которое  про- 
ходитъ  чрезъ  весь  рядъ  посл'Ьдующихъ  работъ  Вейерштрасса  и  его  уче- 
никовъ  и  д'1^лается  въ  настоящее  время  господствующимъ;  уже  въ  этотъ 
оерюдъ  обращено  вниман1е  на  необходимость  равиом:Ьрцой  сходимости 
рядовъ,  тогда  какъ  другими  было  обращено  внимаше  только  на  безу- 
словную сходимость. 

Еъ  эпох']^  пребыван1я  его  въ  Беи^зсЬ-Кгопе  относятся  три  сочинен1л: 

1)  Ветегкио^еп  йЬег  Ше  апа1уи8с11еп  ЕасиНа^ен  (1843);  2)  маленькая 
заметка  яВеёисиоп  е1пе8  Ье8итт1еп  (1ге1(асЬеп  1п1е§;га18",  а  также,  не 
вошедшее  въ  изданные  темы  его  ТУегке,  сочинен1е:  3)  „11еЬег  Й1е  8о- 
кга118сЬе  ЬеЬгтекЬойе"  (1845). 

Первое  изъ  этихъ  сочиненШ  возникло  по  желашю  Брелля,  котораго 
^ТЬеопе  йег  апа1уи8сЬеп  РасиМАкеп",  1824  г.,  подверглась  строгой  кри- 
тик-Ь  Ома,  утверждавшаго,  что  самыя  основан1я  Ереллевской  теорхи 
ложны.  Хотя  это  обвинен1е  Вейерштрассу  и  удалось  снять,  однако  онъ 
самъ  зам^^тилъ  много  не  несущественныхъ  недостатковъ  этой  теор1и, 
что  и  сообщилъ  лично  Ереллю,  который  и  иросилъ  его  изложить  свои 
изсл'Ёдованхя.  Впосл%дств1и,  въ  1854  г.,  онъ  еще  разъ  вернулся  къ  это- 
му предмету  по  настоятельной  просьб'Ь  того  же  Ерелля,  и  напечаталъ 
въ  51-мъ  тои'Ё  его  журнала  систематически  трактатъ  по  этой  теор1и. 
Онъ  былъ  перепечатанъ  въ  1886  г.  въ  сборник^^  Вейерштрасса — АЬЬап(1- 
Шп^еп  аиз  (1ег  Рцпс1:1опеп1е11ге,  причемъ  въ  подстрочномъ  прим^Ьчаши 
авторъ  говоритъ,  что  по  его  мн4н1Ю  эта  теор1я  не  им4етъ  такого  зна- 
чения какое  ей  придавалось  прежде,  и  онъ  печатаетъ  ее  опять  лишь 
потому,  что  въ  этой  работе  найдется  кое-что  полезное  для  начинаю- 
щихъ  математиковъ,  причемъ  онъ  измЬнилъ  только  введен1е,  войдя  въ 
ббльш1я  подробности  относительно  критикуемаго  сочинен]я,  въ  виду 
того,  что  теперь  его  не  всяк1Й  можетъ  достать. 

Въ  Оеи1;8сЬ-Кгопе  Вейерштрассъ  оставался  до  1848  года,  когда  пе- 
решелъ  преподавателемъ  математики  и  физики  въ  католическую  гим- 
на.н1ю  города  ВгаипзЬегд'а  въ  восточной  11русс1и  (не  далеко  отъ  Ее- 
ннгсберга),    и  въ  первый-же   годъ   своей    преподавательской    д-Ьятель- 
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шя^^и  М  9Т0Й  ткмшюш^  1ааечаталъ  оъ  м  отчете  т  1848^^49  гомГЦ 
<Вг&1т8Ьек'ве1>Р^о(|[11а1В1!1)  даи'&чательяуо  статью  подъ  за1маА1е11ъ1  ^ВеМ^га^ 
«иг  ТЬеоГ1е  (1ег  АЬе19сЬея  Хв^ерта^е'',  содержащу»  я1^торке  рел^ль- 
'чми  ег^  тсл%хо№в(й«  Ивъ  8той  статьи  видно,  что  ояг  у10е  х4Мо  ш- 
нинался  этини  интегралами  и,  главвымъ  образомъ,  задачей  Якоби-^тйтк 
«а  самомъ  Х%лФ  аяалитичесж^ш  вврй1кев}я  для  фун&ц4й,  обратних^  Абе- 
Мбынъ  мвтегралашъ,  я  это  удалюсь  еяу  «делать  яутемъ  отл«ч»ы1Гь  опа 
гого,  «ото^ю^иу  слЪдевали  вбрЫ  и  др.  Онъ  зайвл^иетъ  там^  крм%  №М 
еще,  что  онъ  въ  своихъ  упоминаемыхъ  изыскашяхъ  «ыходит^  яз%  са- 
«кхъ  икн^гральвыхъ  урА«№в1йг,  «оторымя  этя  фуя«Д1и  онред'ЁДяюмя, 
й  йомзывает^  зат'Ьяъ  «ъ  йонощ!»  сеореяы  Абеля,  чт  жЬ  ов«  су1'^ 
иорня  уравнея^й)  яотораго  &0!9ффяц1енты  выражаютсй  чревъ  &1^которо« 
Ч111с<)10  всяомогательяых^  фуякц1й,  вполне  авалогйчндХ%   в«фуня1Ця11Ъ 

Л«СОбН  ЯЪ   Те0р1Я   вЛЛЯЯТЯЧеСКИХЪ  фуЯК1(1Й)     я   КОТОрЬ^Я     подобно     вГЯ11% 

разлагаются  въ  постоянно-сходя1Ц]еся  ряды,  составлеявяге  ло  ^дяому 
весьма  простому  заяояу)  пряч^емъ  дтя  сходящаесл  ряды  ояъ  волуча]е*г& 
съ  П0М0Щ1Ю  нЪскольвихъ  характеристическихъ  свойетяъ  отМ[1ь  фуяя1(1Й^ 
которыми  онЪ  'виоля'Ь  определяются.  Но  для  этого  яужяо  знать  я^ео- 
торыя  соотвошев1я  между  перюдами  интегра-ловъ  Ьгой  2^^орвда,яна- 
логячныя  изв']Ьстяому  Лежавдро]кскому  въ  теория  эллялтя^сЯихъ  фуя1^ 
ц^,  которыя  получаются  <саяи  собою  (!п  оТ)1^е8исЬ4;ег  ^е)8е)  1го  яуги^ 
которому  онъ  сл^довалъ,  однако  н']^сколько  обстоятельно;  мчему  ^М1^ 
'былъ  очень  обрадоваяъ,  найдя  въ  одномъ  немуар4Ь  Абеля:  ,)8бГ  ипе 
ргорп^1:ё  ге^п^агя^иаЫе  (['иве  <^)ав8е  1гё8  61б^ае  (1е  (ойсиоьв  и^авясепАап* 
1^**  ')  одно  тождество — истинный  источннкъ,  язъ  котораго  волучаЯ>Ч1ёя 
^чень  просто  ка^къ  оти,  такъ  ямнопя  друг1я  соотяошевхя,  <}ол%е  <об1|1й» 
Вы^ьоду  упомянугахъ  соотноФен1й  изъ  э^ого  тождества,  (вы^^едентп» 
АбелеЯъ  для  болЪе  общаго  Случая)  я  посвящается  С1«тья  ВейерхЯтрас^ 
оа,  о  которой  ядетъ  р^чь,  приче^ъ  онъ  нойутно  зв^акб11и4*ъ  ЧЯ1«1№ЯА 
«ъ  гип€1рэллйптически'мя  функЦ1ямй  яногихъ  перен1Ьнныхъ,  аяалоги^*^ 
яын^  модулярнымъ. 

Вол-Ье  подробнее  изложение  иэсл4Аовав1й  Вейер1птраеса  въ  этой  ^^ 
•ласти,  о  которы^ъ  онъ  только  уноминалъ  %ъ  названной  статьЪ^  йо  ещ^ 
-бозъ  доказательствъ,  мв  'яаходимъ  въ  его  статье:  „2а)*  ТЬе1опе  <)ег 
АЬексЬеп  Рипс1101пеп*,  написанной  'имъ  въ  1853  ^.  *ъ  8а11пе-\Уе81«г*- 
4со1ея  въ  Вестфал1и  и  напечатанной  вЪ  47  т.  журнала  Крелля.  Зд'Ьсъ^ 
щои^  И8ложен1я  н'Ькоторыхъ  свойствъ  Абелевыхъ  функд1й  и  н1атеГ|М1«- 
ловъ,  мы  встр'Ь^аенся  впервые  съ  т'1^мъ  натуральнъмъ  пере&одмъ  о!^ 
ивтеграловъ  къ  функц1ямъ  многихъ  переЯ']^нныхЪ:  А^(и^^и^^^  >  'Н^) 
{представляющихъ  частные  случаи  общей  в-функщи),  который,  по  на- 
шему кн4^н!ю,  есть  одно  изъ  'важнЪй'ШЯхъ  открытий  Вёйерштраооа. 


*)  т.  II,  с^р.  64  прежнято  и  43  новаго  въяяхАя  „Оеиугев  сошрШев**  Абежл. 
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Посл1  этого  мемуара  билъ  наоечатнъ  имъ  въ  51  том-Ь  того-ае  жур- 
нала вышеупомянутый  иемуаръ  ,Х1еЬег  (Не  ТЬеопа  <1ег  аоа1у11зсЬеп  Ра- 
си1Шеп'',  а  въ  сл^дующемъ,  52-11ъ,  меиуаръ  подъ  заглав1емъ:  „ТЬеопе 
ёег  АЬе18сЬеп  Еипс11опеп',  писанный  при  ст^свенныхъ  обстодтельствахъ 
и»  въ  сожал'Ьн1Ю,  оставш1йсд  неоконченнымъ,  вслЪдств1е  потери  руко- 
писи, какъ  то  д  лично  сдышалъ  отъ  Вейерштрасса.  Онъ  прервалсд  вна- 
чал'Ь  11-й  главы,  надписанной  такъ:  »Ет18е  аИ^етехпе  Ве1гасЫипдеа 
иЬег  (11е  Баг8Ы1ип{[  е1п<1еии@ег  апа1уи8сЬеп  ГипсЦопеп  (1игсЬ  ВеШеп"» 
содержавшей,  въ  вид^  отступлев1а,  изслЪдованхд  изъ  области  эллипти- 
ческихъ  функц1й,  составлдвш1д  предметъ  его  перваго  меиуара  и  теперь 
выброшенныд.  Это  послЪднгй  мемуаръ  1-го  тома  его  Ма1Ь.  ТУегке.  Пер- 
вая глава  съ  надписью:  .Егк1&гип§  (1ег  АЬе18сЬеп  Б^ипсИопеп;  ВезИт- 
шип^  (1егЕогтс1ег8е1Ьеа^,  содержитъ  доказательство  возможности  пред- 
ставить Абелевы  функц1и  въ  вид'Ь  частного  двухъ  постоднно-сходя- 
щихсл  рлдовъ  (>  аргуиентовъ,  основанное  на  теорем'Ь  Абелд  и  пред- 
ставляющее обобщен1е  авалогичнаго  положен1а  въ  теор1и  эллиптиче- 
скихъ  функц1й,  высвазаннаго  въ  его  самой  первой  работ^Ь  (Мюнстер- 
свой),  доказательство,  которому  онъ  самъ  придавалъ  очень  большое  зна- 
чен1е,  какъ  то  д  слышалъ  лично  отъ  него.  Этотъ  мемуаръ  содержитъ 
доказательства  и  выводы  многихъ  формулъ,  сообщенныхъ  въ  ,|Програм- 
м^'  и  въ  47  т.  журнала  Ерелдя,  но  не  вс1хъ. 

Эти  изсл^довав1я,  новизною  и  солидностью  результатовъ  обратили  на 
Вейерштрасса  вниман1е  ученыхъ  Гермаши,  и  въ  1856  г.  онъбылъпри- 
глашенъ  въ  Берлинсв1й  университетъ  эвстраординарныиъ  профессоромъ 
по  каеедрЪ  чистой  математики,  а  въ  сл']^дующемъ,  1857-мъ  былъ  из- 
бранъ  въ  члены  Берлинской  Академ1и  Наукъ,  въ  пбр1одическомъ  изда- 
нии которой:  МосаЬзЬегкЬ^е  (1ег  ВегНпег  Ака(1еш]е  Лег  ТУ18$еп8сЬа((еп, 
онъ  съ  той  поры  сталъ  помещать  свои  труды  за  немногими  исвлючен1ями. 
Мног1е  изъ  его  мемуаровъ  и  зам^токъ  переводились  на  французсшй  языкъ 
и  печатались  во  французскихъ  издан1яхъ,  главнымъ  образомъ  въ  Ви11е11а 
БагЬоих.  Для  насъ,  русскихъ,  небезъинтересно,  что  первая  пом'кценнад 
имъ  въ  томъ  же  году  заметка  была  вызвана  изв']^стнымъ  мемуаромъ  на- 
шего знамевитаго  учеваго,  цокойнаго  П.  Л.  Чебышева,  объ  интегрированш 
алгебраическихъ  дифференщаловъ  въ  логариемахъ,  пом']Ьи;еннымъ  въ  жур- 
шигЬ  Л|увим  2-я  сер1я,  т.  II.  По  поводу  этой  работы  Вейерштрассъ  пока- 
залъ,  что  услов1я  интегрируемости  эллиптическаго  интеграла  въ  лога- 
риемахъ  могутъ  быть  легко  выведены,  если  интегралъ  разложить  на 
интегралы  трехъ  родовъ  и  выразить  эти  посл^днхе  въ  функщи  отъ  ин- 
грала  перваго  рода,  означаемаго  имъ  чрезъ  и ,  а  зат'^Ьмъ  ввести  вм']^сто 
и^теграловъ  третьяго  рода  ихъ  линейыыя  функщи  съ  ц']^лыми  коэффи- 
щентами;  эти  посл^дшя  приводятся  въ  случае  интегрируемости  въ  ло- 
гариемахъ  Ьа  основан]и  теоремы  о  перемЪн']^  параметра  съ  аргумеи- 
тоиъ  въ  нормальныхъ  интегралахъ  третьяго  рода  и  теоремы  Абеля  каж- 
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дая  Еъ  суми^  логариема  отъ  н'Ьвоторо&  ращональной  фуввц1И  х  и 
|/Дл;),  разд*леннаго  на  нЬкоторое  четное  число,  и  интеграла  перваго 
рода  и ,  умноженнаго  на  н']^которую  постоянную;  этотъ  носл']^дн1Й,  равно 
кавъ  и  интегралъ  второго  рода  должны  уйти  изъ  результата  подста- 
новки этихъ  выражен1й  вм']^сто  введенныхъ  линейныхъ  фуакщй  инте- 
граловъ  третьяго  рода  въ  разложен1е  даннаго  интеграла,  въ  случа^^ 
интегрируемости  его  въ  логариемахъ,  что  доставить  еще  два  услов1я. 
Вс^^  эти  УСЛ0В1Я,  какъ  иервыя,  вытевающ1я  изъ  теоремы  Абеля,  такъ  и 
сейчасъ  упомянутыя,  получаются  сперва  въ  трансцендентной  форм*,  но 
на  основан1и  фундаментальныхъ  предложец1Й  теор1и  эллиптическихъ 
фунвцШ  легко  приводятся  къ  алгебраическимъ  соотношешямъ  между 
постоянными,  входящими  въ  данный  интегралъ;  оставляетъ  желать  луч- 
шаго  им*ющ1йся  способъ  приведенхя  даннаго  интеграла  къ  сказанному 
виду,  но  и  его  возможно  сделать  бол^е  удобиымъ  при  помощи  упомянутаго 
свойства  интеграла  третьяго  рода.  Легкость  получешя  такимъ  спосо- 
бомъ  услов1й  интегрируемости  въ  логариемахъ  побудила  его,  говорить 
дал^е  Вейерштрассъ,  поставить  эту  задачу  шире,  применительно  къ 
Абелевымъ  инте1'раламъ,  и  его  розыскан1я  по  этому  вопросу,  какъ  онъ 
заявляетъ,  были  не  безусп']^п1ны,  такъ  какъ  главяыя  трудности  имъ  уже 
преодол'Ьны,  и  сравнительно  немного  остается  сделать,  чтобы  р'Ьшить 
эту  задачу  окончательно.  При  этоиъ  изследован1И  главными  вспомога- 
тельными средствами  его  были  соотношен1я  между  нер10дами  интегра- 
ловъ  и  теорема  Абеля,  которыя  составляютъ  по  его  мн']^шю  фундаментъ 
всего  интегральнаго  исчислен1Я,  причемъ  онъ  об^щаетъ  показать,  въ 
другой  стать*,  что  сама  теорема  Абеля  есть  сл*дств1е  н-Ькотораго  дру- 
гого предложен1я.  Вопросъ  объ  интегрируемости  въ  логариемахъ  онъ 
считаетъ  неустранимымъ  изъ  интегральнаго  исчислен1я,  такъ  какъ  ло- 
гариемы  первыя  трансцендентныя,  съ  которыми  мы  знакомимся,  и  онъ 
очень  сожал*етъ,  что  эти  вопросы  едва  затрогиваются  въ  учебникахъ, 
авторамъ  которыхъ  угодно  давать  гордое  назван1е  системы  интеграль- 
наго исчислен1я  (йеп  8!;о12еп  Nатеп  ехпез  8у8<;ет8  йег  1п1е8га1-ЕесЬпиад) 
собран1Ю  отд1>льныхъ  результатовъ,  добытыхъ  усил1ями  Эйлера,  Ла- 
гранжа  и  др.  Онъ  заявляетъ    въ  заключенхе,   что  для  интеграла    вида 

Р{х ,  }/В(х))  Ах  изсл4дован1е  этого  вопроса  доведено   имъ   до  кон11а. 


I 


И  онъ  над'Ьется  въ  скоромъ  времени  сообщить  Академ1и  о  результатахъ 
своихъ  изыскан1й.  Однако  это  об'1^щан]е,  какъ  и  предыдущее,  осталось 
неисполненнымъ  по  неизв']^стной  причиБ*!. 

Въ  Мопа1;8-ВепсЫ;е  мы  находимъ  еще  только  одну  заметку,  касаю- 
щуюся Абелевыхъ  инт/^граловъ,  именно  заМ']^тку  объ  интегрирован! н 
системы  гиперэллиптическихъ  дифференц1альныхъ  уравнен1й 
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вызванной  заи']^ткой  по  тому-же  предмету  Явоби,  пом'Ьщенной  въ  32-мъ 
том'Ь  журнала  Крелдя  '),  въ  которой  онъ  выводить  алгебраичесше  инте- 
гралы этой  системы  изъ  теоремы  Абеля,  а  зат^мъ  на  самомъ  д^л']^  вы- 
водить квадратное  соотношен1е  между  двумя  симметрическими  функц1я- 
1н  и  линейное  между  тремя  таковыми  функц1ями  отъ  х^,  х^^х^,»  ^шх^^ 
суп;ествован1е  которыхъ  было  предусмотрено  Якоби  въ  упомянутой  сей- 
часъ  заи^тк^. 

Друг1я  изследован1я,  помещенный  въ  ВегИпег  ВепсЫ;е,  и  вошедшхя 
въ  составъ  первыкъ  томовъ  его  Ма№етаи8сЬе  )17егке,  относятся  къ 
другииъ  вопросамъ;  свои-же  изследован1я  изъ  области  Абелевыхъ  ивте- 
граловъ  и  функщй  онъ  сообщалъ  большею  част1Ю  на  декщяхъ,  иногда 
въ  письиахъ  къ  другимъ  ученымъ.  Изъ  одного  мемуара  С.  В.  Ковалев- 
ской видно,  что  онъ  занимался  также  резсмотр^нхемъ  случаевъ,  когда 
Абелевы  интегралы  какого-либо  ранга  сводятся  къ  таковымъ  нисшаго 
ранга,  въ  частности  къ  эллиптическимъ;  методою  Вейерштрасса  она  к 
пользовалась  при  решен1и  подобнаго  вопроса. 

Гиоерэллиптическ1е  интегралы  тотчасъ  сл^дуютъ  за  эллиптическими 
въ  системе  интегральнаго  исчислен1я;  поэтому  предшественники  Вейер- 
штрасса въ  этой  области,  Лкоби,  Ришело  и  Эриитъ,  на  нихъ  исключи- 
тельно и  обратили  свое  внимание;  съ  нихъ  совершенно  естественно  на- 
чалъ  свои  изыскан1я  и  Вейерштрассъ  т^мъ  бол^е,  что  въ  этомъ  кон- 
кретвомъ  случае  все  вычисленхя  могутъ  быть  не  только  указаны,  но  и 
выполнены  на  самомъ  деле  ^).  Вейерштрассъ  несколько  разъ  излагалъ 
полную  теор1Ю  ихъ  на  лекц1яхъ  въ  Берлинскомъ  Университете,  кото- 
рыя  записывались  и  составлялись  его  слушателями.  Одинъ  такой  руко- 
писный курсъ  я  виделъ  летомъ  1884  г.  въ  Лейпцигскомъ  матеиатиче- 
скомъ  семинаре,  пр1обретенный  старан1яии  профес.  Клейна.  Лучше  все- 
го по  этому  предмету,  какъ  я  слышалъ  отъ  самого  Вейерштрасса  осенью 
того-же  года,  курсъ  записанный  и  составленный  по  его  лекщямъ  Гур- 
вицемъ  *),  къ  которому  онъ  и  советовалъ  мне  обратиться  для  разъяс- 
нен1Я  занимавшаго  меня  тогда  вопроса;  однако,  такъ  какъ  для  меня 
было  достаточно  того  указан1я,  которое  я  получилъ  лично  отъ  самого 
Вейерштрасса  по  этому  вопросу,  то  я  не  решился  просить  Гурвица  вы- 
слать мне  этотъ  курсъ  на  просмотръ,  и  потому  не  могу  его  здесь 
описать. 


*)  ^асоЪ],  беваттеИе  )?У'егке,  Вй,  II,  мемуаръ  .>ё  13. 

')  См.  наше  „Обращеше  гвиерэллиатическихъ  интеграловъ".  Харьковъ  1885  г. 
")  Напп12,  в-ь  1884  г.  профессоръ  КеннгсбергсЕаго    Университета,   теперь   Цюрих- 
ешго  Полштехникума. 
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Вейерштрассъ  однако  не  ограничился  йзучешеиъ  теорш  гиперэллнп- 
тичесБИхъ  интеградовЪу  но  также  обстоятельно  изсл^Ьдовалъ  и  общ1е 
Абелевы  интегралы,  зависящ1е  отъ  иррац!ональности,  опред'Ьляеиой  ка- 
кимъ  угодно  неприводимымъ  алгебраическимъ  уравнен1емъ  ((х^у)  =  0^ 
во  ничего  поэтому  предмету  не  напечатала.  Единственное,  что  мы  встр-Ь- 
тили  въ  печати,  гд%  сообщались  основныя  формулы  изъ  его  теор1и  Абе- 
левыхъ  интеграловъ,  хотя  безъ  доказательствъ,  это  зам-Ьтка  Берлин- 
скаго  профессора  Геттнера  (Нейпег)  въ  вбМ;,  НасЬпсЫеп,  1884  г.,  подъ 
заглавхемъ:  ПеЬег  сИезеш'деп  а1ееЬга18сЬеп  01е1сЬипдеп  гтзсЬеп  г^ех  уе- 
гйпйегНсЬеп  вгбззеп,  ^екЬе  е1пе  ЗсЬааг  га!;10па1ег  ехпйепйд-иткеЬгЬагег 
ТгапзГогтаиопеи  ш  81с11  8е1Ь81;  гикзвеп",  написанной  по  поводу  статьи 
Шварца  въ  87-мъ  томЪ  журнала  Борхардта  (Ерелля),  и  только  теперь 
напечатанные  во  П-мъ  т.  Ма1Ь.  \7егке  Вейерштрасса  отрывки  изъ  его 
письма  къ  Шварцу  по  поводу  той-же  статьи  этого  посл-Ьдняго,  въ  ко- 
торой доказывается  такое  предложен{е:  „Если  неприводимое  алгебраи- 
ческое уравнен1е  между  двумя  перем'Ьняыми  допускаетъ  безконечный 
рядъ  (еше  8сЬааг)  ращонально  и  однозначно-обратимыхъ  преобразован1й 
въ  самое  себя,  то  рангъ  алгебраическаго  образа  есть  нуль  или  едини- 
ца*, Геттнеръ  даетъ  алгебраическое  доказательство  этого  предложен1Я 
на  основан1и  формулъ  Вейерштрасса,  которыя  онъ  поэтому  предвари- 
тельно и  приводитъ.  Сущность  его  доказательства  заключается  въ  томъ, 
что  допущенхе  существован1я  преобразования  уравнен1я  въ  самое  себя 
при  помощи  ращонально-обратимой  подстановки,  содержащей  одивъ 
произвольный  параметръ,  ведетъ  къ  противор'Ьчхю  съ  той  истиной,  лег- 
ко доказываемой  имъ  при  помощи  формулъ  Вейерштрасса,  что  число 
М'Ьстъ  алгебраическаго  образа  опред^ляемаго  даннымъ  неприводимымъ 
алгебраическимъ  уравнен1емъ  ^{х,у)^=^0  ранга  (>,  для  которыхъ  можно 
найти  функц1ю,  которая  только  въ  одномъ  этомъ  м^^ст'Ь  обращалась  бы 
въ  нуль  порядка  ^(>,  есть  конечное.  Вейерштрассъ  въ  своемъ  письм-Ь 
къ  Шварцу  показываетъ,  что  между  двумя  функщями  0^  в  в^  обра- 
щающимися въ  одномъ  только  м-Ьст*  (а,Ь)  въ  оо  ^1  и  оо  ^г  соотв-Ьтствен- 
но,  причемъ  V^^^,  а  V^  число  простое  съ  т^  и  ближайшее  къ  нему, 
для  котораго  существуетъ  такая  функц1я,  им^етъ  м^сто    неприводимое 

алгебраическое  уравнен1е  2^Ц,  ^е?^)  =  О ,  которое  точно  также  будетъ  пре- 
образовываться само  въ  себя  въ  одно  время  съ  уравнешемъ  Аа;,у)  =  0; 
опираясь  на  это,  а  также  на  то,  какъ  и  Геттперъ,  что  такихъ  м'Ьстъ 
(а,Ь)  для  которыхъ  существуетъ  функщя  какъ  а^^  имеется  конечное 
число,  онъ  заключаетъ,  что  „если  какое  либо  уравнен1е  ({х^у)  =  0 
допускаетъ  рацшнальныя  лреобразован1я  въ  самое  себя,  то  во  всакомъ 
случае,  если  рангъ  его  (>  >  1 ,  число  такихъ  преобразованШ  будетъ 
всегда  конечное^.  Въ  этомъ  письм^Ь  онъ  замЪчаетъ  также,  что  есди  г, 
им-Ьетъ  наименьшее    значен1е,    то  уравненхе  между  е^  и  ^в^   будетъ  со- 
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держать  наименьшее  чаело  постоянныхъ.  Вообще,  есяи  р^  не  меньше  р , 
1*0  число  игь  будбтъ,  согласно  съ  преддожетемъ  Римана  равно  Зр— 8; 
но  1^1  можетъ  спуститься  до  2,  (вакъ  для  дляилтшесвихъ  н  гнперэл- 
лиотическнхъ  внтеградовъ),  и  числа  ароизвольныхъ  воэффсакнтовъ 
спускается  тогда  до  2^  —  Ь  Вм'Ьется  и  саособъ  для  яривёден1я  дан* 
ваге  уравнешя  въ  такому  „каноничесвому  виду",  хотя  мало  оравтич* 
ный.  ТЪмъ  не  мен^е  г-жа  Бовадевсвал  нашла  для  него  эти  уравнешя 
на  самомъ  д^лй  для  р=1,  2,  3»  4,  5. — Въ  яавлючеше  онъ  въ  пер- 
вый ра9ъ  въ  этомъ  письме  сообщаетъ  выражеше  рацхональной  функхци 
отъ  х^  у^  смзавннхъ  уравнешемъ  ({^,у)^^^ ,  иобпцию  Абелева  инте- 
грала, аависящаго  отъ  дтой  иррацшнальности,  чревънримъ-фунвщиобо- 
ихъ  родовъ. 

Заметка  Геттнера,  какъ  сказано  выше,  напечатана  въ  1884  г.,  тогда 
вавъ  это  письмо  Вейерштрасса  было  нанисано  л^^томъ  1875;  къ  тому-же 
времени,  именно  1875 — 76,  относится  и  тотъ  рукописный  курсъ  теор1И 
Абелевыхъ  интеграловъ,  читанный  въ  Берлинскомъ  университет'^,  съ 
1воторынъ  я  им^лъ  случай  познакомиться  въ  1884  г.  въ  библ1отев^Ь 
Лейпцигскаго  семинара.  Изъ  этого  вурса  видно,  что  у  Вейерштрасса 
все  выводится  изъ  одного  тождества,  о  которомъ  уже  было  выше  упо- 
мянуто. Отсюда  онъ  получаетъ  формы  нормалъныхъ  интеграловъ  вто- 
рого и  третьяго  рода,  соотношешя  аналогичный  Лежандровскому  въте- 
орш  эллиптическихъ  функщй  между  перюдами  интеграловъ  перваго  и 
второго  рода,  примъ-функц1и  и  выражен1е  чрезъ  нихъ  интеграловъ 
вс^Ьхъ  трехъ  родовъ,  а  также  алгебраической  функщй,  зависящей  отъ 
той-же  ирращональности;  отсюда,  какъ  простое  сл%дств1е  теорему  Абе- 
ля. Частный  случай  последней  приводитъ  къ  р^шенш  задачи  Якоби, 
именно:  онъ  выражаетъ  чрезъ  новыя  перем^пныя— ^наченхя  суммъ  ^ 
интеграловъ  перваго  рода, — суммы  интеграловъ  второго  и  третьяго  рода 
и  разсматриваетъ  частный  производный  по  нимъ  суммъ  интеграловъ  вто- 
рого рода;  оказывается,  что  эти  посл4дтя  суть  частння  производныл  н*- 
воторой  вспомогательной  функщй,  чрезъ  которую  все  можетъ  быть  выра- 
жено. Если  эту  функщю  взять  показателемъ  степени  числа  б,  то  по- 
лучается однозначная,  конечная  и  непрерывная  функщя  д  новыхъ  пе* 
ремЪндыхъ,  обладающая  свойствами,  аналогичными  свойствамъ  Якобхе- 
Фой  ^^уввЦ1и.  Вейерштрассъ  въ  8аключен1е  выводить  ея  ра;1дожев1е 
въ  рядъ.  Такимъ  обравомъ  теор1я  Абелевыхъ  траноцендентныхъ  сво- 
дится въ  теор1И  в-фунвщй  многихъ  переи'Ьнвнхъ  самымъ  натураль- 
нынъ»  а  не  искусственнынъ  образонъ,  какъ  у  другихъ  нзсд']^дователей. 
Равъ  такой  результагь  получился,  натурально  является  желаше  обрах- 
«о  отъ  #-фунв1ця  вернут11ся  шь  Абелеиымъ  нн'кеграламъ.  БвйврштрАее<^ 
думаяъ  м  объ  этомъ,  но  едвадн  самъ  нриступалъ  въ  яодробному  уЬ- 
шешю  этого  вопроса,  а  даль  указатя  своему  ученику  Шоттки  (8сЬо!;Лу), 
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изсл'Ьдован1а  котораго  изложены  въ  его  изв'Ьстномъ  сочиненш  „АЬг188- 
ешег  ТЬеопе  йег  АЬе18сЬеп  РипсОоп  уоп  йге1  УапаЫеп".  Ьд\ргщ  1880  ^)« 
Еакъ  ни  замечательна  по  своей  простот'Ь,  натуральности  и  изяще- 
ству теор1я  Абелевыхъ  интеграловъ  Вейерштрасса,  но  это  не  она  при- 
несла ему  его  обширную  известность.  Призвававшаяся  до  сихъ  поръ, 
и  не  безъ  основан1я,  очень  трудною  и  въ  тоже  время  имеющая  пока 
мало  приложев1й  (но  которая,  несомненно,  будетъ  ихъ  им^ть),  теор1я 
Абелевыхъ  интеграловъ  интересовала  до  недавняго  времени  сравни- 
тельно очень  не  многихъ.  Въ  Германш  ею  стали  больше  интересо- 
ваться въ  семидесятыхъ  годахъ,  когда  появились  лекщи  Неймана  о  Ри- 
мановой  теорш  Абелевыхъ  интеграловъ  и  теор1я  Абелевыхъ  функд1й 
Клебша  и  Гордана;  во  Франц1и-же  стали  ею  заниматься  лишь  въ  сле- 
дующее деслтилет1е  после  Брю  и  Букэ,  если  не  считать  работы  Галуа 
и  Пюизе;  въ  другихъ-же  государствахъ  Европы  и  Америки,  куда  ее 
перенесъ  Еэли,  стали  ею  интересоваться  тоже  лишь  въ  восьмидесятыхъ 
годахъ.  Но  это  были  именно  теорш  Римана  и  Клебша,  съ  которыми  на- 
чали знакомиться,  тогда  какъ  друпя  две:  Гопеля  и  Розенгайна,  и  Вейер- 
штрасса,  и  въ  Герман1и  находили  мало  последователей, — Вейерштрас- 
совская  конечно  потому,  что  распространялась  лишь  при  помощи  его 
лекщй,.  тогО'Же,  что  было  имъ  напечатано,  было  не  совсемъ  достаточно 
для  составлен1Я  полнаго  понят1я  и  о  его  теор1и  гиперэллипгическихъ 
интеграловъ,  но  достаточно  все-таки,  чтобы  заинтересовать  ею.  Должно 
полагать,  что  Вейерштрассъ  медлилъ  издан1емъ  своего  курса  сперва  изъ 
желан1я  еще  более  усовершенствовать  разныя  доказательства,  а  иожетъ 
быть  и  решить  как1е  либо  частные  вопросы  и  темъ  пополнить^  свой 
курсъ,  а  потомъ  уже  не  хватало  быть  можетъ  по  преклонности  летъ  и 
энерг1и  приняться  за  обработку  начисто  своихъ  лекц1Й,  темъ  более, 
что  такая  работа,  въ  некоторомъ  смысле  техническая,  не  много  и  скуч- 
новата для  человека  особенно  склоннаго  преимущественно  къ  созер- 
цательной деятельности,  къ  размышлен1ю,  къ  углублен1Ю  въ  науку,  ка- 
кимъ  уже  давно  сталъ  Вейерштрассъ,  хотя  въ  молодости  былъ  отлич- 
нымъ  вычислятелемъ,  какъ  о  томъ  свидетельствуетъ  первая  его  работа. 


^)  о  сущности  ВейерштраесовскоЁ  теор1и  какъ  гиперэллиптическихъ  интегражовъ, 
такъ  и  Абелевыхъ,  можно  составить  полное  понлт1е  по  ноимъ  сочннен!янъ:  „Отчетъ  о 
8андт1яхъ  моихъ  въ  Лейпциге.  Харьковъ  1885  г.*";  „Обращен1е  гвпервллиитичеевихъ  ин- 
теграловъ. Харьковъ  1885  г.^,  „Основан1я  теорш  Абелевыхъ  интеграловъ.  Харьковъ, 
1895  г.^,  къ  которннъ  поэтому  я  и  могу  советовать  обратиться  интересующихся  этой 
теор1ей;  но  долхенъ  заметить,  что  мои  доказательства  и  выводы  часто  очень  отличаются 
отъ  Вейерштрассовскихъ,  ибо  последн1е  основаны  исключительно  на  форм^  ра8ложев1я 
равсматриваемяхъ  функц1Й  въ  степенные  ряды  (Ро^епггеШеп)  вблизи  той  или  другой 
особенной  точки,  тогда  какъ  я  предпочелъ  чисто  алгебраическ1е  выводы  в  доказатель- 
ства. Вышеупомянутая  заметка  Геттнера  можетъ  дать  понятхе  о  способахъ  доказатель- 
ства Вейерштрасса,  обратиться  къ  которой  поэтому  я  также  могу  советовать  желающимъ. 
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И  д']Ьйствительно,  въ  настоящее  время  появляется  много  прекрасныхъ 
курсовъ,  обработываемыхъ  учениками  св^тилъ  первой  величины  совре- 
меннаго  математическаго  М1ра,  воторымъ  самимъ  и  некогда  и  скучно 
заниматься  отшлифовкой  своихъ  лекций.  Остается  пожелать,  чтобы  и 
ученики  Вейерштрасса,  подобно  ученикамъ  Клейна,  Ли,  Пуанкарэ,  Гур- 
са, — поскорее  издали  зам'Ьчательныя  его  лекщи  по  теор]и  гиперэллип- 
точескихъ  и  Абелевыхъ  интеграловъ,  а  также  и  по  другимъ  предме- 
тамъ.  Хотя  теперь  мнопя  изъ  его  доказательствъ  и  методовъ  могутъ 
быть  заменены  уже  другими,  какъ  то  можно  вид'Ьть  изъ  работъ  Но- 
тера  и  изъ  моихъ  яОснован1й  теор1и  Абелевыхъ  интеграловъ",  Т'Ьмъ 
не  мев^е  эти  лекщи  долго  будутъ  еще  представлять  огромный  инте- 
ресъ  и  будутъ  признаны  вс^ки  однимъ  изъ  лучшихъ  творений  Вейер- 
штрасса, и  его  теор1я— одной  изъ  лучшихъ  теор1Й  науки. 

А  пока,  нужно  признаться,  ученой  слав'Ь  Вейерштрасса  способство- 
вали, какъ  это  впрочемъ  чаще  всего  бываетъ,  его  труды  изъ  области 
знан1я,  получившей  уже  раньше  права  гражданства  у  математиковъ  обо- 
ихъ  полушар1й,  именно  его  изсл^довавхя  по  теории  эллиптическихъ  функ- 
щй  и  по  теор]и  аналитическихъ  функц1й  вообще. 

ПослЪ  первой  работы  Вейерштрасса,  посвященной  теорхи  функций 
А1(и\  имъ  самимъ  были  опубликованы  только  два  мемуара  по  теор]и 
эллиптическихъ  функщй:  одинъ  изъ  нихъ,  написанный  въ  1882  году, 
посвященъ  выводу  частнаго  дифференц1альнаго  уравнен1я  по  и,а),а>', 
•которому  удовлетворяютъ  функцш  ^(г*,  со,со')  и  &.^^и,(о^о[}*)  ^),  и  при- 
м'Ьнен1ю  этого  уравнен1л  къ  разложен1Ю  этихъ  функщй  въ  рядъ  —  онъ 
является  такимъ  образомъ  зам^стителемъ  самаго  перваго  мемуара,  пре- 
сл']&довавшаго  подобную  ц^^ль  относительно  прежнихъ  функц1Й  Л!(и), 
зам^ненныхъ  теперь  функщей  (9{и);  второй  читанный  въ  Академ1и 
въ  1883  году,  написанъ  съ  ц*Л1Ю  восполнить  усмотренный  Вейер- 
штрассомъ  проб-Ьлъ  въ  Якоб1евой  „ТЬеог1е  йег  е1Ир118сЬеп  РипсИопеп 
аиз  йен  Е18еп8сЬаЙеп  йег  ТЬе1;аге1Ьеп  аЬ§е1е11е1"  2),  въ  которомъ  Яко- 
би  р*шилъ  свою  задачу  только  для  случая,  когда  модуль  к  заключает- 
ся въ  предЪлахъ  О  и  1 ,  Вейерштрассъ-же  выражаетъ  д  въ  функц1и  к 
рядомъ  быстро-сходящимся  и  для  комплекснаго  к* 

Первымъ,  познакомившимъ  ученый  М1ръ  съ  функщями  р{и)  и  6{и) 
Вейерштрасса,  былъ,  сколько  намъ  известно,  его  ученикъ  Кхерег!;,  по- 
местивш1й  въ  1882  г.  въ  одномъ  изъ  томовъ  журнала  Крелля  мемуаръ, 
посвященный  умножен1Ю  аргумента  эллиптическихъ  функцШ,  и  зат^мъ 
Н.  8сЬ1Ягаг<;2,  издавш1й  въ  1883  г.  10  листовъ    я^огтеШ  ипй  ЬеЬуз&еге 


^)  Онъ  бвлъ  въ  сл^дующемъ  году  от1итографированъ  въ  Геттиягевй  съ  прибавлев1енъ 
Шварца;  втимъ  В8даи1е11ъ  я  пользовался  при  составлев!и  поел'Ьдией  главы  моей  ^Тео- 
р1и  эллиптическихъ  интеграловъ  и  эллиптическихъ  функщй".  Харьковъ,  1895  г. 

*)  ве8атте11е  ^егке,  Вд.  I.  8.  497  ?. 
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гит  ОеЬгацсЬе  (1ег  еШрЫвсЬвп  Раосиопеп.  КасЪ  УоЛеваовея  !т<1  АиС- 
2е1сЬш18бп  Лез  Неггп  К.  ^еаегвСгазв  Ье«гЬе1(е^  а11<1  ЬегаиявбдвЬеп  уоя 
Н.  А.  8сЬ^аг12".  Последнее  издан1е  очень  способствовало  распростра- 
нен1Ю  ВейерштрассовсжД  теории  вллиптичосеих'ь  фуикщй,  дотоя!»  из- 
вестной лишь  его  ученивамъ  ввъ  его  лекщй,  а  также  и  ивв^Ьстное  со* 
чинен1е  На1рЬепЧ:  „Тга11б  (1е8  (опсиопв  еШридиез  е(;  Ае  1еиг8  аррИса- 
иопв",  первый  тонъ  вотораго  вышелъ  уже  чрезъ  три  года  посл^Ь  таб- 
лицъ  всЬ^аПг'а,  именно  Л  18В6  г.,  а  второй  въ  1888  г.  Не  нале  сое- 
еобствовали  тому  также  и  лекц1и,  отчасти  н  книга:  „Мо<1и1Сипе<:10неа^ 
Клейна,  который  не  только  ввелъ  Вейерштрассовсил  функц1и  р{и)  и 
0{и)  въ  свои  лекц1и,  но  иостроилъ  и  дли  гиперэлливтическихъ  инте- 
граловъ  фунвщю  аналогичную  ^(и) ,  обладающей  свойствомъ  быть  „фор- 
мой" о*гъ  и  и  ш ,  оо' ,  т.  е.  однородной  функщей  втихъ  величивъ,  и  въ 
этомъ  направлен1и  сталъ  вмЪстЪ  съ  ВигсЬаг<1<;*онъ  разрабатывать  тео- 
р1и  втихъ  ннтегрфиковъ.  Что  касается  до  книги  На1рЬеа'а,  то  въ  ней 
Вейерштрассовек1я  фунвщи  вводятся  еще  не  оамостоятельно,  но  выво- 
дятся И8ъ  Явоб1евскихъ,  что  не  натурально;  какъ  можно  видеть  изъ 
статьи  Миттагъ-Леффлера:  „О  введев1И  въ  аиализъ  эллип'гачесвихъ  фуик- 
щй",  написанной  по  шведски  и  наиечатанной  въ  1876  г.  въ  Гельеин- 
форс^,  а  также  изъ  нашей  „Теор1И  эдлиптическихъ  иитеграловъ  и  эллип* 
тичесвихъ  функцШ^,  они  появляются  сами  собою,  равно  какъ  и  Эрми- 
товсвал  каноническая  форма  подрадикальной  функции  въ  эллинтиче- 
скомъ  иитеграл'6,  нрииятая  Ввйерштрассомъ»  при  изв'Ьстяой  поставовк'Ь 
вопроса  о  теореме  Эйлера.  Функц1И  р{и)  и  д^и)  на  столько  хорошо  из- 
вестны теперь — он^  встречаются  уже  и  въ  и8Следован!яхъ  русскихъ 
ученыхъ — ,  что  мн^  о  никъ  раснространяться  излишне:  незнакомымъ-же 
съ  ними  могу  указать  на  свое  вышеназванное  сочинен1е  по  теор1и  эл- 
липтическихъ  фуикц1й.  Скажу  еще  только  то,  что  Вейерштрассъ  изла- 
галъ  теор1Ю  эллиптическихъ  фуикщй  на  своихъ  лекц1яхъ  двоявимъ 
образомъ:  одинъ  разъ  онъ  выходилъ  изъ  интеградовъ,«— вто  тотъ  курсъ, 
который  повидимому  слушалъ  Миттагъ-Леффлеръ,  какъ  то  можно  пред- 
полагать на  осиованЁИ  вншеуиомянутой  статьи  его;  другой  разъ, — и 
этотъ  курсъ  былъ  повторяемъ, — онъ  принималъ  за  исходную  точку  те** 
орему  сложен1я  и  доказывалъ,  что  аналитическая  функц!я  одной  неза- 
висимой переменной  обладающая  алгебраической  :йэор^1ай  еложвщя  бу* 

ОТС1 

детъ:  или  1)  ад1^браичесхая,  или  2)  алгебранчеокал  опь  в  "^  «  «ли  3) 
алгебраическая  функция  отъ  8^^р{и),  оиределяеоюй  диффере&ц!адь<' 
нымъ  уравнен1емъ: 

где  д    и  д    приличнымъ  образомъ  шбраавыя  оостойвцня^  н  услоэ1бмъ, 
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00ДЕРЖАН1Е. 


Стран, 

Къ  геометр1и  распростраоенш  и  поглощенхя  электрона!  нитиой 
9нерг1и;  А.  Л.  Грузинцева 1 

Карлъ  Вейерштрагсъ,  р'Ьчь,  произнесеппа41  въ  $1ас'Ьдан1и  мате* 
иатич.  общестиа  28  феиралл  1897  г.;  Ж  А.  Тихомандрицкаго  .   .      35 


С00БЩЕН1Я 


Харшвекаго .  Иатштсш  Общества 

издаются  подъ  редакщею  распорддительнаго 
комитета  Общества. 

Книжки  Сообщешй  выпускаются  въ  неоиред^енпые  сроки,  по 
м'Ьр'Ь  отнечатанхя,  въ  разм'ЬрЬ  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
ну сковъ  составляюгь  томъ. 

Желающее  подписаться  на  шестой  томъ  второй  серхи  благоволятъ 
адресовать  свои  заявлетя  ла  имя  секретаря  Об1цества  въ  Харьковсшй 
Унмверситетъ.  Подписная  ц'Ьна  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  свр1и  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом1оденныхъ  въ 
книжкахъ  первой  сер1И,  цЬна  20  кои.,  3)  Первые  пять  томовъ  2-й  сер1и 
(30  выпусковъ),  Ц'Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требован1ями  и  по  вс^Ьмъ  дЬламъ,  касающимся  Общества,  про- 
сятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковсшй  Уни- 
верситетъ. 


ТаЫе  (1е$  таНёгез. 

8иг  1а  йёотё1г1е  йе  1а  ргора8а<1оп  е!  йе  ГаЬзогриоп  (1е  Гёпегре 
ё1ес1^отй8^ёи^ие;  раг.  А.  Р.  Сгои8ш(^го^ 1 

СЬаг1е8  \Уе|ег8(га$8,  (1]всоиг8  виг  8а  \\е  е1  8оп  асиу1!ё  8с1епиПдие 
ргопопсё  а  1а  8ёапсе  йе  28  Геупег  1897;  раг.  М.А.  ТМг^папйгИвку    35 
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Соттип1са11оп$  (1е  1а  $ос161ё  та^ЬётаИдие  (1е  КЬагкож. 

1  2-е  8ёпе,  Тоте  VI,  Л-Л»  2  е*  3. 


ХАРЬНОВСКАГО 


1СИГ1  (МСТКА, 


ВТОРАЯ     СЕР1Я 

Томъ  VI. 

Л:№  2  и  3.      ■ 


ХАРЬКОВЪ. 
ТипограФ1я  и  ЛитограФ{я  Зильбербергъ. 

(Рыбни  улмц»,  доа«  Л»  30-1). 

1897. 


] 
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На  основан1и  §  9  Устава  Харьковскаго  Матенатическаго  Общества  печатать 
и  выпустить  В'Ь  Сй'бть  разр-Ьшаю.  Харьковъ,  30-го  декабря  1897  года. 

[ГредсЬдатель  Матенатнческаго  Общества  Профессоръ  К,  оЛндреевъ^ 
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что  {9(0)  =  ооЗ,  ^  зат^иъ  онъ  прямо  строилъ  функщю  б(и)  по  ея  вуллиъ 
согласно  съ  своей  известной  теоремой,  о  которой  будетъ  р'Ьчь  впереди, 
и  оттуда,  дифференцируя  по  вздт1и  логариема  рааъ  и  другой,  получадъ 
функщю  5М  и  р(и)  и  обнаруживалъ  такимъ  образомъ  ихъ  свойства, 
а  заг]Ьмъ  и  свойства  эллнптическихъ  интеграловъ.  Имъ  подробно  быль 
|)азвитъ  и  способъ  вычислен1я  этихъ  функщй.  Такой  рукописный  куреъ 
я  вид^лъ  въ  Лейпциге  въ  1883  г.  Оба  курса  появятся  внЪст^  въ  од. 
номъ  иэъ  сл'Ьдующихъ  томовъ  „Ма1Ьет.  ^егке''  Вейерштрасса. 

При  данят1яхъ  спец1«льными  теор1ями  функщй  эллиатическихъ,  ги- 
перэллиптическихъ  н  Абелевыхъ,  естественно  было  встретиться  съ  во- 
просами, касающимися  аналитическихъ  функц1й  вообще,  и  обратиться 
къ  внимательному  пересмотру  установившихся  цонят1й:  отсюда  вышли 
и  курсы  по  введен1Ю  в'ь  общую  теор1Ю  аналитическихъ  функщй,  чн- 
тавш1еся  несколько  рааъ  Вейерштрассомъ,  (между  прочимъ  и  въ  осен- 
Я1Ё  семестръ  1884  г.,  когда  я  былъ  въ  Берлине),  и  рядъ  мемуаровъ  и 
зам^токъ,  помещавшихся  въ  ежем^сячныхъ  отчетахъ  АкадемЫ,  и  «о- 
бранныхъ  въ  1886  г.  въ  особый  сборникъ  подъ  назван1емъ:  „АЬЫик!- 
1ипдеп  айв  <}ег  Рипсиопеп1еЬге"  (ВегНп,  ^.  8рг1пвег)  въ  виду  громадна- 
наго  интереса,  возбуждеинаго  ими  въ  математичвскомъ  трЪ  и  вы<вди- 
шаго  целый  рядъ  дальнейшихъ  иаследованШ.  Въ  этой  сфере  вл{яи1е 
Вейерштрасса  была  огромное:  если  И8оледован1я  въ  теор1И  гияер9ялив- 
тическихъ  интеграловъ  вызвали  не  боле&  какъ  10 — 12  опубликован- 
выхъ  работъ,  теор1я  же  эллиптическихъ  функцШ  уже  значительно  боль- 
ше, то  изследовая1я  по  вопросамъ  общей  теор1и  функцШ  создали  це- 
лую литературу  на  всехъ  почти  европейскихъ  явыкахъ,  столь  обшир- 
ную, что  одинъ  списокъ  сочииен1й  потребовалъ  бы  не  одинъ  нечатный 
листъ.  Особенно  носчатливилось,  что  впрочеиъ  весьма  понятно,  вопро- 
су объ  аналитическоиъ  представлеши  однозначныхъ  функщй,  а  затемъ 
непрерывнымъ  фун1сц1ямъ  неимеющимъ  производныхъ,  и  вообще  теории 
рядовъ.  И  действительно,  возможность  построить  однозначную  функщю 
по  даннымъ  ел  нулямъ,  а  также  и  однозначную  функц1ю  съ  даннымъ 
чисдомъ  существенно-юсобенныхъ  точекъ,  принадлежнтъ  къ  числу  за- 
нечательнейшяхъ  его  открытий.  И  въ  этой  области  его  идеи  и  открыт1я 
распространялись  его  учениками  не  менее,  чемъ  его  мемуарами,  хотя 
мнопе  взъ  нихъ  переводились  на  французскШ  языкъ  вскоре  по  выхо- 
де. Пинкэрле,  Боссакъ,  Штольцъ,  Ковалевская,  Миттагъ^Леффлеръ,  Бир- 
манъ  и  друпе  были  изъ  числа  первыхъ  и  наиболее  озиакомивш^ихъ 
ученый  м1ръ  съ  е1^о  взглядами  и  открыт1ями  въ  области  аналитичеокихъ 
функщй.  Но  до  сихъ  поръ  нетъ  такого  курса,  который  1близко  лодхо- 
дилъ  бы  къ  его  лекц1лмъ  и  далъ  бы  возможность  составить  полное  и 
точное  понят1е  о  всей  его  теорш  аналитическихъ  функщй,  какъ  объ 
органически  целомъ.  Я  даже  не  здаю  была- ли  она  излагаема  полностью 
н  на  его  лекщяхъ,   ибо  онъ,  ссылаясь    на  свой  курсъ   въ  некоторыхъ 
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кемуарахъ,  называетъ  его  „введеи1виъ  въ  теор1Ю  аналитичесвихъ  фунв- 
щ^.  Мн%  два  раза  въ  1884  г.  представлялся  случай  ознакомиться  съ 
такимъ  курсомъ:  одинъ  разъ  лЪтомъ  въ  Лейпциге  по  рукописнымъ  лек- 
ц]ямъ,  им']^вшимся  въ  библютек'Ь  матеиатическаго  семинара,  другой  раяъ 
осенью  того-же  года  въ  Берлине,  когда  Вейерштрассъ  читалъ  этотъ 
курсъ;  но  я  не  воспользовался  этими  случаями,  боясь  отвлечься  отъ 
главнаго  предмета  своихъ  тогдашнихъ  заняий — ^теор1Й  гиперэллипти- 
ческихъ  и  Абелевыхъ  интеграловъ,  и  въ  Берлине  прослушалъ  лишь 
н'Ьсвольво  левщй,  посвященныхъ  понят1ю  о  числ'Ь  и  четыреиъ  д'Ёйств1ямъ 
надъ  числами,  съ  чего  Вейерштрассъ  всегда  считалъ  нужнымъ  начинать 
эти  курсы.  Это  начало  однакожъ  большинству  слушателей  показалось 
скучнымъ,  и  я  былъ  свид^телемъ  знакомаго  намъ  явлешя:  послЪ  первой 
лекц1И  въ  большой  аудиторхи,  не  могшей  вместить  всЬхъ  слушателей, 
онъ  долженъ  былъ  перейти  въ  громадный  залъ,  выстроенный  отд'Ьдьно 
въ  саду  за  здан1емъ  Университета,  который  могъ  вместить  болЪе  ты- 
сячи слушателей;  но  число  ихъ,  (можетъ  быть  и  всл-^Ьдстахе  дурныхъ 
аккустическихъ  и  оптическихъ  свойствъ  этой  залы),  быстро  сократилось, 
тавъ  что  онъ  Ч1)езъ  н:]^сколько  лекций  перешелъ  въ  аудитор1ю,  мень- 
шую первоначальной,  которая  могла  вм^^стить  не  бол*]^  150—200  слу- 
шателей, и  то  далеко  была  не  полна.  Онъ  читалъ  сидя  въ  креслахъ  око- 
ло доски,  на  которой  формулы  писалъ  одинъ  изъ  студентовъ;  читалъ 
онъ  не  спешно  и  достаточно  громко,  но  возрастъ  (ему  на  сл'Ьдующ1й 
годъ  исполнилось  70  л^тъ)  уже  сказывался:  не  всякое  слово  выходило 
отчетливо,  и  частенько  приходилось  ему  поправлять  свои  выражешя. 
Впрочемъ  столь  элементарныя  вещи  часто  повторять  представляетъ  сво- 
его рода  трудность,  ибо  приходится  задерживать  ради  слушателей  есте- 
ственное быстрое  течен1е  своихъ  мыслей.  Какъ  дЪло  шло  дальше,  не 
знаю,  ибо  я  тоже  пересталъ  ходить  на  лекц1и  по  вышеуказанной  при- 
чине. Но  возвратимся  отъ  лектора  и  лекц1й  къ  ихъ  предмету— теор1и 
аналитическихъ  функц1й.  Какъ  изв^^стно,  Вейерштрассъ  усвоилъ  Ла- 
гранжевское  опред^^лен1е  аналитической  функц1и  рядомъ  расположен- 
нымъ  по  степенямъ  независимой  лерем']^нной  или  независимыхъ  пере- 
м1^нныхъ,  если  ихъ  н'Ьсколько,  но  безусловно  и  равномлрно-сходящимся 
внутри  известной  области,  о  чемъ  во  времена  Лагранжа  еще  не  ду- 
мали; необходимость  сходимости  ряда  была  указана  раньше  Абелемъ  и 
Коши,  посл']^днимъ  даже  и  необходимость  ея  безусловности,  но  равно- 
м-^рность,  если  неявно  и  заключалась  въ  н^которыхъ  изъ  прежнихъ 
доказатетьствъ,  и  если  даже  и  были  у  Вейерштрасса  предшественники, 
обращавш1е  на  это  вниман1е,  какъ  Стоксъ,  Зейдель,  Гейне  и  можетъ 
быть  и  еще  н^^которые  друг1е,  то  все-таки  онъ  былъ  первый,  который 
уже  въ  раннихъ  своихъ  работахъ  подчеркнулъ  ея  необходимость  для 
ряда  представляющаго  аналитическую  функцхю,  и  постолннымъ  упо- 
тре6лен1емъ  выражешя  ,, безусловно  и  равиом'Ьрно-сходящ1Йся  рядъ",  такъ 
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сказать  прхучидъ  катенатиковъ  не  забывать  этого  необходимаго  услов1я 
для  того,  чтобы  рядъ  иогъ  представлять  аналитическую  функцхю.  Мы 
уже  упоминали  какъ  рано  и  независимо  отъ  другихъ  возникла  у  него 
идея  объ  аналитическоиъ  продолженхи  функц1й.  Это  его  привело  къ  по- 
НЯТ1Ю  о  функщяхъ,  которыя  не  могутъ  быть  продолжены  за  изв-Ьстную 
границу,  къ  функщямъ  прерывнымъ  ((опсиоп  1асипа1ге),  и  къ  роли,  ко- 
торую тутъ  играютъ  существенно  особенныя  точки.  Онъ  показалъ,  въ 
иемуар^  „2иг  Рипсиопеп1Ьеог1е*',  что  можно  построить  такой  сходя- 
Щ1ЙСЯ  рядъ,  который  въ  разныхъ  областяхъ  будетъ  представлять  раз* 
личныя  функщи.  Ряды  же  привели  его  и  къ  непрерывнымъ  функцглмъ, 
которыя  не  им^ютъ  производныхъ  О*  Строго  обосновавъ  теор1ю  рядовъ, 
онъ  сд'Ьлалъ  ихъ  почти  единственнымъ  средствомъ  и  оруд1емъ  вс^хъ 
своихъ  выводовъ  и  доказательствъ,  проведя  строго  и  посл']^довательно 
ихъ  употреблен1е  чрезъ  всЪ  свои  и8сл']^дован1я  и  курсы.  Это  придаетъ 
его  работамъ  и  курсамъ  единство,  стройность,  строгость  и  элементар- 
ность, хотя  некоторые  выводы  и  доказательства  выходятъ  чрезъ  это-же 
не  р']^дко  длинноваты,  что  зат^удняетъ  ихъ  усвоен1е  и  Н'Ьскодько  вре- 
дитъ  производимому  ими  впечатл^н1ю.  Но  съ  другой  стороны,  онъ  чрезъ 
это  даетъ  своимъ  ученикамъ  такое  оруд1е,  которое  остается  нер^Ьдко 
единственнымъ  дМствительнымъ  въ  тЪхъ  областяхъ  знашя,  въ  которыя 
заведены  теперь  математики  усп']^хами  науки.  Вейерштрассъ,  какъ  и 
Кронекеръ,  (хотя  въ  другомъ  смысл'Ь,)  были  ариеметическаго  направле- 
Н1Я  въ  математик^Ь,  въ  противоположность  ученымъ  Клебшевской  шко- 
лы, которые  суть  геометры  по  преимуществу,  изсл4дуя  вопросы  чистаго 
анализа  при  помощи  геометр1и.  Вейерштрассъ  не  хот^лъ  пользоваться 
и  Римановой  поверхностью  при  изучен1и  алгебраическихъ  функций,  ли- 
шая себя  такого  хорошаго  вспомогательнаго  средства  только  для  того, 
чтобы  оставаться  чистымъ  ариеметикомъ. 

Занят1я  Абелевыми  функщями,  зависящими  отъ  нЪсколькихъ  пере- 
и']^нныхъ  независимыхъ,  заставили  его,  бол'Ье  Ч'Ьмъ  кого  либо,  обратить 
внимаше  и  на  функщи  многихъ  перем']^нныхъ  вообще,  и  во  II  том']^  его 
Ма1Ьет.  \7егке  мы  находимъ  4мемуара^),  посвлщенныя  такимъ  функ- 
Ц1ямъ.  Изъ  нихъ  три  первые  показываютъ,  что  Вейерштрассъ  занимал- 
ся разработкой  теор1И  функщй  п  перем'Ьнвыхъ  съ  2п  системами  пе- 
р10довъ  по  плану  Л1увиля  и  нашелъ  н']^которыя  теоремы,  аналогичный 
теорем*  Л1увиля  относительно  функщй  двояко-пер1одическихъ    отъ  од- 


')  6-6  мемуаръ  П-го  тома. 

')  ПеЪег  ^16  а11$ете1пеп  ехпдеаидеп  ип^  2п-ГасЬ  репо^хвсЬеп  Рипс11опеп  топ  п 
УегйпдегИсЬеп.  1869.  2)  Nеае^  Ве^е18  е1пе8  Наириа1ге8  Лег  ТЬеог1е  дег  репоШвсЬеп 
ГапсИопеп  теЬгегеп  УегапйегИсЬеп.  1879.  3)  Пп1ег8ис11и11^еп  йЬег  Ше  2г-ГасЬ  ре- 
по<118сЬеп  КипсИопеп  топ  г  Уег&п(1ег11сЬеп.  1880.  4)  Е1П1^в  аиГ  сИе  ТЬеопе  йег  апа- 
1уШсЬеп  Еапсйопеп  шеЬгегег  Уег&11<1егис11еп  81сЬ  Ъе21еЬепс1е  8&(2е. 
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ней неэавиепой  перемФвной;  но  эти  насл^д&ванш  остались  неокончев- 
ны1№.  иосл^дшй  неиуаръ,  (который  быль  отлитографированъ  въ  1879  г., 
а  напечатанъ  первый  разъ  въ  1886  г.  въ  сборник'^  ^АЬЬапШипдеп  аиз 
Лег  ЕипсиопенкЬге^)  посвященъ  доказательстванъ  гЬхъ  общихъ  нред- 
ложенШ,  представляющихъ  обобщен1я  н'^Ькоторызсъ  предложен^,  касаю- 
щихся функц1Й  одной  независимой  перейденной,  которыя  ему  необхо- 
димы были  въ  теор1и  Абелевыхъ  трансцевдентныхъ. 

Мы  коснулись  въ  нашемъ  очерке  лишь  т^хъ  областей  аналива,  раз- 
работкой воторыхъ  Вейерштрассъ  главнымъ  обравомъ  занимался!— цен- 
традьныхъ,  такъ  сказать,  областей  его  научной  д'Ьятельности,  ибо  не 
им'Ьли  времени  познакомиться  съ  другими  его  работами,  каковы  напр.: 
Кеиег  Ве^е1в  (1е8  РипйашепШ-За^геа  (1ег  А}9еЬга  (1859).  ГеЬег  (Не  Ьо- 
тортпеп  Рипсиопеп  2.  Ога(1е8.  ПеЬег  е1пе  6а1(;ипв  гееНег  репо(]118с11еп 
Гапс11опеп.  2йг  ТЬеог1е  (1ег  ЬЕНпеагеп  нас!  ^иа<]^а^^8оЬеп  Роппен.  ПеЬег 
80вепат1<;е  01псЫе1'8  Рг1ПС1р.  Ветегкипдеп  виг  Ь^^гаЦоп  е1Пб8  8у8(ет8 
Ивеагег  ОхбРегепМа!  ;1е1сЬип$еп  т1(  соп8(ан1:еи  СоеШс^епкео.  2цг  ТЬеог1е 
(1ег  аиз  п  Наир1б1&Ье1|еп  ^еЫИе^ен  сотр1ехен  Огозвен.  2иг  иаёе- 
тапп'всЬеп  АЬЬапё1ип§  „ПеЬег  <11е  Ьи(1о1р11'8сЬе  2аЬГ,  въ  воторомъ  онъ 
упрощаетъ  докавательство  Линдемана,  Кеиег  Ве^ек  (1е8  8а1;ге8,  Лаве 
]ейе  дапге  гаионаНе  РипсЦон  е1нег  УехйвЛегИсЬен  ({аг^ез^еН!  каон  а]8 
010  Рго<1ис1;  аиз  Ипеагей  РипсИопеп  (1ег8е1Ьен  УегапёегЦсЬеп  1891  г«  и 
некоторый  друг1я.  Изъ  двухъ  зд'Ьсь  упомянутыхъ  новыхъ  довазатедьствъ 
основяаго  предложен1я  Алгебры,  второе  представляетъ  некоторое  видо* 
изм'Ьвбнге  перваго.  Они  представляютъ  интересъ,  будучи  построены  на 
отличныхъ  отъ  другихъ  додсазательствъ  основашяхЪ)  но  не  отличаются 
краткостью. 

Сверхъ  упомянутыхъ  курсовъ  по  теорш  функщй  вообще,  по  теор1и 
эллиптическихъ,  гнперэллиптпческихъ  и  Абелевыхъ  функц1Й,  Вейер- 
штрассъ читалъ  еще  левщи  по  Вар1ащонвому  исчислен1Ю,  представляю- 
Щ1Я  огромный  интересъ  и  въ  научномъ  и  въ  педагогическомъ  отноше- 
н1и.  Литографированный  курсъ,  который  я  им'Ьлъ  случай  просматривать, 
составллетъ  томъ  очень  мелваго  письма,  по  разм^рамъ  не  меньш1Й  пер- 
ваго тома  Ма1Ь.  \Уегке,  и  посвященъ  только  вопросамъ  о  тах1та  и 
т1П1та  простыхъ  интеграловъ.  Этому  курсу  предпослано  введенхе,  со- 
держащее н'Ькоторыя  необходимыя  св']Ьден1я  изъ  Вейерштрассовской  тео- 
р1и  аналитическихъ  функц1й,  (въ  воторомъ  упоминаются  уже  и  изсл1э* 
дован1я  Пуанкарэ,  касающ1яся  Фуксовыхъ  функц1й);  а  зат']^мъ  подробная 
теорк  шахта  и  Ш1'п1та  функщй  одной  и  главнымъ  образомъ,  н'Ьсколь- 
кихъ  перем']^нныхъ,  какъ  абсолютныхъ,  такъ  и  относительныхъ.  Зд^сь 
я  бстр'Ьтилъ  между  прочимъ  то,  чего  еще  нигд-Ь  не  встр4чадъ,  именно 
критер1и  для  различен1я  относительныхъ  шах1ша  и  ш1п1та,  когда  они 
роэыскиваются  ври  помощи  метода  Лагранжа.  Для  вывода  этихъ  кри- 
терхевъ  въ  случае   функщй    многих^  нерем^ныхъ   ему    йоваДобилось 
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ПОЗНАКОМИТЬ  сдушателей  съ  теорией  квадратичныхъ  формъ,  которыхъ 
переи'Ьнвыя  иди  незашсямы,  или  связаны  н'Ькоторыми  усдовхдхи;  уело- 
В1еиъ  неизнЪндемости  знака  такой  формы  будетъ  тогда  требовав1е^  что- 
бы некоторое  ураввен1е,  легко  получаемое  въ  формЪ  ооред'Ьдителд  въ 
обоихъ  случалхъ,  имЪдо-бы  всЪ  корни  вещественные  и  одного  знака» 
что  узнается  по  раскрыт1и  уравцен1я  по  числу  перем'Ьнъ  зваковъ  его 
коэффищентовъ.  Если  п  перем'Ьнныхъ  связаны  т  услов1ами,  то  это  урав* 
нен1е  будетъ  степени  п — т,  и  въ  определителе  вс^  элементы,  наю- 
дяпцеся  въ  аерес'Ьчен1и  послЪднихъ  т  строкъ  съ  последними  т  столб^ 
цами,  будутъ  нули,  а  неизвестная  входитъ,  и  оритомъ  въ  первой  сте- 
пени, только  въ  элементы  расположенные  по  главной  ддагонали,  какъ 
н  для  случая,  когда  п  переменныхъ  независимы.  Если  некоторый  уедо* 
В1я  даны  въ  форме  неравенства:  9>{х^ >  х^^  ••*  х^>0^  то  онъ  пода- 
гаетъ  д>{х^ ,  а;^ ,  • . .  а:^)  =  х^^ ,  что  для  вещественныхъ  значвн1Й  пере- 
менныхъ  равносильно  данному  услов1ю,  и  такимъ  образомъ  задача  сво« 
дится  къ  обыкновенной  задаче  объ  относительныхъ  шах1юа  и  т1П1юа. 
Это  замечан1е  мне  раньше  тоже  нигде  не  встречалось.  Оба  эти  отде- 
ла ванимаютъ  почти  четвертую  часть  всего  курса;  часть  о  тах1та  и 
т1П1та  разбита  на  15  гдавъ;  по  этому  уже  можно  судить  какъ  деталь- 
но она  разработана.  Собственно  курсъ  Вар1ац10ннаго  исчисдеН1Я  разби- 
вается на  четыре  части:  сперва  введен1е,  разбивающееся  на  две  главы: 
первая  имеетъ  назначешемъ  указать  связь  задачъ  Вар1ацюннаго  исчи- 
слен1я  съ  обыкновенной  теорхей  тах1та  и  т1П1та,  для  чего  трактуется 
задача  о  плоской  кривой,  описывающей  при  вращен1и  около  прямой, 
взятой  въ  той-же  плоскости,  поверхность  наименьшаго  объема,  по  спо- 
собу этой  теорш,  разсматривая  сперва  многоугольникъ  и  варехода  ио- 
томъ  къ  пределу,  когда  число  сторонъ  становится  безконечно-большимъ; 
вторая  глава  посвящена  тому,  чтобы  дать  общее  понят1е  о  задачахъ 
варкацюннаго  нсчисден1я.  Затемъ  первый  отделъ,  разбитый  на  15  главъ* 
посвященъ  абсодютныиъ   тах1та  и  т1П1та    простого  интеграла    вида 

Р{зо ,у;х\ у) йг,     где     ^'  =  -^г ,   у'  =  -^ •    Этотъ    отделъ    содер- 

жить  много  ценныхъ  разъяснен1й,  а  главы  УШ— XIII  содержать  и 
новое.  Вейерштрассъ  иоказываетъ  сперва  на  чаетномъ  примере,  ммеи* 
но  на  задаче  Ньютона  о  теле  вращен1я,  поверхность  вотораго  вотре^ 
ч«етъ  наименьшее  оопротнвден1е  отъ  жидкой  среды^  т^  которой  дви** 
жется,  что  необходимыя  условш,  выводимые  изъ  ра8емотрен1я  второй 
вар|ац1м,  недостаточны,  и  даетъ  новые  критер1и.  Второй  отд^дъ  изъ 
10  гдавъ  а41евящевъ  задаче  объ  иаоперяметрахъ,  причемъ  Вейерштрасъ 
развнваетъ  свои  критерии  и  для  этого  случая;  дакоиецъ  последней,  тре«- 
Т1Й  отделъ,  лзъ  двухь  гдавъ,  лосвященъ  тому  случаю,  когда  фуямцЫ, 
ВХ0ДЯЩ1Д  в&  выраавем1е,  стоящее  додь  знаммъ  мнтез^рала,  м  ихъ  лро^ 
изводныя  сыпаны  ураааенишм. 


I 
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Въ  1885  г.  ему  исполнилось  70  лФтъ;  по  уставу  х^ериансвихъ  уни- 
верситетовъ  этотъ  возрастъ  даетъ  ораво  профессору,  сохраняя  зван1е, 
не  читать  бод'Ье  деБЦ1Й.  Вейерштрассъ  воспользовался  этимъ  правомъ 
и  у^зжалъ  въ  Итал1ю,  но  не  на  долго:  по  слованъ  С.  В.  Ковалевской, 
съ  которой  я  встретился  въ  1887  году,  онъ  соскучился  безъ  лекщй  и 
опять  сталъ  читать  ихъ;  но  едвали  это  долго  продолжалось;  по  край- 
ней и^рф  въ  предислов1и  къ  I  т.  Ма1Ь.  ^У^егке,  отъ  15  мая  1894  г., 
онъ  говоритъ,  что  пять  лЪтъ  назадъ  онъ  решился  издать  полное  со- 
бран]е  своихъ  сочинен1Й,  но  едва  принялся  за  работу,  кавъ  его  посе- 
тила упорная  болезнь,  которая  на  несколько  л^тъ  сд'&лала  его  совер- 
шенно неспособнымъ  въ  работе,  и  только  съ  прошлаго  лЪта  т.  е.  въ 
1893  г.,  состоян1е  здоровья  позволило  ему  вновь  приняться  за  изданме 
своихъ  сочинен1Й  при  содМств1и  Авадем1и,  какъ  сказано  выше,  за  ко- 
торыиъ  онъ  къ  ней  обратился,  боясь  не  дожить  до  окончан1Я  И8дан1я. 
Опасешя  его,  какъ  видииъ,  оправдались  и  его  не  стало  прежде,  ч^мъ 
окончилось  печатан1е  III  тона  его  сочинешй.. . . 


Профессоръ  М.  Тихомандрйцкш. 


Харыовъ, 
27  февр&дд  1897  г. 


Ровно  черезъ  м^сяцъ  посл^  того,  кавъ  прочитана  была  эта  р']^чь, 
и  после  того,  какъ  уже  пристуцлено  было  къ  ея  печаташю,  нн^  по- 
пался въ  читальне  Университета  тольво-что  накануне  полученный  №  16 
„УегЬапс11ип§еа  (1ег  РЬу81каИ8сЬеп  (тезеИзсЬа!!;  ги  ВегИп",  содержаи][1Й 
отчетъ  о  заседан1и  5-го  марта  (нов.  стиля)  1897  г.,  наибольшую  часть 
котораго  занииаетъ  речь  Б.  Ьатре:  „2ит  Сге(1&сЫп188е  уоп  Каг1  ТУехег- 
зи^азз*',  прочитанная  въ  этоиъ  заседан1и  и  содержащая  иного  иптерес- 
ныхъ  сведен1й  о  жизни  и  деятельности  Вейерштрасса,  а  также  характе- 
ристику его  какъ  учителя  и  человека,— сведен1й,  почерпнутыхъ  какъ  изъ 
докуиентальныхъ  источниковъ,  такъ  и  изъ  личныхъ  сношешй  съ  людь- 
ми, близко  знавшими  покойнаго  ученаго,  тогда  какъ  у  меня  подъ  ру- 
ками было  лишь  то,  что  помещено  о  немъ  въ  ВгаиизЬег^ег-ргодгошт 
и  въ  „Сопуег§а110П8-1ех1коп^  Меуег'а,  да  кое-кашя  отрывочный  све- 
ден1я,  попадающгяся  съ  статьяхъ,  напечатанныхъ  въ  первыхъ  двухъ 
томахъ  его  Ма(;Ь.  \Уегке.  Такъ  кавъ  весьма  интересная  речь  г-на  Лам- 
пе, будучи  напечатана  въ  спец1альномъ  издан1и,  можетъ  быть  не  легко 
доступна  иному  читателю,  то  я  позволю  себе  пополнить  мою  речь  не- 
которыми заимствованными  оттуда  бюграфическими  сведешямн. 
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Еарлъ  Вейерштрассъ,  католическаго  вЪроиспов^дан1я,  былъ  старшШ 
сынъ  бургомистра  города  Остенфедьда,  у  котораго  были  еще  одинъ 
сынъ,  Петръ  Вейерштрассъ,  теперь  ирофессоръ  фидологш  въ  Бреслав- 
скоиъ  Университете,  и  дв'Ь  дочери,  Клара  и  Елизавета.  К.  Вейер- 
штрассъ былъ  холостъ;  его  сестры  проживали  вмЪст^  съ  нииъ  въ  Бер- 
лине; одна  изъ  нихъ,  Клара,  уиерда  за  годъ  до  его  кончины,  посл*]^- 
довавшей  отъ  болезни  легкихъ,  бывшей  сл'Ьдств1емъ  инфлюэнцы,  иос']Ь- 
тившей  передъ  т'Ьнъ  его  донъ.  Посл^дн1е  годы  своей  жизни  онъ  не 
ногъ  ходить  и  проводидъ  все  времл  дома,  въ  кресдахъ  на  кодесахъ 
(Во1181;иЫ).  Бывш1е  а;^гда  въ  Берлин']^  ученики  его,  собравшись,  поста- 
новили,  чтобы  ежедневно  одинъ  изъ  нихъ  посЬщалъ  любинаго  учителя, 
чтобы  доставить  ему  въ  бес']Ьд'Ё  развдечен1е,  такъ  какъ  онъ  дюбилъ  об- 
щество, и  отнюдь  не  былъ  исключительно  кабинетнымъ  ученымъ,  какъ  то 
можно  было-  о  немъ  думать,  судя  по  наружному  виду,  и  какимъ  онъ 
мн^  лично  действительно  представлялся.  Въ  гимназ1и  онъ  давалъ  отъ 
28 — 30  уроковъ  въ  неделю,  и  не  смотря  на  то,  находилъ  время  зани- 
маться наукою;  подъ  старость  онъ  съ  любовью  вспоминалъ  время  сво- 
его учительства.  Въ  18^54  г.  Еенигсбергск1й  Университетъ,  по  предло- 
жен1ю  извЪстнаго  профессора  Ришело,  удостоилъ  его  степени  доктора 
Ьопог18  саиза.  Чрезъ  два  года  после  того  онъ  отправился  съ  ученою 
целью  въ  Берлинъ,  гд^  въ  то  время  открылось  место  преподавателя 
математики  въ  Технологическомъ  Институт'е  (Сге^егЬе1П8и1и1),  на  ко- 
торое онъ  былъ  назначенъ  29  мая  того  же  года,  а  12  ноября  того  же 
года  былъ  назначенъ  и  экстраординарнымъ  профессоромъ  Университета; 
въ  Академ1Ю  былъ  избранъ  около  того  же  времени,  а  вступительную 
речь  читалъ  9  1юля  1857  г.  (день  Лейбница).  Въ  Институте  онъ  имелъ 
12  лекщй  въ  неделю:  6  часовъ  по  Аналитической  Геометр1и  и  6  ча- 
совъ  по  Дифференщальному  и  Интегральному  исчислен{ю;  здесь  Наш- 
Ьиг^ег  и  8сЬт?аг(2  сделались  его  ревностными  учениками.  Въ  Универси- 
тете онъ  читалъ  ежегодно  одинъ  курсъ  риЬИсе  и  по  крайней  мере 
одинъ  рг1Уа11т,  предметомъ  которыхъ  были  сперва  теор1я  эллиптиче- 
скихъ  функщй  (сначала  по  Якоби;  функщи  р(и)  и  6{и)  появились  впер- 
вые въ  курсе  1862—63  года);  геометрическая  оптика,  короткое  время 
после  смерти  Штейнера  синтетическая  геометр1я,  пока  не  установился 
окончательно  полный  циклъ  его  курсовъ:  по  теорхи  функщй  вообще, 
по  теор1и  эллиптическихъ  функщй,  по  теор1ямъ  гиперэллиптическихъ 
и  Абелевыхъ  интеграловъ  и  по  вар1ац10нному  исчислен1ю. 

Множество  лекщй  по  высшимъ  наукамъ  и  усиливш1яся  съ  перехо- 
домъ  въ  Берлинъ  собственный  ученыя  занят1я  сильно  разстроили  его 
нервную  систему,  съ  нимъ  стали  делаться  головокружен1я  и  обмороки  ^); 


^)  Это  было  причиною,  что  съ  1862  г.  овъ  стадъ  ириб^гать  къ  помощи  студентовъ, 
жогда  нужно  было  писать  формулы  на  доск^. 
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всл'Ьдств1е  4614)  по  требова111Ю  пользовавшихъ  его  врачей  онъ  долженъ 
бнлъ  съ  1862  года  сократить  свою  преподавательскую  деятельность, 
и  въ  Институт]^  онъ  былъ  временно  зан'^^щенъ  Аронгояьдомъ,  хотя  чис- 
лился тамъ  преподавателеиъ  до  1864  г.,  когда  была  учреждена  въ  Бер- 
линскомъ  Университет*,  нарочно  для  него,  третья  ординатура  по  ма- 
тематик*.  Какъ  известно,  подъ  его  редакщей  изданы  сочинен1я  Штей- 
нера  и  6  посл*]Бднихъ  тоиовъ  сочинен1Й  Якоби;  кром*  того  первое  вре- 
мя по  смерти  Борхардта  онъ  принималъ  вм^стЬ  съ  Кронекеромъ  учас- 
Т1е  въ  редактирован1и  журнала  Креля. 


Прилагаемый  при  семъ  портретъ  Вейерпгграсса  представяяетъ  уве- 
личенную фотографонъ  А.  Федецкимъ  въ  Харьков*  конто  съ  фотогра- 
фической карточки,  прюбр^тенной  мною  въ  Берлин*  зимою  1884  г.  и 
очень  похожей  на  Вейерштрасса  въ  то  время;  когда  же  именно  снята 
^та  фотограф1я  мн*  осталось  явизв*стнымъ. 

М.  Т. 

29  Марта  1В07  г. 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


о  разложен1и  данной  Функц1и  въ  рядъ 
по  гармоническимъ  оункщямъ. 


В.  А.  Стеклова. 


1. 

1.  Вообразимъ  н']^которую  область.  (В)  пространства,  ограниченную 
замкнутой  поверхностью  (5). 

Можно  показать,  что  для  каждой  данной  области  (2)),  по  крайней 
М'Ьр'Ь  въ  томъ  случа*,  когда  поверхность  (5')  кониексна  иим4етъ  опре- 
д'Ьленную  касательную  плоскость  и  конечную  кривизну  въ  каждой  точ- 
к^,  существуетъ  безчисленное  множество  различныхъ  между  собою  по- 
ложительныхъ  чиселъ  к,  каждому  изъ  которыхъ  соотв'Ьтствуетъ  един- 
ственная, вполн*]^  опред']^ленная,  конечная  и  непрерывная,  вм^Ьст*]^  съ  ея 
производными,  фувкц1я  V  координатъ  X,  у  у  0,  удовлетворяющая  усло- 

В1ЯМЪ 

Аи+ки=0  внутри  (2)),  (1) 

,       3 — \-Ы1=0         на  поверхности  (5),  (2) 

оп 

Гр2^г-=1.  (3) 

Въ  этихъ  формулахъ  употреблены  сл*дующ1я  обозначен1я:  А  озна- 
чаетъ  знакъ  операши  вида 

п  есть  напраилен1е  внешней  нормали  къ  поверхности  (5),  К  есть 
положительная  яестояиная,  Лт  есть  элементъ  объема  области  (I)),  на 
которую  распространяется  интегралъ  л^вой  части  равенства  (3). 

4* 
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Н']Ькоторыя  данныя  для  доказательства  существован1я  функщй  Л 
читатель  можетъ  найти  въ  мемуар'Ь  Н.  Ро1псагё:  „Зиг  1е8  ёдиаиопз 
(1е  1а  РЬу81дие  МаI:Ьёта^^^ие"  и  въ  моей  стать'Ь:  „^Э  дифференц1альиыхъ 
уравнен1яхъ  Математической  Физики",  напечатанной  въ  Математиче- 
скомъ  Сборник*  за  1897  годъ. 

Въ  настоящемъ  изсл']^дован1и  я  остановлюсь  главнымъ  образомъ  на 
двухъ  пред']^льныхъ  случалхъ,  когда 

А  =  0,  или  А  =  оо. 

Въ  первомъ  случа**  услов1е  (2)  приводится  къ  виду 

3—  =  О        на  поверхности  (В) , 

он 

ВО  второмъ 

?7=0        на  поверхности  (5). 

3.  11осл*дн1Й  случай  подробно  изсл']^дованъ  Н.  Ро]псаг6  въ  вышеупо* 
мянутомъ  мемуар'Ь. 

Н.  Ро1Псагё  доказалъ,  что  для  всякой  области  (I)),  ограниченной 
какой  угодно  замкнутой  поверхностью^  существуетъ  безчисленное  мно- 
жество положительвыхъ  чиселъ 

И  ииъ  соотв']^>тствующихъ  функщй 

^1  »     ^2  »  •  '  •   »  ^^в  »   •  •  •  » 

удовлетворяющихъ  услов1ямъ 

Щ  +  К^е--^         внутри  (2)),  (4) 

с,  =  0        на  поверхности  (/8),  (5) 


I 


П1йг  =  1 .  (6) 

(5-1,2,  3,...  со) 


Функщй  1]^  Н.  Ро1псагё  называетъ  гармоническими  функцгями,  а  имъ 
соотв'Ьтствующ1я  числа  к^  характеристическими  числами  этихъ  функц1Й 
для  данной  области. 

Мы  удержимъ  то  же  назван1е  для  чиселъ  к^,  а  функщй  11^  будемъ 
называть  гармоническими  функцгями  перваго  рода. 
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Числа  1^^  неопред']^ленно    возрастаютъ    еъ  возрастан^емъ    значка    $  и 
при  достаточно  большоиъ  ^ 

К  >  аз'  ,  (7) 

гд%  а  есть  конечное  положительное  число,  независящее  отъ  числа  «. 
Следовательно, 

•=00 

Фтнкщи  17,  удовлетворяютъ  сл-Ьдующимъ  услов1ямъ 

^П^и^Л^  =  0  (8) 

при  г  и  5,  не  равныхъ  между  собою. 

Назовемъ  черезъ  &  известную  функщю  Грина,  вполн-Ь  опред^^ляемую 
следующими  услов]ями: 

1.  Сг  есть  функц1я  двухъ  системъ  координатъ 

X,  у,  в        и         ё,  7,  ^, 

конечная    и    непрерывная    во  всЬхъ   точкахъ   области    (2))    за  исклю- 
чен1емъ  точки 

гд^Ь  О  обращается  въ  оо. 

2.  Разность 

гд-Ь 

остается  конечной  при  г  =  0. 

3.  Внутри  области  {В)  функщя  О  удовлетворяетъ  уравнен1Ю  Лапласа 

4.  На  поверхности  (5)  &  удовлетворяетъ  услов1Ю 
Каждую  изъ  функц1Й   Ц^  можно  представить  прдъ  видомъ 


Т1=к^[аГ'^йг\ 


(9) 
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гд^  17^  иредставдяетъ  выражен1е  функщц  П^  посд^  зам'&ны  перем^Ьн- 
ныхъ  X,  у,  е  соответственно  черезъ  §,  ч»  ^»  а  йт'  есть  алементъ 
объема  области  (I)),  на  которую  распространяется  интегралъ  правой 
части  этого  равенства,  ори  интегри1я>ваН1И  по  перем'Ьнныыъ  ^,  9/,  ^. 

Назовемъ  черезъ  I  наибольшее  изъ  разстоян1й  между  двумя  точками 
области  {!)). 

Какъ  изв'Ьство, 


I 


Если  (р  м  гр  суть  как1я  либо  функц1и  координатъ,  то 
I  19^^с?т|   <  I  <рЧх  I  у>Чх. 

Это  неравенство  называютъ  обыкновенно  веравенствомъ  ЗЬ^шг'а. 
Но  для  случая  одной  11ерем']^нной  оно  доказано  В»  Я.  Буняковскимъ 
еще  въ  1859  г.  *). 

Пользуясь  этииъ  веравенствомъ.  получаемъ  [равенство  (9)] 

\К<КЯ^  (10) 

ибо  по  уСЛ0В1Ю 


\гт1аг  = 


1. 


Нераненствомъ  (10)  намъ  придется  пользоваться  впосл'Ьдств1и. 

3.  Разсмотримъ  второй  случай,  когда  Л  =  0. 

Въ  моемъ  сочинен1и  „О  дифференц1альныхъ  уравнешяхъ  Математи- 
ческой Физики '^  я  показалъ,  что  для  всякой  области,  ограниченной 
конвексной  поверхностью,  уклонен1е  которой  отъ  сферы  не  превосхо- 
дитъ  н'Ькотораго  пред'Ьла,  существуетъ  безчисленное  множество  воло* 
ждтедь^ыхъ,  нераввыхъ  между  собою  чиселъ 

^1  »       ^2  »  '  *  *  »     *  »  *  *  * 

И  имъ  соотв']^тствующихъ  функц1й 

к  1  ,         ^2  ,  •  •  •   ,    К^,  ,  .  .  .  , 


*)  Си.  ст.  проф.  к.  Андреева:  ^^которыя  обобщен1л  въ  вопрос^  о  разложеви  опре- 
д'Ьлениаго  интеграла  по  фориул'Ь,  п]^едложенцой  П.  Л.  Чебышевымъ*'.  Сообщ.  Харьк. 
Мат.  Общ.,  1883  г. 
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удовлетворяющихъ  услов1ям-ь 

^'^,  +  КУ,  =  0        внутри  (В),  (11) 

дГ, 

-т—  =  0        на  поверхности  (8) ,  (12) 

пи 


I 


Г;ат  =  1 .  (18) 

(«  =  1,2,3, ...,оо) 


Фувкцш  Т^  мы  будемъ  называть  гармоническими  функцгями  второго 
родйу  а  ивгь  соотв'Ьтствующ^я  числа  Я^  характеристическими  числами 
этихъ  функций  для  данной  области  {В). 

Гармоническ1я  функц1И  второго  рода  существуютъ  по  всей  вероят- 
ности для  любой,  по  крайней  мЬрЪ,  конвексной,  поперхности,  но  мы 
не  им^емъ  строгаго  доказательства  этого  общаго  предположен1я,  хотя 
для  н'Ькоторыхъ  прост^йшихъ  случаевъ:  цилиндра,  эллипсоида  он^  мо- 
гутъ  быть  построены  при  помощи  функц1й  Весселя  и  Ляме. 

Числа  Х^  (такясе  кахъ  и  въ  нредыдуп^емъ  случа-Ь  к^  неопределенно 
возрастаютъ  съ  безпредЬльнымъ  возрастанхемъ  числа  $  и  при  ^  доста^ 
точно  большомъ 

К>Ь8^.  (И) 

гд*!^  Ь  есть  конечная  положительная  постоянная,  независящая  отъ  числа  $ 
Тавимъ  образомъ 

Фунвщи   Г^  удовлетворяютъ  уСЛ0В1ЯМЪ 


1- 


при  всякихъ  г  и  5 ,  не  равныхъ  между  собою. 

Въ  вышеупомянутомъ  соч.:  „О  дифферевщальныхъ  уравнев1яхъ  е1с/ 
л  доказалъ    существованхе    функщи     ^,     определяемой     следующими 

ТСЛ0Б1ЯМИ: 

].  ^  есть  функщя  дмухъ  системъ  координать 
ос,  у,  г         н         ё,^,Ь, 
конечная  и  непрерывная  во  всей  области  (2))  за  исключен1емъ  точки 

л?  =  ^.        У  =  ^,        ^  =  ?, 
гд*  «7  обращается  въ  сзо. 
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2.  Разность 


4лг ' 

остается  конечной  при  г  =  0. 

3.  Внутри  области  (I))  функщя  ^  удовлетворяетъ  уравненхю 

гд*  I)  есть  величина  объема  области  (2)). 

4.  На  поверхности  (5)  ^  удовлетворяетъ  услов1Ю 

дп 

о.  Интегралъ  отъ  функщи  ^ ,  распространенный  на  всю  область  (2)), 
равенъ  нулю,  т.  е. 


Г/^т  =  0. 


Функщя     ^    симметрична    относительно     иерем']Ьнныхъ    Ху  у,  ^?  и 
^,  ^,  ^  и 


I 


ОЧг<Я,  '  (15) 


гд1>  ^  есть  положительная  постоянная,  зависящая  только  отъ  размЪ- 
ровъ  области  (2)). 

Неравенство  (15)  справедливо  для  любой  точки  §,  7,  ^,  лежащей 
внутри  области  (2)). 

Пользуясь  функц1ей  ^',  мы  можемъ  представить  каждую  изъ  функцШ 
Г,  подъ  видомъ 


;=^,|е7г;с?т'. 


Отсюда,  наосноваши  (15),  заключаемъ,  что  для  любой  точки  внутри  (2)) 

\У.\<КЯ'  (16) 

4.  Въ  настоящемъ  изсл'Ёдован1и  мы  займемся  вопросомъ  о  разложеши 
данной  функц1и  (  въ  ряды  по  гармоническимъ  функц1ямъ  перваго  и 
второго  рода. 
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Начнемъ  съ  гармоничесвихъ  фунБщй  перваго  рода  V,- 
Пусть  /*  есть  заданная  функщя  координатъ. 
Положииъ 


н  составимъ  рядъ 


^»=У^,^'^  (*=1,2,...) 


1;^-^-- 


*=1 


Въ  третьей  части  вышеуномянутаго  мемуара:  „8иг  1е8  ёдиа^оп»  е1с. 
Н.  Р01псаг6  выскавываетъ  следующую  теорему: 
Рядъ 


1^-» 

Е^'^' 


предспкм.гяетъ  разложенге  функцги  /*  по  функцгямъ  Л^  всякгй  разъ, 
когда  этотъ  рядъ  сходится^  хотя  бы  и  не  абсолютно  и  не  равномгьрно. 

Довазательство  этой  теоремы  весьма  сложно  и  искусственно. 

Сверхъ  того,  каЕъ  мы  сейчасъ  увидимъ,  оно  и  не  строго. 

Въ  первой  части  не  разъ  упоминавшагося  мемуара:  „8иг  1е8  ёдиаиоп8 
8^45."  Н.  Ро1псагё  доказываетъ  следующую  теорему: 

Существуетъ  единственная,  вполн*  опред'Ьленная  функд1Я  V  коорди- 
натъ, удовлетворяющая  услов1Ямъ 

ЛV-['кV'\'(=0  внутри  (I)),  (17) 

г;  =  О  на  поверхности  (/8) ,  (18) 

гд-Ь  /*  есть  заданная  функц1я  координатъ,  конечная  и  непрерывная  вм1ьстп> 
со  своими  производными  перваго  порядка  внутри  области  (2>) ,  а  к  есть 
н'Ькоторая  постоянная. 

Функщя  V  представляется  въ  вид*  абсолютно  и  равномерно  сходя- 
щагося  ряда 

ГД-Ь  г^(л  =  0,  1,  2,...)  суть  функщи  координатъ,  опред^ляемыя 
равенствами 

^0=      0('Лг\  г;„=      6г\_^ат'^ 
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Рялъ  (Пх)  сходится  для  вс^хъ  зиачешй  к,  пока 

гд'Ь  к^  есть  некоторое  опред^^ленное  положительное  число. 

Вообще  же,  интегралъ  уравнен1Я  (17)  при  условен  (18),  разсматрн- 
ваемый  БаБъ  функц1я  параметра  к,  есть  мероморфная  функщя  к  съ 
простыми  полюсами,  которыми  служатъ  характеристическ]я  числа 
4,(5=1,  2,...  )• 

Доказательство  выпхеу  помянутой  теоремы  о  возможности  разложен1я  дан- 
ной функц1и  въ  рядъ  по  гармоническимъ  можно  разд']^лить  на  дв'Ь  части. 

Въ  первой  части  Н.  Рошсагб  старается  доказать,  что 

]^тVк  =  —  /", 

если 

к  =  -а\        а  =  /9  +  е7*).         /^>0. 
Для  этого  онъ  представляетъ  функщю  V  въ  вид*!^ 


'  =  |сГйт', 


(19) 


гд*  подъ  в  разум-Ьотъ  обобщенную  функцш  Грина,  удовлетворяющую 
услов1Ямъ  1),  2)  и  4)  §*  2^^,  а  вм-Ьсто  услов1я  4)  следующему 

Аа-\-ка  =  0  внутри  (2)). 

Но  существован1я  функцш  О  Н.  Ро1псаг6  .не  доказываетъ,  ограни- 
чившись зам']^чан1емъ,.  что  это  можетъ  быть  доказано  соображен1ями, 
аналогичными  т^мъ,  при  помощи  которыхъ  доказывается  существо- 
ван1е  фуцкц1и  ь. 

Можно,  действительно,  показать,  что  вопросъ  объ  опред4лен1и  функ- 
Ц1И  V,  удовлетворяющей  услов1ямъ  (17)  и  (18),  и  задача  объ  опред^- 
лен1и  функц1и  г€  при  помощи  услов!й 

^го-\-кгV  =  0         внутри  (/)),  (20) 

и;  =  ^        на  поверхности  (в)  (31) 

эквивалентны,  если  (  есть  также  заданная  функцгя  координатъ  точекъ 
поверхности  (8),  независящая  отъ  параметра  к. 
Полагая 

^  =  ^1  +  7—' 


♦)  Черезъ  г  обозначенъ  |/ — 1 . 
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Н.  Ро1псагё  сводитъ  опред4лен1в  функд1и  Сг  къ  опред-Ьленш  непрерывной 

внутри    (2))   фуНКЩИ    6?!    при    помощи    УСЛ0В1Й 

АО^+ка^==^0        внутри  (В) , 

6?!  =  —  — —        на  поверхности  (ЙО- 

Услов1я  эти  по  вн-Ьшнему  ви;5у  того  же  типа,  что  и  (20),  и  (21),  но 
въ  данномъ  случа-Ь  роль  /*  играетъ  функщя 


4лг 


зависящая  отъ  параметра  к- 

Къ  разсматриваемому  случаю  нельзя  непосредственно  прим'Ьнять  суж- 
ден1я,  0ТН0СЯЩ1ЯСЯ  къ  доказательству  существован1я  функщи  ю  Гус- 
лов'1Я  (20)  и  (21)]. 

Необходимы  дополнительныя  изыскан1я,  которыхъ  я^тъ  въ  мемуар-^Ь 
Н.  Ро1псагё  и  безъ  которыхъ  рискованно  утверждать,  что  6г^  есть  ме- 
роморфная  функц1я  к  съ  простыми  полюсами,  которыми  служатъ  числа  Х;^. 

Поэтому  и  исходное  равенство  оказывается  недоказаннымъ  съ  над- 
лежащей строгостью. 

Но  допустимъ,  что  оно  справедливо,  и  что  вс]^  дальнМш1я  сообра- 
жен1я  разсматриваемой  части  доказательства  интересующей  насъ  теоре- 
мы вполн*  строго  приводятъ  къ  выводу,  что 

Ит  !;*  =  —  /', 

если 

й  =  — аЗ,         а  =  /9  +  /Ь         /^>0. 

Переходимъ  ко  второй  части  доказательства. 

Зд-Ьсь  Н.  Ро1Псагё  доказываетъ  прежде  всего,  что  рядъ 


I 


■^Л>'     .) 


8—\ 


1к,{к—к,) 


сходится,  если  /*  обращается  въ  нуль  на  поверхности  (5),  рядъ 


П'к  —  к^ 

8-\ 


*)  Въ  этой  формул']^ 


Л=       /"^в^^  («  =  1,2,...) 
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сходится,  если 

/*=0,  4/*=  О  на  поверхности  (/5). 

Зан']Ьтйвъ,  что  интегральные  вычеты  мероморфной  (относительно  к) 
функц1и  V  суть 

—  -4,17,,  (.=1,2,...) 

и  пользуясь  известной  теоремой  Миттагъ-Лефлера,  Н.  Рогасагё  полагаеть 

*=1 

въ  первомъ  случае  [/"=0  на  поверх.  (5)]  и 

«-1 

во  второмъ  1[/'=0,   Л(=0  на  поверхн.  (5)],  гд*  Е(к)  есть  голоморф- 
нал  функщя  А;,  зависящая  также  и  отъ  координатъ  ^,  ^,  л. 
Зам']^тивъ  это,  онъ  останавливается  сначала  на  второмъ  случа'Ь,  когда 

/*=0,  А^=0         на  поверхности  (5), 

и  старается  определить  функц1Ю  Е{к)' 
Положимъ 

и  назовемъ  черезъ  г^  функщю  координатъ,  опред']^ляемую  услов1Ями 
^«'р  +  Ьр  +  /),  =  0        внутри  (2)), 
1;^  =  О         на  поверхности  (^8) . 

По  предыдущему  такая  функц1я  существуетъ,  если  /^  есть  непрерыв- 
ная функцгя  координатъ  вмгьсшгь  со  своими  первыми  производными. 

Последнее  обстоятельство  несомненно  имеетъ  м'Ьсто  при  всякомъ 
данномъ  р,  конечномъ  и  определенномъ. 

Не  трудно  убедиться,  что  функц1Ю  г;-можно  представить  подъ  видомъ 
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Это  равенство  справедливо  при  всакомъ  данномъ  р . 
Отсюда  Н.  Р01псагё  посп'Ьшно  заключаетъ,  что 


'='^'^['^-1т^У 


Во  первыхъ,  если  Ит/*  или,  что  тоже,  рядъ 

1>  =  оо 


2^.^.' 


есть  рядъ  просто  сходящхйся,  то  нельзя  утверждать,  что  г^  им-Ьеть 
пред^Ьлъ,  а  если  и  можно  считать  несомн'1^ннымъ,  что  V^  стремится  къ 
опред'Ёленному  пред'Ьлу  и;,  то  нельзя  утверждать,  что  эта  пред']&льная 
функщя  удовлетворяетъ  уравнен1ю 

г4и^  +  йи?  +  Ит/'  =0        внутри  (I))  (24) 

р  =  оо 

при  условш 

г(;==0        на  поверхности  (5). 

Существован1е  функщи  г?,  удовлетворяющей  этимъ  услов1ямъ,  мо- 
жетъ  быть  доказано  только  въ  томъ  случа*,  если  /*[см.  услов.  (17) 
и  (18)]  есть  непрерывная  функщя  координатъ  вм']^сг]^  со  своими  пер- 
выми производными. 

Если  же  рядъ 

00 

сходится  неравном'Ьрно,  то 

оо 
в=г1 

можетъ  дать  и  прерывную  функфю  и  неим^ющую  лроизводныхъ,  а 
потому  и 

го  =  Нт  Ур 

можетъ  дать  въ  пред-Ьл*  (если  только  такой  существуетъ)  функц1Ю  г€ , 
не  удовлетворяющую  уравнен1Ю  (24). 
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Дал^е,  при  всякомъ  конечномъ  р 


^^  л,ц,  ^    ^КАУ. 


Ьк  —  к,' 

1  "  1 


^к  —  й- 

1  ' 

Но  отсюда  не  сл-Ьдуехъ,  что  и 

1ик  —  Тс^  1^к  —  к^' 

А  въ  такомъ  случае  нельзя  утверждать,  что 

1  1 

Перейдя  къ  пред']^лу,  ыы  можемъ  действительно  получить  функщю 
V  ,  имеющую  т']Ь  же  простые  полюсы,  что  и  «; ,  и  Т'Ь  же  интегральные 
вычеты,  но  не  удовлетворяющую  уравнен1Ю  (17);  быть  можетъ  даже  не 
имеющую  производныхъ  и  могущую  отличаться  отъ  V  на  какую  угод- 
но голоморфную  по  к  функщю  Е^{к)' 

Сл']^довательно,  мы  не  им^емъ  вообще  права  полагать 

Е{к)  =  Мть^-=и)  (25) 

за  исключен1емъ    того  случая,  когда    (какъ    это    прямо    сл-Ьдуеть    изъ 
предыдущихъ  соображен1й) 

есть  функщя  координатъ,  конечная  и  непрерывная  вм^стЪ  съ  ея  пер- 
выми производными. 

Это  же  обстоятельство  можетъ  считаться  несомнЪннымъ  только  при 
допущен1И,  что  ряды 

\лп  \л^^'         \л^^'        \л^^'         (Ш 

^^«^-    1^'Тх^    1^'"^'    ь^'-ц     ^^^^ 

8^1  «=1  .9=1  8=1 

сходятся  равном'Ърно. 

Только  при  этихъ  допущешяхъ  справедливо  и  равенство  (25)  и 
следующее  изъ  него  заключеше,  что 


«=1 
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По  изсл^довашямъ  Н.  Ро1Псагё  ряды  (26)  сходятся  абсолютно  и  рав- 
номерно, если  ч 

/=0,      Л(=0,      Л^=0,      Л^(=^0      на  поверхности  (8),     (28) 

гд^    Л^  и   Л^о(^оъЕд^ч^\.V^^ь^^ъд^жюля'^^/V^ЖАУ^  повторенную  операц1ю  Л. 
Поэтому  для  доказательства  справедливости  равенства    (27)  недоета- 
точно  двухъ  условШ 

/•=0,        лг=о, 

какъ  это  несправедливо  нолагаетъ  Н.  Ро1всагё. 

Коль  скоро  равенство  (27)  доказано,  то,  пользуясь  соотв']^тствующимъ 
образомъ  ареддоженгемъ  первой  части  доказательства  ""Х  можно  убе- 
диться, какъ  показы ваетъ  Н.  Ро1псагё,  что 


иди 


^ш[^-|лР,]=о, 

оо 


Т.  е.  функщя   (  разлагается    въ  рядъ    по  гармоническимъ    функц1ямъ 
перваго  ряда. 

Дал^е  Н.  Ро1псагё  разсуждаетъ  сл^дуюп^имъ  образомъ. 

Такъ  какъ  функц1я 


г;о=Гс/'йг  , 


где  О-  есть  обыкновенная  функщя  Грина,  удовлетворяетъ  услов1яиъ 
г7д  =  0        на  поверхности  (16^, 
Ау^  =  ^        внутрк  (2)) , 

то  V^  разлагается    въ  рядъ    по  функд1ямъ   17,,    если  /*  удовлетворяетъ 
только  одному  услов1ю 

/"=0         на  поверхности  (5),  (281) 


*)  Именно 

\\тVк  =  — /", 

к=-оэ 

если 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—    70    — 
т.  е. 


^*^'  (29) 


Зам'1^тимъ,  что  въ  силу  вышесказаннаго  такое   утверждев1е   ие  осно- 
вательно. 

Равенство  (29)  можно  с<)итать  несомн']^нныиъ  лишь  въ  тоиъ  случя% 
если  не  только  V^   и    АV^  равны  нулю  на  поверхности  (5),  но  и 

^2^0  =  ^'        ^3*^0  "^^        ^^  поверхности  (5) 

а  это  вообще  несправедливо,   если   ^/^  и   /1^^  не  обращаются   въ  нуль 
на  той  же  поверхности. 

Продолжаемъ  дал*е  разсужден1я  Н.  Р01псагё. 

Если  /"  обращается  въ  нуль  на  поверхности  (/8),  то 


Выводъ  этого  равенства  точно  также  не  строгъ,  какъ  и  вс4хъ  пред- 
шествовавшихъ. 

Но  допустимъ,  что  справедливость  равенства  (30)  можетъ  быть 
доказана. 

Въ  такомъ  случа']^,  говоритъ  Н.  Ро1псагё, 

8=1  8=\ 

ибо  /*  удовлетворяетъ  равенству  (281). 

Мы  только  что  показали,  что  одного  услов1я  (281)  недостаточно  для 
доказательства  справедливости  равенства  (29). 

Сл']^довательно,  если  даже  признать  справедливыиъ  равенство  (30), 
все  же  равенство  (31)  будетъ  неосновательно. 

Будутъ  неосновательны  и  вс4  сл-Ьдующхе  и.зъ  него  выводы. 

Изъ  равенства  (31),  им-Ьющаго  тотъ  же  видъ,  что  и  (27),  Н.  Ро1П- 
сагё  прямо  заключаетъ,  что 

со 
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коль  скоро  /*  подчинено  одному  услов1Ю  (281)  и  рядъ 


сю 


X 


лл. 


а^8 
в=1 


сходится,  хотя  бы  и  не  равном-Ёрно,  т.  е.  получаетъ  теорему,  выска- 
занную нами  иъ  начал*]^  §'*,  которая  такимъ  образомъ  и  не  можетъ 
считаться  доказанной. 

На  основаши  сказаннаго  мы  приходимъ  къ  заключенш,  что  изъ  вс']^хъ 
сложныхъ  и  не  строгихъ  соображен1й  Н.  Ро1Псагё  можно  вывести  толь- 
ко сл-Ьдующее  предложенхе: 

Функцгя  (  разлагается  въ  рядъ  по  ъармоническимъ  функцгямъ  11^  всякгй 
разъ^  когда  ряды 


в=1 


у,,^,     у^,^,     у^,_*7' 

1л    ^  дх  1л      ,ду  1л    ^  да 

«=1  «=1  в=1 

сходятся  равномпрно,  хотя  бы  и  не  абсолютно, 

И  эта  теорема  будетъ  строго  доказанной  лишь  въ  томъ  случа-Ь,  если 
считать  строго  доказаннымъ  равенство  (19),  или,  что  тоже,  существо- 
ваи1е  функщи  О^,  им']^ющей  'Л  же  простые  полюсы  (относительно  А;), 
что  и  функц1я  V-  Но,  повторяомъ,  строгаго  доказательства  этого  пред- 
дожешя  не  им']^ется  въ  мемуар']^  Н.  Ро1Псагё. 

Въ  деталяхъ  доказательства  Н.  Рошсагб  встречаются  и  друпя  не- 
стропя  заключен1я,  на  одно  изъ  которыхъ  считаю  нелишнимъ  обра- 
тить вниман1е. 

Если  (  ик   Л^  обращаются  въ  нуль  на  поверхности  (Я),  то  ряды 


«=1  «=1 


сходятся  абсолютно  и  равномерно. 
Такъ  какъ 


то,  какъ  утверждаетъ  Н.  Ро1Псаг6, 

8=1  «=1 


(32) 
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Это  равенство,  вообще  говоря,  несвраведдиво. 
Необходимо  еще,  чтобы  ряды 


(33) 


у^^.  уА,Щ  уА^)^ 

*=1  в=1  '  «=1 

СХОДИЛИСЬ  равномерно. 

Въ  самомъ  1^и%  пусть  им']^емъ  два  ряда 

^  =  «0  +  ^1+  •••+^«+---  » 

а  =  г;^  +  VI  +  . . .  +  «;^+  •  •  •  » 
гд*  1*^ ,  г;^  (5  ==  0 ,  1  ,  2  , .  . . )  суть  функщи  координате,  причемъ 
*  г;,  =  ^и,.  (*=ол,2,...) 

Допустимъ,  что 

^^  =  0        на  по^рхности  ()8), 

и  что  каждая    изъ    функщй  1;/5  =  0,  1,.-.)    конечна    и  непрерывна 
внутри  области  {П)  вм-Ьст-Ь  со  своими  производными. 
Въ  такомъ  слу^а-Ь 


и,  =  —  \  О'о^Лх  ' 


(*=0.1,2,...) 


Пусть  ряды  я  и  б  сходятся  равном'Ьрно. 

ПомножиБЪ  обе  части  второго   ряда  на  (Их  и  интегрируя  по  всему 
объему  области  (I)),  получимъ 


[■ 


(увАх  =  —  и^  —  и^  —  ...  —  г<^  . . .  = 

Отсюда 

^5  =  6,  (34) 

если  только  б  есть  непрерывная  функц1я  внутри  области  (I))  ви^сте 
со  своими  первыми  производными. 

Если  же  эти  услов1я  не  соблюдены,  то  равенство  (34)  можетъ  и  не 
быть  справедливымъ. 

Такъ  какъ  Н.  Ро1Псагё  не  доказываетъ  равномгЬрной  сходижости  ря- 
довъ  (33),  то  равенство  (32)  также  нельзя  считать  доказаннымъ. 

а-.  Желая  по  возможности  упростить  доказательство  теоремы  Н.  Ро1П- 
сагё  о  возможности  разложен1я.  данной   функц1и   въ  рядъ    по  гармони- 
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ческимъ,  я  предложилъ  другой  пр1емъ  доказательства,  бол^е  простой, 
въ  стать'Ь:  ,0  разложен1и  данной  функщи  въ  рядъ  по  гармоническимъ", 
нааечатанной  въ  Сообщ.  Харьк.  Мат.  Общ.  за  1896  годъ. 

Я  старался  главнымъ  образомъ  нзб'Ьжать  употреблен1я  обобщенной 
функщи  Грина  О ,  существован1е  которой,  какъ  говорилось  выше,  нельзя 
считать  строго  доказавныиъ. 

Мн'Ь  удалось  достигнуть  этого  и  ви^ст'Ь  съ  тЪмъ  значительно  упро- 
стить доказательство. 

Но  во  время  составлен1я  работы,  я  не-заи'Ьтилъ  нестрогости  второй 
части  доказательства  Н.  Ро1псагё  и  точно  также  сд^лалъ  молчаливо 
н1^которыя  допущен]я,  которыя  счелъ  заг]Ьмъ  доказанными. 

Не  излагая  подробно  предложеннаго  мною  анализа,  я  обращу  вни- 
иаше  только  на  его  заключительную  часть. 

Назовемъ  черезъ  г;^  функш'ю  координатъ,  удовлетворяющую  услов1ямъ 

^^^  +  *«'я  +  Лр  =  0        внутри  (2)), 

Vр  =  0        на  поверхности  (5^), 
гд4 

Для  значешй  |А;|,  меньшихъ  к^^  функц1я  V^  представляется  подъ  ви- 
домъ  ряда 

гд* 

Увеличивая  р  до  безконечности  и  переходя  къ  пределу,  получаемъ 

Итг;    =0.  (в  =  2,з,...) 

р— 00 

Положимъ 

Итг^  =  гОу        Иш  Vр^  =  г€^ ,         Ьт  «^^1  =  га^  • 

Функц1я  V^  въ  предЪл^Ь  обращается,  следовательно,  въ 

«;  =  м'о  +  кг4;^ .  (35) 

Полоаивъ 
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я  утверждаю,  что 

го^  =  ^ОКаг' ,  щ  =  (агр'^Лт' ,  (36) 


иди,  что  тоже, 


Нт  Г(?гГ^йт'^  Г(Я1тЛ;йт'. 


Это  равенство,  вообще  говоря,  справедливо  только  при  допущенхи, 
что  В  есть  непрерывная  функцхя  координатъ,  для  чего  необходимо 
предположить,  что  рядъ 


1;^^:^.  <37) 


»=1 


сходится  равномерно. 

Дад']^е  я  разсуждаю  сл']^дующимъ  образомъ. 

Такъ  кавъ  функщя  го  должна  удовлетворять  уравнешю 

/1ю-{-кго-\'Е  =  0, 

и  такъ  какъ  го^  и  гс^  определяются  формулами  (36),  то,  подставивъ  вы- 
ражен1е  го  (35)  въ  последнее  уравнен1е,  заключаемъ,  что 


и?!  =  0 ,        м'о  =  ^ » 

е. 

^  =  0        и        В  =  0. 

Следовательно, 

8=1 

Это  заключен1е 

справедливо  лишь  въ  томъ  случае,  если 

/Иго^  +  5  =  0,         Аи)^+го^  =  0. 

Первое  же  изъ  этихъ  равенствъ  требуетъ,  чтобы  фунвщя  В  была 
конечна  и  непрерывна  вместе  съ  ея  первыми  производными,  а  для  этого 
не  только  рядъ  (37),  но  и  его  первыя  производныя  по  координатамъ 
должны  быть  рядами  равномерно  сходящимися. 

Такимъ  образомъ  и  вашъ  анилизъ  приводитъ,  строго  говоря,  въ  той 
же  теореме,  что  и  анализъ  Н.  Ро1псагё,  но  за  то  онъ  несравненно  про- 
ще и  строже  последняго. 
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Пр1еиъ,  предложенный  мною,  яиЬеть  еще  и  то  преимущество,  что  онъ 
легко  распространяется  и  на  случай  гармоническихъ  функщй  второго 
рода,  кавъ  это  показано  мною  въ  соч.:  „О  дифференщальныхъ  урав- 
нен1яхъ  Матем.  Физики^. 

Онъ  можетъ  быть  прим']^ненъ  и  къ  самому  общему  случаю  функщй, 
удовлетворяющихъ  услов1ямъ  (1),  (2)  и  (3)  перваго  §"•. 

Метода  же  Н.  Ро1псагё  относится  исключительно  къ  случаю  гармо- 
ническихъ функщй  перваго  рода  и  во  всякомъ  случа^Ь  не  распростра- 
няется на  гармоническ1я  функц1И  второго  рода. 

Сопоставляя  все  сказанное,  мы  можемъ,  такииъ  образомъ,  считать 
строго  доказанной  въ  настоящее  время  следующую  теорему: 

Рядъ 


А,и,,  (38) 

гдп 


К={ги.с1т, 


(*  =  1,2..;.) 


-представ^метъ  разложенге  данной  функцги  /*  въ  рядъ  по  гарманическимъ 
функцьямъ  всякгй  разъ,  когда  этотъ  рядъ  и  ряды 

^      дП,  ^      Щ  ^      дП, 

1^'!^'    1^-Ц'    ^^'^г  ^^^ 

8=1  9=\  8=1 

сходятся  равномпьрно,  хотя  бы  и  не  абсолютно- 

Что  же  касается  услов1й  сходимости  этихъ  рядовъ,  то  мы  можемъ 
утверждать  лишь  следующее: 

Ряды  (38)  и  (39)  сходятся  абсолютно  и  равномпрно^  если  функцгя  /* 
конечна  и  непрерывна  внутри  области  (В)  вмпстп»  со  своими  производ- 
ными первыхъ  восьми  порядковъ  и  удовлетворяетъ  условгямъ 

/"=0,         4/*=  О,         ^.^/'=0,         ^д/'=о        на  поверхности  (8) • 

Всякая  функщя  /",  удовлетворяющая  этимъ  услов!ямъ,  разлагается 
въ  рядъ  по  гармони ческимъ  функщямъ  перваго  рода. 

Подобныя  же  теоремы  могутъ  быть  строго  доказаны  и  для  случая 
гармоническихъ  функщй  второго  рода,  а  именно: 

Рядъ 

00 

а=\ 
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(»=::1,2,8,...> 


Л  =  -^-|/а^»      Л  =  |/*^А. 


представляеть  разложенге  дацной  функцги  (  вь  рядъ  по  гармоническамь 
функцгямъ  второю  рода  всякИл  разъ,  когда  этотг  рядъ  и  ряды. 


1--^'   1^-г    1^-^        <«> 


сходятся  равномп»рно,  хотя  бы  и  не  абсолютно' 

Ряды  {40)  и  (41)  сходятся  абсолютно  и  равномтьрно,  если  функщЫ  'Г 
конечна  и  непрерывна  внутри  области  {В)  вмп^стгь  со  своими  произ- 
водными первыхъ  восьми  порядковъ  и  удовлетворяешь  условгямъ 

—  =  0,     -^  =  0,     -^  =  0,     -^  =  0       на  поверхности  (8). 

Всякая  функщя  /*,  удовлетворяющая  этимъ  услов1ямъ,  разлагается  въ^ 
рядъ  ио  гармоническимъ  функщямъ  второго  рода. 

Доказательство  этихъ  террекгь  читатель  можетъ  найти  въ  Шг^^  тдаг 
в'к  иоего  соч.:  „О  дифференщальныхъ  уравивВ1яхъ  Матем.  Физики". 


II. 

1.  Пусть  /*  есть  заданная  фунвц1я  воординатъ  области  (2)). 
Будемъ  вычислять  фунвц1Ю  /*  но  функц1яиъ  17^,  полагая 

гд*  В^  (5  =  1 ,  2 , . . . ,  р)  суть  н-Ькоторыя  постоянныя,  В^ — функц1я  ко- 
ординатъ. 

Посл'Ьдняя  зависитъ  и  отъ  выбора  коэффиц1ентовъ  В^ ,  и  отъ  лкхт> 
числа  р. 

Выберемъ  эти  ковффищенты  подъ  усдов1емъ,  чтобы  интеградъ 


I 


Д«йт 


ии^^лъ  наименьшее  значен1е. 


*)  Наномнимъ,  2)  есть  объенъ  области  (2)),  У^  суть  гармоническ1я  фунвщи  второ» 
го  рода  (см.  §  1).    • 
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Удовлетворяя  этому  уеловхю,  подучииъ 


>.=|№ 


В=       ^^^йх.  (»=1.2....) 


Обозначииъ  такииъ  образоиъ  определенные  коэффищенты  Д  черезъ 
Л^^  а  подъ  Л^  будеиъ   теперь    разум'1ть    аначеше   этой  функц1и    при 

Положинъ 


УГ=\^К<' 


Такъ  вакъ  фупкщи  1],  удовлетворяютъ   услов1ямъ  (8)   (см.  часть  I, 
§  2^'),  то 


^/^V^^{^а^-А\-А^-...-А^.  (1) 


Отсвда 


Ж^'^')=ТГ<'»-^|+,. 


Следовательно,  Ж^^  убываетъ  съ  возрастав1енъ  значка  р,  и 

Ига  Ж<«') 

«стъ  конечная  положительная  постоянная,  либо  нуль.  . 
Равенство  (1)  справедливо  при  всякомъ  р. 
Переходя  еъ  пределу,  получаемъ  при  ^!1  =  оо 


00 

«=1  *^ 


рйх  -  \т  ТУ^р> . 


р=со 


Это  равенство  приводить  къ  следующей  лемм1: 
Леяха  I.  Рядь 


«=1 

гдгь 


,=  {гиА' 


(5::г1,2,3....) 


есть  рядъ  всегда  сходящгйся,  какова  бы   ни  была  функцгя  /*,   интегри- 
руемая въ  области  {В). 
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2.  Предподожимъ,  что  функц1я  /*  конечна  и  непрерывна  внутри  об- 
ласти (1))  внЪст^  со  своими  первыми  производными  и  обращается  въ 
нуль  на  поверхности  (/5). 

Введемъ  сл^Ьдующ1я  обозначен1я 

гд^  9  и  ^  БаБ1Я  либо  фунБЩи  Боординатъ,    которыл   могутъ    быть   в 
равны  между  собою. 
Изъ  равенства 

выводимъ  сл'Ьдующее 

Такъ  какъ  по  услов1Ю  /  обращается  въ  нуль  на  поверхности  (/8),  то 
по  теорен']^  Грина 

Дал'Ье, 

ибо  функщя  О,  удовлетворяетъ  услов1ямъ  (5)  и  (6)  §*•  2'*^"^  1'^  части. 
Наконецъ, 

въ  силу  равенства  (8)  1*®*  части. 
Следовательно, 

р 

*=1 
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Отсюда 

Интегралъ  У^^  убываетъ  съ  возрасташемъ  значка  р,  и 

Ига  71^^ 

р=оо 

есть  Бонечная  положительная  постоянная,  либо  нуль. 
Изъ  равенства 


00 

Иш  7?> 

Я=оо 


внводнмъ  следующую  лемму: 
Ленна  II.  Рядъ 


ии 

2*.^ 


(2) 


шль  рядъ  всегда  сходящгйся,  какова  бы  ни  была  функцгя  /*,  конечнал 
и  непрерывная  внутри  области  (В)  вмгьст^ь  со  своими  первыми  проив' 
водными  и  обращающаяся  въ  нуль  на  поверхности  (8). 

Я  полагаю,  что  ограничивающ1я  услов1я,  которымъ  мы  подчинили 
функщю  /",  не  существенны. 

Рлдъ  (2)  будетъ  сходящимся,  коль  скоро  функц1я  {  конечна  и  инте- 
грируема внутри  области  (В)  и  не  подчинена  никакимъ  другимъ  усло- 
в1вмъ  *).  Впрочемъ,  строго  доказать  это  предложен1е  мн'Ь  не  удалось. 

Совершенно  такимъ  же  путемъ  мы  докажемъ  подобныя  же  леммы  и 
длд  случая  гармоническихъ  функц1Й  второго  рода  7*^,  а  именно: 

Ленжа  П1.  Рядъ 


>/. 


8=0 


гдть 


=  -^Г/'йг,       Л,=  Г/*7А. 


Л^=-^\Гс1т.       А.=  \  ГУЯт ,  (»=1, 2, 3, ...) 


есть  рядъ  всегда  сходящейся,   какова  бы  ни  была  функцгя  /",    конечная 
14  интегрируемая  вь  области  (27). 


*)  Конечно,  я  разумею  при  этокъ  функц1ю  вполне  опред'1^1енвую. 
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(в  =  1,2,8,...) 


есть  рядъ  всегда  сходящгйся,  какова  бы  ни  была  функцгя  /*,  $санечная  и 
непрерывная  внутри  области  (2)). 

3.  Само  собой  разум']^ется,  подобныя  леиин  справедливы  и  для  слу- 
чая двухъ  и  одной  перейденной. 

Въ  посл^^днемъ  случа'Ь  можно  получить  результаты  въ  изв^тнонъ 
смысл^е  болЪе  общаго  характера. 

Пусть  а  и  Ь  суть  положительныя  числа,  удовлетворяющ1я  услов1ю 

Ъ>а- 

Допустимъ,  что  переменная  х  изм'Ёняется  въ  интервале  отъ  а  до  &. 
Этотъ  интервалъ  будемъ  обозначать  черезъ 

(а,  Ь). 

Назовемъ  черезъ  р  фунБцш  ор,  положительную  и  не  обращажщуюся 
въ  нуль  въ  ивтервал'Ь  (а,  Ь)  (включая  и  пределы  а  и  Ь\  черезъ  ^ 
также  положительную  функщю  х  въ  разсматриваемомъ  интервале 

Посл'ЬдЕяя  можетъ  равняться  нулю. 

Известно,  что  для  важдаго  интервала  (а,  2»)  существуетъ  безчнсден- 
вое  множество  положительныхъ  чиселъ 

"^1  »    л?2»  •  •  •  ,  л^  •  •  • 

И  имъ  соотв']етствующихъ  функщй 


удовдетворяющихъ  уСЛ0В1ЯМЪ 

"йх^  +  ^Кр  —  ф  11,^0        внутри  (« ,  Ь) , 

(3) 

ли. 

~+ни  =  о      при  «=», 

ах            ' 

(*) 

Щ 

-= ЛС7,  =  0         при  а;  =  а, 

=1.2,8,...) 

(6) 
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рЦ^ах=1.  (6) 


I 

а 

Въ  фориулахъ  (4)  и  (5)  Л  и  %  суть  положительныя  постоянныя. 

Бъ  таконъ  именно  вид'Ь  эта  теорема  доказана  хною  въ  сгать^^:  „За- 
дача объ  охлажденш  неоднороднаго  твердаго  стержня^,  напечатанной 
въ  Сообщ.  ХарьЕ.  Матем.  Общ.  за  1896  г.  *). 

Функц]и   и^  удовлетворяютъ  уСЛ0В1ЯМЪ 


6 

г* 


йж  =  0  (7) 


а 

при  всявихъ  Г  И  3,  яе  равныхъ  между  собою. 

Въ  только  что  упомянутой  статье  я  довазалъ«  что  числа  к,    удовле- 
творяютъ уСЛ0В1ЯМЪ 

А?,>  Ж(5—  1)2,  (*=1,2,3,...) 

гд^  М  есть  конечная  положительная  постоянная,  а  функщи  17^    усло- 
в1ямъ 

тл,Ь  N  есть  также  конечная  положительная  постоянная. 
Положимъ 


ь 


(9) 


гд^  9  есть  какая  либо  заданная  функщя  х^ 
Допустимъ,  что  (р  им*етъ  первую  производную  въ  интервал*  (а,  Ь). 
Положимъ 

и  составимъ  выражен1е 


*)  Баервые  эта  теорема  доказана,  если    не  ошибаюсь,  ЫоиуШе'мъ   и  81ипп'омъ   въ 
1886  году. 
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а 
Ь 


V  Р 

в  »=>         а  г.»=1,2.8 р    ; 


*=1  ^ 


+  УЛ!\тЧх,  (10) 


гд'Ь,  вообще,  черезъ  Р'  обозначена  первая  производная  какой  либо 
функц1и  2"'. 

Черезъ  Р"  мы  будемъ  дальше  обозначать  вторую  производную  ка- 
кой либо  функцш  р. 

При  помощи  интегращи  по  частямъ  получаемъ 

ь  ь 

\<р'с',ах^9{ь)и:(ъ)-<р{а)и',(.а)-  (ч>ц:лх, 

а  а 

ИЛИ,  въ  силу  услов1й  (3),  (4),  (5)  и  (9), 

ь  ь 

а  а 

Точно  также  [при  помощи  (9)]  получимъ 

ь  ь 


Наконецъ, 
ь 


Г  ( и;)Чх = -  [нц^{ъ)  +  л и^{п)]  -  Г д и,Чх + к . 

а  а 

ибо  [рав.  (6)] 

{рГ!<1х^1. 
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Подставивъ  полученные  результаты  въ  выраженхе  7^  [рав.  (10)],  при- 
веденъ  его  посл^Ь  несложныхъ  преобразован^  къ  сл'Ьдующему  виду 

ь  р  *  я 


*=1  I         ^  *=1 


*-         •=!  ^        I  ,_|  ^ 

Такъ  какъ  по  услов1ю  Я  и  Я  положительны,  функщя    ^   также   по- 
ложительна въ  иитервал'Ь  (а,  &)  и 


2;>о 

при  всякомъ  р,  то  мы  должны  вм'Ьть 
я 


^  к,А!  <  Нч>\Ь)  +  АфЧа)  +  [  Ч>^Лх ,  (11) 

#=1  '!? 


каково  бы  ни  было  число  р. 
Равенство  (11)  приводить  въ  следующей  леммЪ: 

Ленна  У.  Тядъ 

Ь 

Л=  1  9рТ1^Лх, 


1,=  иррг7,с 


беть  рл(Ь  всегда  сходящхйся^  какова  бы  ни  была  функцгя  ^(а;),  конечная 
и  непрерывная  вмиьстгь  со  своей  первой  производной  въ  интервалгь  (а,  2»)* 

Последнее  ограничеше  является  простымъ  сл']^дств1емъ  употреблен- 
нагс  нами  способа  доказательства  и,  по  всей  вероятности,  несущественно. 

Весьма  вероятно,  что  и  условие  непрерывности  функщи  (р{х)  можно 
отбросить,  и  лемма  У'"  всетаки  будетъ  справедлива. 

Но  во  всяЕомъ  случае  можно  считать  справедливой  следующую  лемму: 

Лемма  У1.  Тядъ 

со 


«=1 
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есть  рядъ  всегда  сходящШел,   какова  бы  ни  была  функцгя  9>{^)^    конеч- 
ная и  непрерывная  внутри  (а,  Ь)» 

Подобныиъ  же  путенъ  можно  доказать  следующую  лемму: 

Лейка  Ш.  Рядъ 


А! 


л=1 


есть  рядъ  всегда  сходящгйся,  какова  бы  ни  была    функцгя  Я>(х),    конеч- 
ная и  интегрируемая  въ  гштервалгь  (а,  &)• 

4.  Сейчасъ  же  мы  дадимъ  важное  при^южея^е  довазанннхъ  накн  леммъ. 

Н.  Ро1асаг6  въ  соч.  „8иг  1е8  ёдпаиопв  е!;с/  показалъ,  что  рядъ 


2- 


«=11 


Л  =  |/"^А» 


а  П^{з  =  1 ,  2 ,  3 , . . . )  суть  гармоиичеев1я  функции  оервага  рода,  схо- 
дится абсолютно  и  равном']^рно,  если  функц1я  /*  конечна  и  непрерывна 
внутри  области  (В)  вм']^сгЬ  со  своими  производными  первыхъ  шести 
порядковъ  и  удовлетворяетъ  услов1ямъ 

/"=0,        Л(=0,        ^2^=0         на  поверхности  (/З)- 

Точно  также    въ  моей  работе:    „О  дифференц.  уравн.   Матем.  Физ.*' 
доказано,  что  рядъ 


гд* 


8=1 


а  Г, (5  =  1 ,  2 ,  3  , . . . )  суть  гармоничесюя  функд1И  второго  рода,  схо- 
дится абсолютно  и  равном'Ьрно,  если  /*  есть  непрерывная  функция  ко- 
ординатъ  внутри  (В)  со  своими  производными  первыхъ  Ш4И!ти  поряд- 
ковъ и  удовлетворяетъ  услов1Ямъ 

д^  дА(  ^^2^ 

-  =  0,       —^  =  0,       — : —  =  0        на  поверхности  (5), 
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Объ  этихъ  теоремахъ  я  упоииналъ  уже  въ  первой  части  изсл']^довав1я. 
Пользуясь  привеленныии  выше  леммами,    мы  локажемъ   следующую 
бол4е  общую  теорему: 

Теорема  I.  Рядъ 

со 

сходится  абсолютно  и  равномпрно,  если  функцгя  (  конечна  и  непре- 
рывна внутри  (В)  вмгьстгь  со  своими  производными  первыхъ  четырехъ 
порядковъ  и  удовлетворяешь  на  поверхности  {8)  только  двумъ  условгямь 

/■=0,        Л/'=0  на  поверхности  (Я). 

При  этихъ  услов1яхъ  им'1ютъ  м'Ьсто  равенства  вида 

Эти  равенства  легко  получаются  при  помощи  теоремы  Грина  и  равенствъ 
(4)  и  (5)  1*^  части  изсл4дован1Я. 
Положивъ 


'•-1^-' 


получимъ 

Воспользовавшись   неравенствомъ   (10)  2'"  §**  1'"'  части   и  посл^д- 
нииъ  равевствомъ,  получимъ 


Такъ  какъ 


то 


1^- 
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Модуль  каждаго  члена  ряда 


2а^,  (12) 

мев^Ье  соотв^^тствующаго  члена  ряда 

Посд'ЬднШ  же  сходится,  ибо  рядъ  л 

00 

СХОДИТСЯ  по  леииЪ  Г®',  а  рядъ 

00 


8=1 

сходится  потому,  что  числа  к^{8  =  1 ,  2 ,  3 , . . . )  удовлетворяютъ  не- 
равенствамъ  (7)  1"®*  части. 

Рядъ  (12)  сходится,  следовательно,  абсолютно  и  равномерно. 

Теорема  доказана.  , 

Совершенно  такимъ  же  путемъ  убедимся  при  помощи  леммы  Ш~^ 
въ  справедливости  следующей  теоремы: 

Теорема  П.  Рядъ 

со 
•=1 

гдп»,  напомнгшъ^ 

Л  =  ^[/"^^»       Л=[/'^А'  (,=Ь2,з,...) 

а  У^  суть  гармоническгя  функцги  второю  рода^  сходится  (Абсолютно  и 
равномтьрно,  если  функцгя  (  конечна  и  непрерывна  внутри  области  (В) 
вмгьстгь  съ  ея  производными  первыхъ  четырехг  порядковъ  и  удовлетвО' 
ряетъ  только  двумъ  условгямъ 

-.^  =  О  ,       -г-^  =  0  на  поверхности  (в) . 
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Останавливаться  на  доказательстве  этой  теоремы,  вполне  сходномъ 
сь  доказательствоиъ  предыдущей,  н^тъ  надобности. 

5.  Особаго  внииан1я  заслуживаетъ  случай  одной  переменной. 

Задача  объ  охлажден1и  неоднороднаго  твердаго  стержня  приводится 
въ  конце  концовъ  къ  разыскан1Ю  услов1Й  разложимости  данной  фунв- 
щя  ф  въ  рядъ  вида 

ь 


т 


Р<Р^,ах.  (13) 


гд*  Ц,.  р,  Ч>  имЬютъ  тотъ  же  смнслъ,  что  и  въ  З"*'*"*  §*. 

Въ  вышеупомянутой  статье:  „Задача  объ  охлажденш  и  т.  д/  я  до- 
казадъ,  что  этотъ  рядъ  представляетъ  разложенхе  функщи  ч>  по  функ- 
ц1ямъ  17^,  коль  скоро  онъ  сходится  равномерно,  хотя  бы  и  не  абсо- 
лютно •). 

Задача,  следовательно,  сводится  на  изследован1е  условШ  равномер- 
ной сходимости  разсматриваемаго  ряда. 

Я  показалъ,  что  онъ  сходится  абсолютно  и  равномерно  въ  интервале 
(а,  5),  если  функц1я  ч>{^)^  конечная  и  непрерывная  въ  этомъ  интер- 
вале вместе  со  своими  производными  первыхъ  4'"  порядковъ,  удовле- 
твордетъ  еще  услов1ямъ. 

4>\а)  -  Ь(р{а)  =  О ,  .^^. 

<р\Ь)+Н<р{Ь)  =  0, 

гд* 


**\ 


Услов1я  (14)  не  налагаютъ  въ  суп^ности  никакого  ограничешя  на 
Ф7НКЦ1Ю  д>{х) ,  такъ  какъ  только  функщи,  удовлетворяющхя  этимъ  уело- 
В1лиъ,  и  могутъ  разлагаться  въ  рядъ  (13)  во  всемъ  интервале  (а,  Ъ) 
(включая  и  пределы). 

Услов1я  же  (15)  вносятъ  излишнее  ограничен1е,  отъ  котораго  жела- 
тельно освободиться. 


*)  Пользуюсь  кстати  случаекъ  всправить  неправильно  формули1Юванную  теорему 
Х1У  статьи:  „Задача  объ  охлажденш  и  т.  д.**. 

Вн'кто  словъ:  „хотя  бы  и  не  абсолютно,  и  не  равном^рно"  должно  быть:  „хотя  бы 
н  ве  абсолютно,  но  равномерно**. 

*♦)  См.  теорему  XV  „Задача  объ  охлаждеши  и  т.  д.**;  сц  им^еть  тотъ  же  смнслъ, 
что  1  въ  §-*  3-»»«»- 
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Этого  мы  достигнеиъ,  пользуясь  леммой  У1. 

Допустимъ,  что  д>(1х)  удовлетворяетъ  только  услов1Ямъ  (14)  и  остается 
конечной  и  непрерывной  въ  интервад']^  (а,  Ъ)  вм^ст'Ь  со  своими  про- 
изводными только  двухъ  первыхъ  порядковъ. 

Въ  такомъ  случае,  какъ  показано  въ  статье:  „Задача  объ  охлажде- 
Н1И  и  т,  д/  (стрн.  41,  42), 


7? 


(•  =  1.2,3,...) 


ГД* 


Такъ  какъ 


а 

(Р.|-^)*>о, 

Пользуясь  этимъ  неравевствомъ  и  (8)  §''  3'""',  получаемъ 


М.|<|^*.-В/  +  ^« 


Модуль  каждаго  члена  ряда 

со 

2лг7,  (16) 

8=1 

менЪе  соотв^Ьтствуюп^аго  члена  ряда 


ш=1 


Посл^Ьдн1й  же  сходится. 
Въ  самомъ  дЪл^,  рядъ 


1-Ё'.*' 
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сходится  въ  силу  леммы  VI,  а  рядъ 


сю 

1 


2^*, 


2 
сходится  потону,  что  числа  \(8^=^  1 ,  2 ,  3 , . . . )  удовлетворяютъ  усдо- 

В1ЯИЪ 

(см.  §  3). 
Рядъ  (16)  сходится,  следовательно,  абсолютно  и  равномерно. 
Такнмъ  обравомъ  получаемъ  следующую  важную  теорему: 


Теорема  Ш.  Рядъ 


оо 
в=1 


%д1Ь 

Ь 

А  = 


,=  \рд>и,ах. 


а  11,{$  =  1 ,  2 ,  3 , . . . )  суть  функцгщ  апредгьляемыя  условгями  (3),  (4), 
(5)  и  (6)  §'^  з^ьяг  ^  сходится  абсолютно  и  раеномпрно  вь  интервоигь 
(а,  &),  если  функцгя  д>{х)  конечна  и  непрерывна  въ  интервал9ь  (а,  Ъ) 
вмш^тп  со  своими  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и  удовлетво- 
ряешь условгямъ 

д>'{а)—Ь9>(а)  =  0, 

Ч>\Ъ)+Н<р{Ь)=0. 

Сопоставляя  эту  теорему  съ  теоремой,  высказанной  въ  начале  §'*, 
выводимъ  следующую: 

Теорема  IV.  Всякая  функцгя  ^(х) ,  конечная  и  непрерывная  въ  интер- 
валп  (а ,  Ь)  вмпс^мь  со  своими  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и 
удовлетворяющая  условгямъ 

9\а)—Пд>{а)=0, 

<р\Ъ)  +  Н<р{Ъ)  =  0, 

разлагается  въ  абсолютно  и  равномпьрно  сходящшся  рядъ 


6* 
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Такимъ  образомъ,  задачу  объ  охлажден1И  неоднороднаго  твердаго 
стержня  можно  считать  решенной  при  весьма  общихъ  предаоложен1яхъ 
о  характере  данной  функц1и  ^){х)  *), 

Я  думаю,  что  услов1е  существован1я  второй  производной  функц1и 
д){х)  несущественно. 

Зам'1тимъ,  что  всЪ  предыдущ1я  соображен1я  не  теряютъ  силы  и  въ 
предЪльныхъ  случаяхъ,  когда 

Д  =  А  =  0, 
или  когда 

6.  Разсмотримъ  теперь  гармоиическ1я  функщи  второго  рода. 
Будемъ  разум'Ьть  подъ  Д(5  =  0,  1,  2,...)   как1Я  либо   (неопред*- 
ленныя)  постоянныя  и  положимъ 

В^  =  Г-Б,-В,Г,-В,Г,-...-В^Г^.  (17) 

Положимъ  зат^мъ 

Легко  убедиться,  что 

в=1  8=1  «,г=1,2,...,р 

По  предыдущему  ^ 
Сверхъ  того 


*)  См.   мою  статью:   „Задача    объ  охлаждевш    неоднороднаго    твердаго    стержид**. 
«Сообщ.  Харьк.  Матем.  Общ.^  Т.  V,  1897  г.,  стр.  1—3  и  88—48. 
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Следовательно, 

р  р 

8=1  »=1 

гд^  положено  для  совращен1Д 

С^^В^  —  А^.  (»=1,2,...,р) 

Составимъ  теперь  выраженхе  Ж^^ 
Получииъ 

8=1  м=1  «,г=1,2,...,р  ' 

Такъ  какъ 

(»  =  Ь8 Р) 

то 

я  Р 

Ж('>  =  N+  2)(Б2  -  2^^,)  +  2  5/  -  2  2  5,Л  = 

=  Л  +  ВЦВ,  -  А,)'  -  А^]  +  2]  [(В,  -  А,У  -  А^]  = 

0=1 

гдЪ,  очевидно, 


С^  =  В^  —  А^  (»=ол,2 р) 
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Если 

Я,  =  -4,,  «=0,1.2,  ...я> 

то 


«=1  #=1 

Следовательно, 


»=1 
Р 


Т^(Р) 


=  ТГ<')+20/.  (18) 

#=1 


Зд-Ьсь  У^^  и  И^''^  обовначаютъ,   очевидно,  интегралы    Г^^  и    ТГ^'> 
по  заи']^н'1  въ  посл^днихъ  постоянныхъ  В^  череаъ  А^{а=0^  1, 2, . « . ,  р)  '^). 
Ивъ  равенства  (18)  сл4дуетъ,  что 

р 
у(я)— РЧ^)        2^«^« 

«=1 

Это  равенство  справедливо   при  какомъ    угодно   р  и  каковы  бы    ни 
были  Боэффиц1енты  В^(8  =  0 ,  1 ,  2 , . .  • ,  р) . 
Равенство  (19)  даетъ 

р(р)  —  у{р) 

или 

я?)  —  Я^  Ж^'^  <  Г^^>  —  Я^  И^") .  (20) 

Обозначииъ  черезъ  ^>  какую  либо  функц1Ю  координатъ   и  положимъ 
Во=  I  9РЙТ,  В,=  I  9>Г,йг.  (*=1.2 я) 

Возьмемъ  зат^иъ  т  произвольныхъ  функщй 


*)  Напомнимъ,  что 
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и  т  произвольБыхъ  постоянныхъ 

«1 »    «а » •  •  •  »  «« 
и  подожимъ 

Получниъ 

^  ^  ^  (21) 

•В*  =  «1?^1*+ «2?^2.+  •  •  •  +«т?'«г*1 
(•=1,2 Я) 

гд^  введены  сл^дующ1я  обо8начен1я 


,-|».г.. 


Подс11авивъ  такииъ  образомъ   опред'Ьленныя    постоянныя  В^  въ  вы- 
раген1е 

приведемъ  его  въ  виду 

«1^1  +  02^2  +  •  •  •  +  «т^«, 


гд* 


«=1 


(»=1,2 «) 


Такинъ  образомъ  получаемъ 

Ер  =  /"—  ах&х  —  «2^2  —  .  •  .  —  «ш^т  . 

Разобъеиъ  объеиъ  области  {ВУ  на  т  составляющихъ  объеиовъ. 
Назовеиъ  наибольшее  изъ  разстоян1Й   между   двумя    точками    А;Чаго 
изъ  составляющихъ  объемовъ  черезъ  2^^. 

Наибольшее  изъ  чиседъ  ^^^  ^  обозвачимъ  просто  черезъ  1^ . 
Положимъ 


'--т- 
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Всегда  можно  производить  д'Ьлен1е  объема  области  (В)  на  состав- 
ляющ1е  объемы  такимъ  образомъ,  что  при  возрастан1и  числа  т  число  1^ 
будетъ  стремиться  къ  нулю,  и  мы  получимъ 

Ит  1,^  =  00. 

т=со 

Въ  своемъ  мемуар*]^:  „8иг  1е8  ёдиаиопв  е^с."  Н.  Ро1пеагё  доказалъ 
сл-Ьдующую  лемму: 

Лена  VIII.  Если  функцгя  Т  удовлетворяетъ  условгямъ 

1^йт^  =  0,  (*=1,а т) 


I- 


гдгь  йх^  есть  элементъ  к'таго   изъ   т   составляющихъ  объемовъ,    на  ко- 
торый распространяется  интегралъ 


I 


ГАт,, 


то  отношеше  -=.  интеграловъ 
уу 


болгье  числа  Х^,  т.  е. 

Эта  лемма  оказывается  весьма  полезной  при  изсл'Ьдованхи  различныхъ 
вопросовъ,  относящихся  къ  интегрирован1Ю  дифферевщальныхъ  урав- 
нен1й  Математической  Физики,  и  дважды  доказана  Н.  Ро1псагё:  одинъ 
разъ  въ  XII  том'Ь  журнала:  „Атапсап  1оигпа1  о{  Ма(;Ьетаис8^,  другой 
— въ  вышеупомянутомъ  мемуар*:  „8иг  1е8  ёдиаиопз  екс/. 

Въ  своей  стать*]^:  „О  дифференц1альныхъ  уравнен1яхъ  Математической 
Физики^  я  далъ  третье  доказательство  этой  леммы,  находящееся  въ 
непосредственной  связи  съ  вопросами  интегрирован1я  разсматриваемыхъ 
дифференшальныхъ  уравнешй,  и  потому  считаю  возможнымъ  не  оста- 
навливаться на  доказательств^^  этой  леммы  въ  настоящемъ  изсл'Ьдованхи. 

Опред'Ьлимъ  теперь  коэффищенты  а]с{к=  1 ,  2  ,  . . .  ,т)  ,  пока  совер- 
шенно произвольные,  при  помощи  равенствъ 

и(^^^,  =  «1  г  ^,с?т^  +  «о  I  ^2ЙТ4  +...+«,»!  М^* •        <*=''2 -"^    (22) 
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Всегда  можно  подобрать  иронзвольныя  функции  д>^{к  =  1,2, 
такъ,  что  опред^^литель 


.  ,т) 


не  будетъ  равенъ  нулю. 

Ураинен1я  (22)  дадутъ  вполне  опредЪденныя  величины  постоянныхъ 
а]с{к=  1 ,  2 , . . .  ,  т),  послЪ  чего  по  формулаиъ  (21)  опред'Ьлииъ  и 
коэффищенты  В^{8=0 ,  1 ,  2  , . . .  ,  р). 

Назовеиъ  интегралы  У^^^  и  И^^''^  при  этоиъ  выбор^^  коэффиц1ентовъ 
Б,  соотв-Ьтственно  черезъ  У]''^  и   ТУ^''^. 

На  освован1И  леммы  VIII  можемъ  писать 


у(Р) 


>^^„.. 


или 


Г{'"-^,„^У,"">0. 


(23) 


Числа  тир  независимы  между  собою. 

При  вслкомъ  данномъ  числ^^  р ,  сколь  бы  велико  оно  ни  было,  всег- 
да можно  найти  такое  число  т,  что  будетъ  имЬть  м'Ьсто  неравен- 
ство вида 

При  дтомъ  буленъ  им^ть 

Сопоставляя  посл^лпы!  неравенства  съ  (20),  получаемъ 


т.  е. 


П"' 


(24) 


Это  неравенство  справедливо  при  всякоиъ  р. 
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Увеличивая  р  до  безконечвости  и  переходя  къ  иред^лу,  получаемъ 


Сл'Ьдовательно, 


I 


р=:оо 


8=1 


Такииъ  образоиъ  приходимъ  къ  слЪдуюи^ей  теорем']^: 

Теорема  У.  Если  функцгя  (  конечна  и  непрерывна  внутри  области 
(Л)  вмпст^ь  со  своими  первыми  производными,  то 

Гй^  =  ^л^+Ул^»  '(26) 

гдгь 

Формула  подобная  (25)  была  пыведева  еи^е  раньше  проф.  А.  М.  Ля- 
пуновыиъ.  Въ  сообщен1яхъ,  сд']^ланныхъ  Харьковскому  Ма1'ематическо- 
му  Обществу  въ  зас']Ьдан1яхъ  13  декабря  1896  г.,  2  января  и  2  мая 
1897  г.,  онъ  доказалъ,  что  въ  случа'Ь  тригонометрическихъ  и  обобщен- 
ныхъ  сферическихъ  фупкц1й  равенство  типа  (25)  справедливо  всегда, 
коль  скоро  функщя  /*  конечна  и  интегрируема  въ  изв'Ьстной  области 
изм']^нен1я  входящихъ  въ  нее  персм'Ьнныхъ,  независимо  отъ  того,  раз- 
лагается ли  (  въ  ряды  по  вышеупомянутымъ  функщямъ,  или  н'1тъ. 

Онъ  указалъ  также  прим'1^нен1е  этой  формулы  къ  разыскап1Ю  точныхъ 
низшихъ  пред']^ловъ  многихъ  опредЬленныхъ  интеграловъ  и  К7>  р^дШен]^ 
н^которыхъ  задачъ  Математической  Физики,  напр.,  къ  р%шен1ю  из- 
в^^стной  задачи  электростатики. 

Прежде  ч'Ьмъ  перейти  къ  1'лавной  д'Ьли  изсл*дован1я,  остановимся 
подробн'Ъе  на  равенств'^  (25)  и,  руководствуясь  идеями  проф.  А.  М. 
Ляпунова,  выведемъ  изъ  не1ю  н'Ькоторыя  сл']Ьдств1я. 

На  основан1И  только  что  сказаннаго  мы  можемъ  думать,  что  услов1е 
суп^ествовашя  первыхъ  производпыхъ  отъ  (  (также  какъ  и  въ  случа'Ь 
проф.  А.  М.  Ляпунова)  несущественно  и  является  лишь  сл'Ьдств1емъ 
употреблен  наго  нами  пр1ема  доказательства. 

Пусть  /"есть  функщя,  конечная  и  непрерывная  внутри  (2)),  но  не 
им'Ьющая  производпыхъ. 
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Можно  найти  такую  фунвщю  Д ,  которая  принимала  бы  внутри  (2)) 
т%  же  значешя,  что  и  /*,  и  ииЪла  бы  опред'Ьленныя  производныя  по 
координатамъ. 

При  этоиъ  будеиъ  ии'Ьть 


(•=1,2....) 

По  теорем*  V"***  будемъ  им-Ьть 
Въ  силу  же  (26)  получимъ 


(26) 


«=1 


Можно  думать,  что  и  услов1е  непрерывности  фунвц1н  /*  несуп]^ествен- 
но.  Равенство  (25)  будетъ,  по  всей  в']Ьроятности,  справедливо,  коль 
скоро  /"  конечна  и  интегрируема  внутри  (2)). 

Однако  строго  доказать  это  предложен1е  наиъ  пока  не  удалось. 

7.  Обозначимъ  череяъ  ^>  и  р  дв*  конечныя  и  непрерывныя  внутри 
(В)  функц1и  координатъ  и  положимъ 


(*=1,2....) 


Прим'1нивъ  къ  функщямъ 
теорему  Т'У*,  получимъ 


00 

(Ф  +  Ч>)Чт  =  2)(^о  +  ^о)^  +  У  (Л  +  Ю' . 

ос 
•^  »=1 
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Бычитая  изъ  перваго  равенства  второе,  накодииъ 

оо 

Такимъ  образомъ  получаемъ  сл']^дую1цую  теорему: 

Теорема  VI.  Коль  скоро  функцги  д>  и  ц>  конечны  и  непрерывны  вну- 
три области  (2)),  то 

оо 

ич>ат  =  ВА,В„-\-^^А,В„  (27) 

гдть 

ВА^  =  1  Фйт ,        А^=  I  фГ.йт  , 

Равенство  (27)  всегда  справедливо,  независимо  отъ  того,  разлагаются 
ли  фунвцш  <р  и  ^  въ  ряды  по  функц1ямъ   Г^,  или  н*]^тъ. 

Можно  думать,  что  это  равенство  справедливо  и  при  бол']Ье  общихъ 
услов1Яхъ  относительно  функщй  9^  и  ^,  когда  эти  функщи  только  ко- 
нечны и  интегрируемы  внутри  (2)). 

Зам']^тимъ,  что  рядъ  правой  Части  равенства  (27)  есть  рядъ  абсо- 
лютно СХ0ДЯЩ1ЙСЯ. 

Въ  самомъ  А^11% 

(,\Л\-В,\)^>0, 


т.  е. 


\А,\В,\<\{А';  +  В^). 


Каждый  членъ  ряда 
меньше  соотв^тствующаго  члена  ряда 

оо 

1 


«=1 
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Но  по  лехм^^  Ш"^'''  каждый  изъ  рядовъ 


сходится. 
Сл'Ьдовательно,  рядъ 


8=\  9=1 


Ь^^\^^ 


«=1 


есть  рядъ  СХ0ДЯЩ1ЙСЯ,  т.  е.  рядъ 

00 

*— 1 

СХОДИТСЯ  абсолютво. 

8.  Все  вышеизложенное  съ  незначительными  изм^нен1ями  прим'Ьни- 
ио  и  въ  гармоничесвимъ  фунвщяиъ  перваго  рода  Т7^. 

Пусть  /*  какая  либо  функц1я  координатъ,  конечная  и  непрерывная 
внутри  области  (В)  и  обращающаяся  въ  нуль  на  поверхности  (^8^). 

Положимъ 

гд*  В^(8=  1 ,  2 , . . .  ,р)  суть  как1я  либо  постоянныя. 
Выберемъ  В^  такъ,  чтобы  интегралъ 

ВМт 


былъ  тш1тит. 
Получимъ 


Будемъ  обозначать,  такимъ  образоиъ,  опред'Ьленныя    постоянныя  В^ 
черезъ  -4,. 
При  этихъ  значен1яхъ  постоянныхъ  В^  интегралы 

будутъ  убывать  съ  возрастан1емъ  значка  р. 
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Разсуждал  совершенно  такъ  же,  какъ  и  въ  §'*  6"°"*,  уб-Ьдимся  въ 
справедливости  неравенства 

гд4  к^(р  =  1 ,  2 , . . . )  суть  характеристическ1Я  числа   функц1й  О,  для 
области  (2)). 
Положимъ 

гд-Ь  а^  суть  пока  неопред'Ьленныя  постоянныя,  а  д>д  Еак1л  либо  функ- 
ции координатъ. 

Обозначимъ  интегралы  Т^^^  и  ТГ^^  при  этихъ  8начен1яхъ  постоян- 
ныхъ  Б,  соответственно  черезъ  Т^^^  и  Ж/'^. 

По  леми'Ь  У111  можеиъ  выбрать  постоянныя  а^  такъ,  чтобы  было 

Сверхъ  того  числомъ  т  при  всякомъ  данномъ  р  можно  распоря- 
диться такъ,  что  будетъ 

При  этихъ  услов1яхъ  будемъ  ии^ть 
или 


к 


Это  неравенство  показываетъ,  что 


ИтЖ^'')  =  0. 

Такимъ  образомъ  получаемъ  сл-Ьдующую  теорему: 

Теореиа  ТП.  Если  функцгя  (  конечна  и  непрерывна  енутри  облас- 
ти {В)  вМ1ъстп>  со  своими  первыми  производными  по  координатамъ  и 
обращается  въ  нуль  на  поверхности  (5),  то 


|'г«йг=|;л^ 


оо 

2  (28) 
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1д1Ь 

Равенство  (28)  справедливо  независимо  отъ  того»  разлагается  ли  / 
въ  рядъ  по  фувкц1яхъ  17^,  или  нЪтъ. 

Теорема  У1Г^  справедлива,  хотя  бы  /^  и  не  им^^да  частныхъ  про- 
изводныхъ  внутри  (2)). 

Она  справедлива,  вероятно,  коль  скоро  (  конечна  и  интегрируема 
внутри  области  (2)). 

Еакъ  сл'Ьдств1е  получается  следующая  теорема: 

Теорема  ТШ.  Если  д>  и  р  суть  деть  функцъи  к(юрдинатъ^  конечныя 
и  непрерывныя  енутри  {В)  и  обрагцающгяся  въ  нуль  на  поверхности 
(5),  то 

\<Рраг='^А,В,,  (29) 

#=1 
1д1Ь 


Л=[9>о,йТ'     Б.=  (ри^ах 


(«=1,2....) 


Рядъ  правой  части  равенства  (29)  сходится  абсолютно. 

9.  Пусть  д>  есть  функщя  координатъ,  конечная  и  непрерывная  внутри 
(2))  вм'Ьст^  со  своими  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и  удо- 
влетворяющая уСЛ0В1Ю 

-р  =  0  на  поверхности  (5). 

Положимъ 


Функц1я  р  должна  удовлетворять  услов1Ю 

Г^йг  =  0.  (30) 

По  теорем*  VI-®* 

•^  »=1 

Въ  давномъ  случа*]^  [въ  силу  (30)] 

Во  =  0. 
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Сл']^довательно, 


•^  »=1 


Такъ  ЕаЕъ  -г^  равно  нулю  на  поверхности  (5) ,  то  по  теорем'Ь  Грина 
ап 

Сверхъ  того 

Г 49)У,йт  =  Г<р^Г,Дт=  -Я,  Г<рГ,<гт  =  — V.. 

ибо  V,  удовлетворяетъ  услов1ямъ  (И)  и  (12)  §"•  З"*"™  первой  части. 
Но 

Следовательно, 

5.  =  -ЯА 


СО 


8=1  »=1 

Равенства  (31)  и  (32)  приводятъ  еъ  8аключен1Ю,  что 

Тавимъ  образомъ  получаемъ  следующую  теорему: 

Теорена  IX.  Если  функцгя  д>  конечна  и  непрерывна  енутри  области 
(В)  вмпстп  со  своими  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и  удовле- 
творяетъ условгю 

-т-==0         на  поверхности  (в), 
оп 


то 


Я(1Г-ь(1Г-(гЛ-|^.^ 
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гд,1ь 

Л.=   \  Ч>УАХ.  (*=1,2....) 


К=[ч>7,а 


Пусть  9>  и  ^  дв'Ь  функщи  воординатъ,  вонечння  и  непрерывныя 
внутри  области  (2))  ви^ст-Ь  со  своими  производными  первгахъ  двухъ 
порядвовъ  и  удовлетворяющ1я  услов1ямъ 

—  =  О  ,       т^  =  ^         и*  поверхности  (5) . 
Фунвцш 

тавже  конечны  и  непрерывны  внутри  (I))  вм'Ьст'Ь   съ  ихъ  производны- 
ми первыхъ  двухъ  порядвовъ  и  удовлетворяютъ  уСЛ0В1ЯИЪ 

-^  =  0,       ~л~^^  ^*  поверхности  (6). 

По  теореме  IX'®'  можемъ  писать 

#=1  ^*^ 

Тавъ  вавъ 

^Ф,У,йх  =  А,  +  В,, 

[ф^^,Лх  =  А,-В,, 

оо 


гд* 
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Такимъ  образомъ,  какъ  сл-Ьдствхе  теоремы  IX"**,  получается  следую- 
щая теорема: 

Теореиа  X.  Если  функцш  д>  и  ц^  конечны  и  непрерывны  внутри 
области  (В)  вмгьетп  съ  ихъ  производными  первыхь  двухь  порядковъ  и 
удовлетворяютъ  условгямъ 

д<р  дю  -^ 

-р  =  О ,      "Г"  ^^  ®  "^  поверхности  {8) , 

то 

Рядъ  правой  части  равенства  (33)  сходится  абсолютно. 

10.  Подобныя  же  теоремы  могутъ  быть  доказаны  и  для  функц1й  Л^ 
(гармоническ1я  функщи  перваго  рода). 

Пусть  гр  есть  функцхя  Еоординатъ,  конечная  и  непрерывная  внутри 
(В)  и  обращающаяся  въ  нуль  на  поверхности  (^$). 

ОпредЪдимъ  функцию  <р  при  помощи  услов]й 

Ад>^=^у>         внутри  (2)),  (34) 

9)  =  О         на  поверхности  (5)*  (35) 

7СЛ0В1Я  (34)  и  (35)  опред'Ьляютъ  функц1Ю  <р  вполн'Ь  и  единствен- 
нымъ  образомъ. 

Функц1я  ф  представится  въ  вид^^ 


Ч>  =  —  \ву>'Лх\ 


гд'Ь  6г  есть  обыкновенная  функц1я  Грина  (см.  1*^  часть). 

Такъ  какъ  <р  и  ^  обращаются  въ  нуль    на  поверхности  (5),    то  по 
теорем*  VIII-** 


оо 


»=1 

Но 


5,=  {у>и,йт=  \л<ри,ах  =  Г(р^о;йт  =  -  *,  \<ри,лх=—те,А,. 
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Поэтому 


00 

2 


I  ^грЛх  =  I  <рЛ^)йт  =  —  У  1с^А1 


Но  по  теореме  Грина 
Сл']Ьдовательво, 

оо 


*=! 


Такимъ  образомъ  получаеиъ  теорему: 

Теорема  XI.  Если  функцгя  д>  конечна  и  непрерывна  внутри  области 
{В)  вмгьстп  со  своими  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и  обра- 
щается вь  нуль  на  поверхности  {8),  то 

гдгь 

А.=  \  д)11Ят-  (*  =  1,2,... 


1,=  ГдрС/А- 


Кдкъ  сл'Ъдств]е  этой  теоремы  получимъ  следующую: 

Теорема  XII.  Если  д>  и  р  суть  двп>  функцги  координатъ,  конечныя^ 
и  непрерывныя  внутри  {В)  вмгьстп  сь  ихъ  производными  первыхъ  двухъ 
порядковъ  и  обращающгяся  въ  нуль  на  поверхности  {8),  то 

хд% 

грЦ^йх-  (»-1,2,...) 


^,=  иГ7,йг.      Б,=  иг7,« 


11.  Равенство  (27)  теоремы  У1  доказано  нами  въ  предположен1и,  что 
об*  функц1И  д>  ж  у>  конечны  и  непрерывны  внутри  области  {В). 

Допустимъ  теперь,  что  одна  изъ  этихъ  функц1Й,  положимъ  гр,  не  под- 
чиняется услов1ю  непрерывности.  Предположимъ  только,  что  гр  конечна 
и  мттрируема  внутри  области  (2)). 
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Поиножинъ  обЬ  части  равенства 

•=1 


на  функц1ю  у?  и  интегрируемъ   результатъ    по  какой  либо    части  (В^) 
области  (В). 
Называя  черезъ  Лт^  элеиентъ  области  (2)^),  получимъ 


гд* 

Л  =  ^  [ 9>йг ,      Л^=\^Г,Лт,     В,=  \р Г,ат, .     (*=1.2 р. 


Такъ  какъ  р  есть  конечная  функщя  координатъ,  то 

есть  конечная  положительная  постоянная. 
Обозначимъ  ее  черезъ  ЛГ. 
Дал^е,  очевидно,  что 

{в^Лг,<(в'^Лт. 
Сл'Ьдовательно, 

(^{п^рагХ<м{в'^аг. 

Это  неравенство  справедливо  при  всякомъ  р. 

Увеличивая  р  до  безконечности  и  переходя  къ  пред'Ьлу|  получаемъ 

Ит     В^Нг,==0, 

р=со^ 

ибо,  по  теорем*  У"^*, 

Нт  I  ВМт 

р=оо^ 


11т1  В2йт  =  0. 
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Изъ  сказаннаго  выводимъ  сл'Ьдующую  теорему: 

Теорена  ХШ.  Если  д>  есть  функция  координатъ,  конеч$мя  и  не- 
прерывная  енутри  облсити  {В),  а  у>  функцья  коордипатъ  только  ко- 
нечная и  интегрируемая  внутри  (В)  (хотя  бы  и  прерывная),  то 

00 


«=г 


Это  равенство  справедливо  на  какую  бы  часть  (2)^)  области   (/))  ни 
распространялись  интегралы,  содержащхе  функц1ю  ^. 
Полагая  въ  частности 

получаеиъ 

Этой   формулой    воспользуемся    ВП0СЛ^ДСТВ1И. 

12.  Укажемъ  на  н']Ькоторыя  приложешя  полученныхъ  нами  резуль- 
татовъ. 

Въ  своей  стать'Ь:  „О  разложен]и  данной  функц1и  въ  рядъ  по  гармо- 
ническимъ  функц]ямъ"  я,  пользуясь  обобщеннымъ  тождествонъ  Е.  Р!- 
саг(1'а,  приведеннымъ  имъ  въ  „Тгакё  (1'Апа1у8е",  доказалъ  сл'Ьдующую 
теорему: 

Теорема  XIV.  Шли  функцгя  /*,  конечная  и  непрерывная  внутри  {В) 
вмпстп  со  своими  первыми  производными,   обращается    въ  нуль    на  по^ 

у 
верхности  (5),  то  точный  низшгй  предтьлъ  отноишая  -^^  интеграловъ 

уу 

равенъ  к^ ,  наименьи1ему  изъ  характеристическихъ  чиселъ  гармоническихъ 
функцгй  перваю  рода. 

Эта  теорема  можетъ  быть  получена  весьма  просто,  какъ  сл^дств1е 
теоремъ  УШ"*»*  и  ХГ^*. 

Если  ф  обращается  въ  нуль  на  поверхности  (/$),  то 


00 

2 


7=2;м/.  и^=2^.' 


*=1 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—    108    — 
Отсюда 

оо 

^   —  *=^  >у. 

V 
Число  %,  есть  точный  низшШ  пред^^лъ  отношен1я  — ,  ибодля  фувк- 

Ц1И  ^^ ,  удовлетворяющей  условхямъ 

^г/, +*1г71  =  0  внутри  (2)), 

171  =  0  на  поверхности  (в), 


им^емъ 


Теорема  доказана. 

Я  уже  пользовался  одной  леммой    Н.  Ро1Нсагё,    состоящей    въ  томъ, 

что  отношен1е  =  [рав.  (37)]  бол4е  числа  |  — 1  ,  гд*  I  есть  наиболь- 
шее изъ  разстоян1й  между  двумя  точками  поверхности  (^8^ ,  если  функ- 
Ц1Я  /*  удовлетворяетъ  услов1Ю 


1 


{ат=о.  {Щ 


При  помощи  вышедоказанныхъ  теореиъ  мы  можемъ  не  только  дока- 
зать эту  лемму,  но  и  найти  точный  низш1й  пред'Ьлъ  отношен1я  инте- 
граловъ  Г  и   ТГ  при  условхи  (38^. 

Не  трудно  уб-Ьдиться,  что 

(ср,  рУ<(д>,  (р).{р,  ц>),  (39) 

каковы  бы  ни  были  функщи  ^  и  у?  ^  им']^ющ1я  производныя  перваго  по- 
рядка внутри  области  (Х)). 

Доказательство  этого  неравенства  можно  найти  въ  моемъ  соч.:  ^О 
дифференц1альныхъ  уравнешяхъ  Математической  Физики'',  напечатан- 
номъ  въ  Математическомъ  Сборник-]^  (стр.  501,  1897  г.). 

Допустимъ,  что  гр  удовлетворяетъ  услов1ямъ 

Л1р-\-(р^=^0         внутри  (2)),  (40) 

^  =  0  на  поверхности  (5).  (41) 
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Услов1ями  (40)  и  (41)  функщя  гр  вполн'Ь  опред'Ьлится   до  некоторой 
произвольной  постоянной  с. 

При  этомъ  фунБЦ1Я  (р  должна  удовлетворять  одному  УСЛ0В1Ю  вида 


I  (рйх  =  О . 


Неравенство  (39)  при  помощи   теоремы    Грина    приведется    къ  сл^^- 
дующему 


Но 


Сл-Ьдовательно, 


{  I  ч>^йг\   <  \  (рЧт.  I  рЧг 


или 


Г9>^йт        (  ЫЧтУ 
Опред^лимъ  постоянную  С  изъ  услов1я 
По  теорем*  У'°*  получимъ 

оо  оо 

^  .=1  «^  .=1 

ТА%  напоминаеиъ, 

А,=  \я>Г,ат,      В,=  \ч;Г,ат.  (.=12....) 

На  основан1и  (40)  получаеиъ 
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По  теореме  Грвна 

{^Ц>Г,с1т=  (^Г,ч>с1т  =  —X,  Г  Г,ц>с1г  =  —  Х,В,. 
Следовательно, 


\д>Чт      ^Х^В^ 

(грЧх         2^/    ' 

Таввнъ  образом-ь, 

.  шгн^гнт- 

#=1 

/|5; 

Отсюда 

(42) 


т.  е.  отношен1е  -=  всегда  больше,  иди  въ  крайнемъ  случа'Ь  равно  числу 

Х^ ,  если  среднее  ариеметическое  изъ  значен1Й  функцш  ^>  внутри  области 
(2))  есть  нуль. 
Для  функцш  Г^,  удовлетворяющей  условхямъ 

ЛУ^  +  Х^У^  =  0         внутри  (2)), 

-^—  =  0         на  поверхности  (/5), 
оп 

это  отношен1е  вакъ  разъ  равно  Я^- 
Тавимъ  образомъ  можно  считать  доказанной  следующую  теорему: 

Теорема  XV.  Если  функцгя  д>,  конечная  и  непрерывная  внутри  об- 
ласти (В)  вмгьстгь  со  своими  первыми  производнымщ  удовлетворяетъ 
условгю 


[<рйг  =  0,  (43) 
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..         ,    •  .Г 

то   точный    низгти  предплъ  оттшенгя  ■=-  интеграловъ 

рслвень  Я, ,  наименьшему  изъ  характеристичеекнхъ  чиселг  гармоничен 
скиал  функцгй  второю  рода. 

Равенство  (42)  справедливо,  если  функщя  <р  подчинена  лишь  одно- 
му УСЛ0В1Ю  (43). 

Допустимъ,  что  д>  удовлетворяетъ  еще  слФдующимъ  услов1ямъ 

Г<|рГ1Йт  =  0,         Г^К^Йт^О,  ....Г<р7/т  =  0.  (44) 

Вь  такомъ  случа'Ь 

Ж                    /"    со— 
>2 


Отсюда 


у 
Такимъ  образомъ  низшхй   прел^клъ  отношен1Я  —    для    функщи    ф, 

удовлетворяющей  услов1ЯМъ  (43)  и  (44),  равенъ  ^^4-1- 
Число  ^1  есть  точный  низш1й  пред']^лъ,  ибо  для  функц1и 

■и^емъ 

Этотъ  результатъ  мы  можемъ  формулировать  въ  вид*]^  сл'Ьдующей 
теоремы: 

Теорема  XVI.  Если  функцгя  д> ,  конечная  и  непрошеная  внутри  об- 
ласти {В)  вмпстп»  со  своими  первыми  производными,  удовлетворяет- 
условгямъ 

...  V 

то  точный    низиии  предплъ  отношенья  —  интеграловъ 
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равенъ  ^р-\-1- 

Подобнымъ  же  путемъ  легко  доказать  сл-Ьдующую  теорему: 

Теорема  XVII.  Если  функцгя  д>  конечна  и  непрерывна  внутри  об- 
ласти (В)  вмкьсткь  со  своими  первыми  производными^  обращается  въ 
нуль  на  поверхности  {8)  и  удовлетворяешь  условьямъ 

то   точный    низшгй  предп>лъ  отношенгя  =^  равенъ  к^,^^- 

13.  Предположимъ,  что  несжимаемая  жидкость,  ограниченная  по- 
верхностью (3),  течетъ  съ  потенщаломъ  скоростей  7,  и  пусть  нор- 
мальная составляющая  скорости  течен1я  на  поверхности  (3)  равна  за- 
данной функц1и  /. 

Функц1я  V  определяется  услов1ями 


АУ=0         внутри  (2)), 
-^  =  ^         на  поверхности  (5). 

Функщя  /*  конечна  и  должна  удовлетворять  условш 


(46) 


Г/"йг  =  0, 


въ  остальномъ  же  она  вполн-Ь  произвольна. 

Функц1я  V  вполн'Ь  опред']^ляется  услов1ями  (45)  до  некоторой  по- 
стоянной произвольной. 

Во  многихъ  задачахъ  Гидродинамики  требуется  определить  удвоен- 
ную живую  силу  2  Г  жидкой  массы,  не  определяя  самой  функщи  7. 

Им^емъ 

2Т= 


-1Р'+Ш'+Г^1- 


Интегралъ  правой  части  этого  равенства  распространяется  на  весь 
объемъ  жидкой  массы. 

Для  вычисления  2Т  при  каждомъ  данномъ  значеши  /*  необходимо 
определить  сначала  функц1ю  V,  т.  е.  каждый  разъ  решать  известную 
задачу  С.  Кеитапп'а. 
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Р'Ьшев1е  этой  задачи  иредставляетъ  гроиадныа  трудности,  даже  съ 
чисто  теоретической  точки  зр4н1я;  даже  не  существуетъ  общей  методы 
ддл  доказательства  существован1я  функц1и  V  для  какой  угодно  зам- 
кнутой поверхности  (^8). 

Въ  моей  стать"]^:  „Къ  вопросу  о  существован]и  конечной  и  непре- 
рывной внутри  данной  области  функщи  координатъ,  удовлетворяющей 
уравненгю  Лапласа  при  заданныхъ  значен1яхъ  ея  нормальной  произ- 
водной на  поверхности,  ограничиваюи^ей  область"  я  указывалъ,  что  упо- 
треблявш1яся  до  сихъ  поръ  методы  р^Ьшен1я  разсматриваемой  задачи 
(напр.  метода  С.  Кеигаапп'а)  недостаточно  обоснованы. 

Я  предложилъ  въ  этой  стать'Ь  вполн*]^  строгую  методу  р'Ьшен1я  за- 
дачи С.  Кеитапп^а,  но  применимую,  строго  говоря,  только  къ  кон- 
векснымъ  поверхностямъ,  отклонен1е  которыхъ  отъ  сферы  не  превос- 
ходить н']Ькотораго  пред']^ла. 

Но  и  эта  метода  им']^етъ  лишь  чисто  теоретическое  значеше,  и  вы- 
числеше  при  помощи  ея  функц]и  V  почти  невыполнимо  практи- 
чески, даже  для  простМшихъ  случаевъ  сферы,  цилиндра,   эллипсоида. 

Вычислен1е  же  интеграла  2Т,  даже  въ  только  что  упомянутыхъ  про- 
ст4йшихъ  случаяхъ,  еще  затруднительн^Ье. 

Пользуясь  вышеприведенными  теоремами  можно  значительно  упрос- 
тить д-Ьло  во  всЬхъ  случаяхъ,  когда  известны  для  данной  области  {В) 
гармоническая  функщи  второго  рода. 

Вычислен1е  этихъ  фупкщй,  вообще  говоря,  также  весьма  затруднитель- 
но, но  для  сферы,  цилиндра,  эллипсоида  и  т.  п.  функщи  7^(^=1, 2, . . .) 
можно  построить,  пользуясь  хорошо  известными  сферическими  функ- 
щлми,  функщями  Бесселя,  Лямэ  и  т.  п. 

Въ  этихъ  случаяхъ  и  во  вс^хъ  другихъ,  когда  известны  функщи  Г^, 
вычислевхе  интеграла  2  Т,  какъмы  сейчасъ  покажемъ,  можно  производить, 
не  р^шая  каждый  разъ  (при  каждомъ  данномъ  ()  задачу  С.  NеитаIт'а• 

Назовемъ  черезъ  V  функщю  координатъ,  конечную  и  непрерывную 
внутри  области  (2))  вместе  со  своими  производными  первыхъ  двухъ 
порядковъ  и  удовлетворяющую  одному  услов1ю 

-т-  =  {         на  поверхности  (б').  (46) 

оп 

Существуетъ    безчисленное    множество    функщи,    удовлетворяющихъ 
этимъ  услов1ямъ. 
Возьмемъ  какую  либо  определенную  изъ  пихъ. 
Положимъ 

Г=Г,  +  ь.  (47) 

Такъ  какъ  V  удовлетворяетъ  условхямъ  (45),  а  V  услов1Ю  (46),  то  V^ 
есть  функщя  координатъ,  удовлетворяющая  сл^дующимъ  услов1ямъ 
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А^^^^-/^V  =  0         внутри  (В),  (48) 

-г— =  0  на  поверхности  (5).  (49) 

оп 

Подставивъ  въ  2Т  вм'Ьсто  V  его  вырагенЕе  черезъ  У^  н  V  (47),  по- 
лучимъ 

2Г=(7о,  Го)  +  2(Го.  V)  +  (V,  V)  •). 
По  теореме  Грина  и  въ  силу  (48)  и  (49)  получаемъ 

(^0»  «')  =  —  1  VАV^Лт  =  I  VАVйx  =  —  {V,  1?)+  I  ^^Й5, 

или,  въ  силу  (46), 

(Го,    V)  =  —  {V.    V)-\-{V^й8. 

Сд'Ьдовательно, 

2Г=(Го,  У^-^V.V)  +  2{V^й8. 
Вычислеше  интеграловъ 

{V,    V)        и         I  V(й8 , 

теоретически  говоря,  не  представляетъ  затруднен1й. 

ФунБЩЮ  V  можно  подобрать  такъ,  чтобы  это  вычислен1е  было  воз- 
можно легкимъ. 

Остается  только  определить  интегралъ  (Г^,  Го)- 

Такъ  какъ  Го  есть  конечная  и  непрерывная  функщя  координатъ 
вм^ст'Ь  съ  ея  производными  первыхъ  двухъ  порядковъ  и  удовлетво- 
ряетъ  у  СЛОВ]  ю 

-—  =  0  на  поверхности  ()8), 

то  къ  функщи  Го  прим'Ьнима  теорема  1Х'^. 


*)  Наоомвнмъ,  черезъ  (^Р,  Ф)  мы  обозначаемъ  интегра1ъ  вида 
дх   дх        ду   ду  ~^  дг    дг  ) 
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Въ  силу  этого  нохемъ  писать 


Но 


Л = I  У,УА  ^  ~  Х"  I  ^0^^»^^- 


Такъ  какъ 


^^0  ^^. 

^;—  =  О ,      -7—  =  0         на  поверхности  (;8) , 
дп  дп 

то,  по  теореме  Грина, 

иди,  въ  силу  (48), 
Следовательно, 


(«=1,2,...) 


оо 


Рядъ  правой  части  этого  равенства  хорошо  сходится. 

Такимъ  образомъ  во  всЬхъ  сдучаяхъ,  когда  для  области  (В)  изв'^Ьстны 
фунБщи  Т'^(8  =  1 ,  2 ,  . . . ) »  вычисден1е  живой  силы  Т  приводится  въ 
опред^лешю  функщи  г?,  конечной  и  непрерывной  внутри  (2))  вм'1^стФ 
съ  ея    производными    первыхъ   двухъ    порядковъ   и  удовлетворяющей 

уСЛ0В1Ю 

-т-  =  (         на  поверхности  (5), 
дп 

и  зат'Ьмъ  къ  вычислен1Ю  интеграловъ 

(г?,    1?),  \V(а8,  \V^Vйт.  (.=  1.2,...) 

Опред'Ьленхе  функцхи  V  при  кахдоиъ  данномъ  (  оказывается  из- 
лишнимъ. 
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14.  Чтобы  еще  бол^е  отм'Ьтить  значен1е  гармоничесвихъ  функщй 
при  р-Ьшенш  самыхъ  разнообразныхъ  вопросовъ  Анализа  и  Математи- 
ческой Физики,  разсмотримъ  сл1^дующую  задачу. 

Доиустимъ,  что  намъ  изв'^стна  по  опыту  составляющая  по  какому 
либо  ва11равлеп1ю  силы  притлжев1я  внешней  точки  т'Ьломъ,  матерхл 
котораго  заполняетъ  область  (В),  ограниченную  замкнутой  поверх- 
ностью (5),  или  изв^стенъ  потенц1алъ  этого  т^ле^  на  вн^шн1Я  точки. 

Опред4лить  плотность  д  т*ла. 

Пусть  §,  ^,  5  координаты  вн-Ьшней  точки,  пусть  г  есть  разстоян1е 
точекъ  объема  (2))  отъ  точки  §,  »?,  ^. 

Обозначимъ  ^ерезъ 

С081пи8'ы  угловъ  направлен1я  $  изв'Ьстной  намъ  составляющей  17  силы 
притяжен1я. 
Им'Ьемъ 

гд*  и  есть  известная  функщя  координатъ  й^  V  ^  5- 
Это  равенство  можно  представить  подъ  видомъ 

ФуВКЦ1Я 

С08(Г,    5) 

<Р ;!- 

конечна  и  непрерывна  во  всЬхъ  точкахъ  внутри  области  (I)). 
Применяя  къ  интегралу 


1' 


теорему  ХШ'^",  получаемъ 

()фйт  =  а^Ло  +  0,^1  +  . . .  +  а,Л,+  .  • .  ,  (50) 


1' 


гд* 


(•=1,2,...) 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—    117    —  . 

Равенство  (50)  справедливо,  если  мы  доаустимъ  только,  что  плот- 
ность д  тЪла  есть  фунвщя  координатъ,  конечнаи  и  интегрируемая  вну- 
три области  (В)  *). 

Тавимъ  образонъ  получаемъ 


а^А^-\-а^А^  +  .  ..  +а^,+  .. 


и^ 


Рддъ  л^вой  части  этого  равенства  сходится  абсолютно,  кавъ  было 
указано  выше  (см.  теорему  \Г1"^). 

Допустимъ,  что  намъ  изв'Ьстны  по  опыту  значен1я  II  въ  п  различ- 
ныхъ  вн']Ьшнихъ  точкахъ. 

Для  каждой  такой  точки  и  каждаго  даннаго  направленхя  ^  мы  мо- 
жемъ  вычислить  п  интеграловъ  А^{$  =  0,  1,  2,...,п  —  !)• 

Назовемъ  значен1я  этихъ  интеграловъ  въ  какой  либо  А^'той  изъ  п 
взятыхъ  точекъ  черезъ 


«,*  ♦ 


(•  =  0,  1,  2,  ...,я-1) 


соотв'Ьтствующее  значен1е  V  обозначииъ  черезъ  Ц^. 

Для  приближеннаго  вычислен1я  коэффиц1ентовъ  аД5=0,  1,2,..  .,п — 1) 
мы  можемъ  воспользоваться  п  уравнен1ями  вида 

«оЛ.1  +аИ1д  +Мг,1  +  •  •  •  +«п-1Л-м  =^  С^!  , 


«оЛ,п  +  <^1\п  +  Мг.»  +  •  •  •  -Ь  а„-.Нп-1.п  =  ^п  • 

Зд*сь     вс4     -4^  ^(5  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . .  ,  п  —  1 ;      Л  =  1  ,  2 , .  - .  ,  п)     и 
Щ{к=  \ ,  2 , . . .  ,  п)  суть  вполи-Ь  опред*ленныя  постоянныя. 
Вн^шн1я  точки  всегда  можно  выбрать  такъ,  что  опред'Ьлитель 


-^0,1  »  -^1,1  »  -^2,1  »     •  •  '  »    -^п    1,1 


*0,2  » 


-^1,2  »  -^2,2  »     •  •  •  »    -^л-1,! 


-^0,л»  -^1,п»  '^2,п^     •••»    -^я-1,п 


не  будетъ  равенъ  нулю. 

Изъ  уравнешй  (51)  получимъ  вполн'Ь  опред'^ленныя    выражен1я    ко- 
эффищентовъ  а^(8  =  0,  1,  2,...,п  —  1). 


*)  Пдопость  р,  сд^довательно,  можеп  быть  и  прерывной  функщей  коордвнатъ. 
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Коэффиц1ентъ  а^  даетъ,  очевидно,  массу  всего  ткля. 
Средняя  плотность  д  тЪла  представится  подъ  видомъ 


'=^■«0=^:^] 


(>йт. 


Если  бы  (>  разлагалось  въ  рядъ  по  фунхцхямъ  У^,  то  мы  получили 
бы  приближенное  выражен1е  д  въ  вид'Ь 

СоотвЪтствующимъ  выборомъ  числа  п  можно  увеличивать  степень 
приближешя  сколь  угодно  далеко. 

Но  если  р  и  не  разлагается  въ  рядъ  по  гармоническимъ  функц1ямъ 
У^у  то  все  же  иногда  можно  пользоваться  формулой  (52)  для  приближеннаго 
вычислешя  д  при  помощи  функцШ  7, ,  ибо  при  такомъ  вычислен1и  (при 
взятыхъ  нами  постоянныхъ  а^)  погр']Ьшность  вычислешя,  за  м^ру  ко- 
торой примемъ  по  Чебышеву  интегралъ 

есть  наименьшая,  и  по  теореме  У~°'  стремится  къ  нулю  при  неопре- 
д^ленномъ  возрастан1И  числа  п,  если  только  сделать  гипотезу,  что 
плотность  д  есть  непрерывная  функц1я  координатъ. 

Есть  основан1я  предполагать,  что  сказанное  будетъ  справедливо  и 
независимо  отъ  посл']^дней  гипотезы. 

Прим^нимъ  къ  разсматриваемому  случаю  формулу  (36)  §'"  1Г^^ 

Получимъ  приближенно 

В, 


\  9йг,  =  ^«0+  2  «,  I  У.Л^х  ^ 


гд^,  напомнимъ,  йт^  есть  элементъ  объема  какой  либо  части  (Д)  области 
(/)),  а  В^  объемъ  этой  части. 

При  помопхи  этой  формулы  можемъ  вычислять  съ  достаточной  сте- 
пенью приближен1я  интегралъ  отъ  функцш  (>,  распространенный  на 
любую  часть  области  (-О). 

Съ  физической  точки  зр']^н1я  это  равносильно  опред^лен1Ю  плотности 
т^^ла  въ  любой  его  точк^. 

Разум'Ёя  подъ  В^  какой  либо  достаточно  малый  объемъ  т'Ьла  и  на- 
зывая черезъ  6  плотность  въ  какой  либо  точк']^,  характеризующей  ноло- 
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жеше  этого    объема    въ  тЬл'Ь,   получимъ    съ  достаточнымъ    приближе- 
шемъ 


'^=5-+^|«.|'^А« 


=1 

Все  это  безусловно  справедливо  въ  лредположеши,  что  д  есть  не- 
прерывная функц1я  координатъ. 

Въ  силу  сд']Ьланныхъ  выше  зам'Ьчанхй  можно  думать,  что  указанная 
метода  справедлива  и  въ  бол'Ье  общемъ  случа'Ь,  Еогда  д  не  подчи- 
няется УСЛ0В1Ю  непрерывности,  а  есть  только  конечная  и  интегрируе- 
мая функщя  координатъ  внутри  области  (2)). 

Указанная  метода  применима  непосредственно  къ  весьма  важной 
задаче  объ  опред^ленш  плотности  земли. 

Поверхность  земли  можно  принимать  за  эллипсоидъ  вращен1я  или, 
еще  проще,  за  сферу. 

Для  этихъ  случаевъ  опред'Ьлен1е  функщй  7^(5=  1,  2,...,п —  1) 
не  представляетъ  особыхъ  затруднен1й. 

Построивъ  функщи  Т^{8=  1  ,  2,  . . .  ,п —  1)  и  опред-Ьливъ  изъ  п 
наблюден1Й  въ  различныхъ  точкахъ  надъ  земной  поверхностью  состав- 
ля  ющ1я  силы  притяжен1я  земли  по  какимъ  либо  направлев1ямъ,  най- 
демъ  постоянныя  А^^,  а  зат^мъ  при  помощи  урапнен1Й  (51)  и  коэф- 
фиц1енты  а,{8  =  0,  1,  2,...)- 

Такимъ  образомъ  р^^шимъ  задачу  о  распред']^лен1и  матер1и  внутри 
земного  шара. 

Все  д1^ло  сводится  къ  опред']^лен1ю  изъ  опыта  значен1Й  ^^^  въ  раз- 
личныхъ точкахъ  надъ  земной  поверхностью. 

Наблюден1я,  которыя  давали  бы  соотв^тствующхя  значен1я  ^^^ ,  не 
представляются  намъ  невозможными,  тЬиъ  бол'Ье,  что  наблюден1я,  ана- 
логи^ыя  съ  интересующими  насъ,  уже  производились. 

Предположимъ  дал^е,  что  намъ  изв1^стны  величины  С7^(^'  =  1 ,  2,  . . .  ,  п) 
составляющихъ  по  какимъ  либо  направлен1ямъ  силы  притяжен]я  земли 
въ  п  вн^шнихъ  точкахъ. 

При  достаточно  большомъ  п  можемъ,  по  предыдущему,  опред']Ьлить 
съ  достаточной  точностью  коэффищенты  а,(5  =  0,  1,  2,...,п  —  1). 

Зная  же  эти  коэффищенты,  можемъ  вычислить  составляющую  силы 
притяжен1я    по  какому    угодно    направлен1Ю    въ  какой   угодно    точк*]^ 

I,  7,  ?• 
Выражен1е  этой  составляющей  по  направленхю  5  въ  точк'Ь 

представится  подъ  видомъ 
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По  теорем*  Х111"°*  получаемъ 

Зная  коэффищенты  а^{8  =  0,  1,2,...,п  —  1)и  вычисливъ  интегралы 


в.=^1'^^^г,  ^>.=^^=^...  .=.. 


2 н-1) 


получимъ  приближенное  выражен1е  функщи   V  въ  точк'Ь  а,  /3,  у  подъ 
видомъ 

тсс.  /9,  у)^=аоБо+а^В,  +  а^2+---+«п-1-Вп-1- 

Подобнымъ  же  путемъ  можно  р']^шать  сл']^дующую  задачу: 

Изв']^стна  величина  составляющей  по  н^которымъ  направлен1ямъ  си- 
лы притяжен1я  всего  земного  шара  въ  п  вн'Ьшнихъ  точкахъ.  Опреде- 
лить составляющую  притяжен1я  по  данному  направленш  8  какой  либо 
опред'Ьленной  части  I),  земного  шара. 

Назовемъ  черезъ  йт^  элементъ  объема  этой  части. 

Искомая  составляющая  въ  точк1^ 

представится  подъ  видомъ  ^ 

С08(г,  5) 


г/Дсс,  /9,  7)=     д — -^ ЙГ1. 


Интегралъ  правой  части  этого   равенства    распространяется    на  всю 
часть  (2)^)  земного  шара. 
По  теорем*  ХШ-""'  им4емъ 

а^  (*со8(г,  ^)  Г  Г^созСг,  5) 

(53) 
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Определив!»,  подобно  предыдущему,  по  давнымъ  задачи  коэффищевга 
а,(5=0, 1,2,.. .  ,п—  1)  ,'получимъ  приближенное  выражеше  [/^(а,  /9,  у), 
отбросивъ  въ  равенств'^  '(53)  вс%  члены,  .слкЬдующ1е  за  (п  —  1  Уымъ. 

15.  Переходимъ  теперь  еъ  главной  ц'Ьли  нашего  изслЪдованхя:  къ 
пдапй  о  -рвшнштпи  данной  ^ф^шщм  шъ  р|цсъ  'по  'гарткшичеонимъ 
функщажь. 

Пусть  (  есть  'мрцгавая  <фумц1я  «оордяшррь. 

Пояовияъ 


Л  =  ^|/аг,       А=^ГГ.Лг 


(«=1.Я,...) 


Если  (  есть  конечная   и  непрерывная    функц1Я    воординатъ    внутри 
области  {Д) ,  до  по  /теореме  V"®* 


Если  рядъ 


со 


сходится  и  представляетъ  непрерывную  функшю  координатъ,  то  \\тВ 
есть  также  непрерывная  функщя  координатъ,  и  мы  можемъ  писать 

Нга  Г  ^г^й^  ==  Гит ЖЧг  =  Г  (Ига  ВУЛт  =  О . 

р=оо^  '^     ^я=оо  ^     ^  я=оо 

При  этомъ  необходимо 

НтЖ_  =  0„ 

И  МЫ  подучаемъ 

Рядъ  (54)  представить  непрерывную  функщю  координатъ,   если   онъ 
сходится  раввом-брно. 
Такииъ  образомъ  можно  считать  доказанной  сл'Ьдующую  теорему: 

Феорена  К^ЧП.  Рл»ъ 

00 

#=1 
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гдгь 

а  В  есть  объемъ  области  (В) ,  представляетъ  разложенге  данной  функ- 
цги  /*  въ  рядъ  по  гармоническимъ  функцгямъ  второго   рода  всякгй   разь^ 
когда  онъ  сходится  равном1ьрно  (хотя  бы  и  не  абсолютно). 
Сопоставляя  эту  теорему  съ  теоремой  И"^',  выводимъ  сл'Ьдующую: 

Теорема  XIX.  Всякая  функцгя  (  коордгматъ,  конечная  и  непрерыв- 
ная внутри  области  (В)  вм1ьст1ь  со  своими  проглзводными  первыхъ  че- 
тырехъ  порядковъ  и  удовлетворяющая  двумъ  условгямь 

-г^  =  О ,         -т-^  =  0         на  поверхности  (5), 
оп  оп 

разлагается  вь  абсолютно  и  равнолмьрно  сходящгйся  рядъ  вида 

со 

16.  Точно  таБ1я  же  теоремы  могутъ  быть  доказаны  и  для   гармоии- 
ческихъ  функщй  перваго  рода  [7,. 
Такъ,  пользуясь  теоремой  УП,  безъ  труда  выводимъ  сл']^дующую: 


Теорема  XX.  Рядъ 


гдгь 


со 

А.=  \  Г1]Лт,  (#=1.2,...) 


1.  =  |/'г7Л» 


представляетъ  разложенге  данной  функцги  (  въ  рядъ  по  гармоническгшъ 
функцгямъ  перваго  рода  всякгй  разъ^  когда  онъ  сходится  равномп>рно 
{хотя  бы  и  не  абсолютно)' 

Сопоставляя,  навонецъ,  эту  теорему  съ  теоремой  Г®'  выводимъ  сл^^- 
дующую  теорему: 

Теорема  XXI.  Всякая  функцгя  (  координату  конечная  и  непре- 
рывная внутри  области  {В)  вмп>стп>  со  своими  производными  первыхъ 
четырехъ  порядковъ  и  удовлетворяющая  только  двумъ  условгямъ 

С=0,        Л(=0         на  поверхности  (Я), 
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разлтаетея  вг  абсолютно  и  равиомпрно  сходящШся  рядг  вида 


Г^^^АЛ. 


17.  Изсл'Ьдован1я  последней  части  нашей  работы  значительно  подви- 
гаютъ  впередъ  р'Ьшен1е  вопроса  о  раяложен1и  данной  функщи  въ  ряды 
по  гармоничесвииъ  функщямъ  (перваго  и  второго  рода). 

Еакъ  было  показано  въ  первой  части  статьи,  мы  могли  до  сихъ  поръ 
на  основаши  изысвашй  Н.  Ро1псагё  и  т^хъ,  воторыя  приведены  мною 
въ  статьяхъ:  „О  разложеши  данной  функщи  въ  рядъ  по  гармониче- 
скимъ  функщямъ*  и  яО  дифференцхальныхъ  уравнен1яхъ  Математи- 
ческой Физики**,  утверждать,  что  разложен1е  данной  функц1и  /*  по 
функщямъ  11^  и  7^(8  =  1 ,  2 ,  . . .  )  возможно,  если  /*  конечна  и  непре- 
рывна внутри  области  (В)  вы^^стк  со  своими  производными  первыхъ 
8'""  порядковъ  и  удовлетворяетъ  въ  первомъ  случа']^  (при  разложен1и 
по  функщямъ   17^)  уСЛ0В1ЯМЪ 

/•=0,        4/*=  О,  (65) 

на  поверхности  (8) 
^/=0.        4/=  О,  (56) 

а  во  второмъ  (при  разложенш  по  функц1ямъ  7^)  услов1ямъ 

1  =  0.    ^^=». 

на  поверхности  (8) 

^^-«.  ^- 

11осл*дн1я  теоремы  показываютъ,  что  въ  обоихъ  случаяхъ  достаточно 
допустить  существован1е  конечныхъ  и  непрерывныхъ  производныхъ 
функщи  /*  только  до  б'**"®  порядка  (невключительно)  и  не  принимать 
въ  разсчетъ  услов1я  (56)  въ  первомъ  (при  функд1яхъ  17^  и  (560  во 
второмъ  случа*  (при  функщяхъ  7^). 

Есть  основанхе  предполагать,  что  и  услов1Я 

^(=0         на  поверхности  (5) 
въ  первомъ  (при  функц1яхъ  Т1^  и 
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-г~  —  о       н»  поверхности  (81' 

во  второмъ  случае  (при  функщ'якъ  V)  на  существенны. 

Я  позволю  себЪ  ограничиться  эа!ииъ  8ам^^чан1е11ъ^  тавъ  Еавъ 
вполн'Ь  строгаго  доказательства  только  что  высвазаннаго  предподожешя 
я*  нова  датв^  не  вф  состоянеи. 
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несколько  еловъ  объ  Эвариет*  Галуа 


М^    2^. 


Н.  А.  Тнхомандрнцваго. 


Въ  настолщемъ.  засЪдан1и  нашего  Общества,  мнЪ  хот!Ьдо€ь  бы  ска- 
зать несколько  словъ  въ  память  того  г,ен1альна1'о  юноши,  безвременной 
кончин'Ь  Ботораго  на.  злополучное  дуэли  исполнятся  чрезъ  дв^^  недели 
ровно  65  лЪтъ.. 

Вы  догадываетесь,,  конечно,,  что  я.  нам'Ьренъ  говорить  объ  Эвари- 
стА  Галуа. 

На  двяхъ  Франдузское  Математическое  Общество,  издало.  отд'Ьльно^^^ 
брошюрой  его  вОенугез.  та111ёша1]диеБ*'  съ  предиоловхемъ  президента, 
этого  общества.  Эм..  Пикара.  Это  первое,  за  65  л^^тъ,  отдельное  изданхе: 
полнаго  собран1л  сочиненШ  Галуа;  раньше^  именно*  въ  1846  г.,  сл^до* 
вахельно  чрезъ  14  д!Ьтъ  посл^^  его  смерти,  ати  сочинешя  были  напвча«' 
таны  Ллу^^илемъ  въ  его  журнал'Ь.  Еакоа  громадное  вл1ян1е  эти  сп^Ьшные 
наброски,  какъ  икъ  правильн'Ье  можно  назвать,,  им^лд  на  раавит1в 
Высшей  Алгебры,  и  таор1И  группъ.  вообще,  во  второй  половин']^  и,  осо- 
бенно въ  конц'Ь.настоящаго  стол']^т1яг-это  предстаяляетъ  общеиавЪвтный> 
фактъ,  и  не  о  заслугахъ  Галуа  въ  этой  области  я  нам^ренъ  говорить 
теперь:  есть  еще  другая  область,  мен^е  известная,  гд^  онъ  также  да- 
леко оперед«л<ь  свое  время.  Г.  Эм.  Пикаръ  въ  своемъ  предислов1И,  впер- 
вые, сколько  мн'Ь  изв'Ьстно,  обращаетъ  вниманхе  на  то,  что  было  сде- 
лано Галуа  въ  теор1и  самыхъ  общихъ  Абелевыхъ  интеграловъ;  этого 
самаго  предмета  и  я  нам']^ренъ  коснуться,  чтобы  н'1^сколько  пополнить 
своими  соображен1ЯМИ  указания  Эм.  Пикара,  что  я  считаю  т']Ьмъ  бол'Ёе 
необходимымъ,  что  гг.  Бриль  и  Нотеръ  въ  своемъ  весьма  интересномъ 
и  очень  подробномъ  обозр']Ьши  „Развит1я  теорш  алгебраическихъ.функ' 
ЩЙ1  (в  ихъ.  ивфеграловь,  какъ  од^довало-бы.  прибавить)  въ  прежнее  и 
новМшее  времд^  *)■  о»  Ралу»  вовсе»  не  упоминают^.  Рукописей,  оодер*- 

*)  ^е-ЕШтскеких^;  о1ев  ТЬеопе  ^ег  а1ве1ти8о11еп  ЕипсИопеп.  ш  &11вгег  ап(1  пеи- 
епг  Ш1*^:  ВепеЫ  егв^аиек  с1ег  ОеШаоЬеп  Мк1^[|в111а11к0г-Уеге1П1^1Ш9  тоа  0-г  А. 
ВгШ  ши1  В-г  М.  КоеИхег.  ^а]1^евЪепс11^  Лег  Ъ.  М.  У.  8  ВЛ.  1892—1893.  ВегИп:  1894 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—    126    — 

жащихъ  изсл'1дован1я  Галуа  въ  этой  области  не  осталось  вовсе;  о  ре- 
зультатахъ  же  этихъ  изсл1^дован1Й  мы  знаеыъ  только  изъ  письма  его 
къ  Огюсту  Шевалье,  писанному  накануне  дуэли.  Перечень  этихъ  ре- 
зультатовъ  занимаетъ  не  много  бол'Ье  двухъ  страницъ:  отъ  конца  29-й 
до  начала  32-й,  въ  упомянутомъ  новомъ  издаши  его  математическихъ 
сочинен1Й.  Вотъ  они:  имъ  найдена  была  теорема  Абеля  для  интегра- 
ловъ,  зависящихъ  отъ  какой  угодно  алгебраической  функц1и,  опред^Ь- 
ляемой  какимъ  угодно  алгебраическимъ  уравнен1емъ,  а  не  отъ  ради- 
каловъ  только;  работа  Абеля  (XII  мемуаръ  новаго  издан]я  его  „Оеиугез'^), 
представленная  въ  1826  г.  Парижской  Академ1и  Наукъ,  ему  не  могла 
быть  изв'Ьстна,  ибо  она  напечатана  только  въ  1841  г.  въ  „Мётоггез 
с1е8  8ауаи1;8  Ё(;гап^ег$*';  онъ  могъ  быть  только  наведенъ  на  нее  гЬмъ, 
что  касательно  этого  предмета  было  напечатано  Абелемъ  и  Якоби  въ 
журнал*  Крелля  *).  Дал'Ье  онъ,  подобно  Абелю,  нашелъ,  что  есть  инте- 
гралы, для  которыхъ  изв-Ьстная  сумма  ихъ  приводится  къ  постоянной, 
и  которые  онъ  назвалъ  функц1ями  перваго  рода;  что  есть  интегралы 
второго  рода,  для  которыхъ  таковая  же  сумма  приводится  къ  алгебра- 
ической функц1И,  и  интегралы  третьяго  рода,  сумма  которыхъ  приво- 
дится къ  одному  логариему.  Сверхъ  того  онъ  нашелъ,  опереди  въ  въ 
этомъ  Абеля  и  Якоби  '*'*),  что  эти  интегралы  им'Ьютъ  перхолы,  число 
которыхъ  всегда  четное:  2п,  и  что  число  независимыхъ  интеграловъ 
перваго  рода  равно  половин*  числа  пер10довъ,  и  столько  же  независи- 
мыхъ интеграловъ  второго  рода.  Пергоды  эти  очевидно  суть  интегралы 
по  сомкнутымъ  путямъ,  ибо  дал*е  онъ  говорить:  „ге1аиуе8  Ь.  ипе  тёте 
геуокИоп  (1е  х  ***).  Отсюда  видно,  что  онъ  разсматривалъ  независимую 
переменную  какъ  комплексную  величину— иначе  трудно  себ*  предста- 
вить это  „геуокиоп  йе  ж".  О  полярномъ  перад*  интеграловъ  третьяго 
рода  онъ  не  упоминаетъ.  Относительно  функщи  (интеграла)  третьяго 
род|^  11{х^  а)  онъ  нашелъ  дал*е,  что  она  обладаетъ  свойствомъ,  вы- 
ражаемымъ  равенствомъ: 

тх,  а)  —  П{а,  х)-=-^Ч>{аЫх), (1) 

гд4  ц>{а)  и  г/>{х)  функщи  (интегралы)  перваго  и  второго  рода.  Это  весь- 
ма важный  моментъ:  отсюда  одинъ  шагъ  остается  до  нормальнаго  ин- 
теграла третьяго  рода,  относительно  котораго    им*ется    теорема    о  пе- 


*)  АЬе1.  Оеиугез  сотр1еЬе8.  Мемуары  XXI  и  XXVII  перваго  тома,  и  1асоЫ.  Се- 
заттеие  ^егке.  II  Ы.  Мемуаръ  №  1. 

**)  Мемуаръ  Якоби:  „Ве  Гш1с(10шЬа8  диагит  тапаЫИат  даа(1гар1]С11ег  репосНа, 
дшЬоз  1Ьеопа  1гап8сепЛепиит  АЬеИапогит  1шШиг*'  иапечатаиъ  только  въ  1834  г., 
сл^д.  черезъ  2  года  посл'Ь  смерти  Галуа. 

***)  Пикаръ  же  говорить:  роиг  1е8  1п1;ёрта1ев  ЬурегеШричаев  поав  п'атопв  аасипе 
сЦШсаНё  21  сотргеп^ге  се  даМ!  еШепЛ  раг  рёпоЛе,  та18  II  еп  е8(;  аи^гешеп!  с1ап8  1е 
сав  бёпёгаЬ... 
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реи'Ьн']^  параметра  съ  аргументомъ.  Изъ  этого  равенства  получается,  за- 
м^чаетъ  онъ  дад'Ье,  для  пер10да  Ща)  функц]и  Щх,  а) ,  такое  выражеше: 

П(а)='^Ч>Хд>(а) (2) 

гд*  ^  пер1одъ  ^(а;),  относящ1Йся  къ  тому  же  сомкнутому  пути  х  (ге- 
ките  Ь.  ипе  тбте  геуокиоп  с1е  х).  Изъ  соотношен1я  (1)  можно,  гово- 
рит-ь  онъ,  получить  теоремы  аналогичныя  Лежандровсвой  въ  теор1и  эл- 
липтическнхъ  функц1й: 

РЕ'  +  ЕГ-1^'Г  =  ^, (3) 

т.  е.  вывести  соотношен1я  между  пер1одами  интеграловъ  I  и  II  рода, 
найденныя  потомъ  Вейерштрассомъ.  Все  это  м'Ьсто  письма  къ  Ше- 
валье заставляетъ  думать,  что  Галуа  получг^ьъ  эти  результаты  изъ  то%ог 
же  тождества^  шг  которою  вывелъ  ихъ  позднпе  Вейерштрассъ,  (конечно 
самостоятельно,  ибо  хотя  ВгаипзЬег^ег-Ргокгатш  вышла  въ  1849  г.  а  со- 
чинешл  Галуа  напечатаны  были  въжурнал'ЬЛ1увиля  уже  въ  1846  г.,  но 
тогда  на  нихъ  еще  мало  было  обращено  вниман1е,  и  Вейерштрассъ, 
занимавш1Йся  этимъ  вопросомъ  уже  задолго  до  этого  времени,  живя 
въ  провинц1И,  могъ  и  не  видеть  этого  журнала;  да  кром'Ь  того,  что- 
бы оц'Ьнить  И  воспользоваться  этими  строками,  надобно  уже  быть  до- 
статочно знакомымъ  съ  этими  вопросами).  То  обстоятельство,  что  двое 
ученыхъ  независимо  одинъ  отъ  другого  пришли,  повидимому,  одина- 
вовымъ  путемъ  къ  т^мъ  же  результатамъ,  много  говоритъ  въ  пользу 
мн'Ьн1я  о  натуральности  этого  пути. 

Зам^тимъ  еще,  что  мемуаръ  У  Абеля,  въ  которомъ  подобное  тождество 
выводится  для  бол^е  общихъ  интеграловъ,  врядъ  ли  былъ  извЪстенъ 
Галуа,  такъ  какъ  онъ  былъ  напечатанъ  по  норвежски  въ  мемуарахъ 
Королевскаго  Норвежскаго  Общества  Наукъ  (и  не  вошелъ  даже  въ  пер- 
вое издан1е  сочинен1й  Абеля). 

Сл']^довательно  и  это  фундаментальное  тождество  по  всей  в^ьроят- 
ности  было  найдено  гшъ  самимг» 

Дал^е  Галуа  говоритъ  о  задач'Ь  умноженхя  и  д'Ьлен1Я  „интеграль- 
ныхъ  функщй**  на  ц^дое  число  р.  Онъ  нашелъ  именно,  что  уравнен1е, 
дающее  д4лен1е  пер1одовъ  на  р  частей,  степени  р^* — 1,  и  что  его 
группа  состоитъ  изъ 

разм']^щен1Й  (регти(аЫоп),  уравнен1е  же  дающее  д'Ьлен1е  на  р  суммы  п 
интеграловъ,  степени  р^  и  р-Ьшимо  въ  радикалахъ.  Онъ  занимался,  по 
его  словаиъ  и  преобразован1емъ  Абедевыхъ  интеграловъ;  это  м'Ьсто 
письма  не  вполне  ясно;  но  и  зд'Ьсь  сквозитъ  важный  завонъ  сохранешя 
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ранга  при  рацховадьныхъ  .преобразованхях'ь.  Ясно  вираженное  лгаваг1е 
о  ранг]Ь  у  него  не  всхр'Ьчается  (у  Абедш  есть  формула  для  его  лш- 
числен1я,  хотя  не  для  общаго  случая),  но  онъ  говорить  объ  интегра- 
лахъ  съ  одинаковымъ  числомъ  перюдовъ,  а  это  число  равно  удвоенному 
рангу.  Интересно  у110иинан1е  о  томъ,  что  всегда  можно  преобразовать 
данный  интегралъ  въ  другой,  котораго  одинъ  пер10дъ  былъ  бы  въ  ^9 
разъ  меньше,  а  остальные  2п  —  1  т%  же  самые  (аналогично  съ  1гап8- 
Тогшаио  рпша  въ  ^Рип(1атеп(а*'  Якоби).  Дал-Ье  онъ  размышдялъ  так- 
же надъ  задачей:  найти,  как1я  можно  производить  перем'Ьны  въ  коли- 
чествахъ  и  трансцендентныхъ  фу нкц1яхъ,  не  нарушая  соотношешй  меж- 
ду ними.  ЗдЪсь  виднеется  зародышъ  того,  что  н^мецкхе  ученые  навы- 
ваютъ  1пуаг1ап1е  Оаг8(;е11ип^  функщй,  ч-Ьмъ  они  стали  заниматься  уже 
въ  посл-Ёдней  трети  настоящаго  стол'Ьтхя. — Такимъ  образомъ  мы  видимъ, 
что  если  бы  несчастная  дуэль  не  унесла  бы  этого  ген1альнаго  юношу 
сталь  рано  въ  могилу,  давно  13ы  мы  имЪли  натуральную  теор1ю  Абе- 
левыхъ  интеграловъ.  Дважды  естественный  ходъ  развит1я  этой  теорхи 
былъ  останавливаемъ  преждевременными  кончинами,  одинъ  разъ  геш- 
альнаго  Абеля,  другой  разъ  не  мен^^е  ген1пльнаго  Галуа,  и  только  Бей- 
ерштрассу  удалось  довести  эту  теорхю  до  изв'Ьстной  степени  закончен- 
ности—говорю такъ  потому,  что  науку  едва  ли  когда  либо  можно  'бу- 
детъ  считать  вполне  законченною. 
Справедливо  Пикаръ  заканчиваетъ  свое  предисловхе  словами: 
„Се  п'ез!  раз  запз  ёто(;10п  дие  Гоп  асЬёуе  1а  1ес1:иге  (1и  1е81атеп1 
всхепИЛдие  де  се  ]еипе  Ьоште  (1е  У1пд1  апз,  ёсп1  1а  уеШе  (1а  ]оиг  ои  И 
деуаН;  (ИзрагаИ^ге  йапз  ипе  оЬзсиге  диегеПе.  8а  тог!  Ги!  роиг  1а  8с1епсе 
ипе  рег1е  {ттепзе;  ГхпПиепсе  йе  ва1о18,  з'П  ей!  уёси,  аигак  рапйешеп! 
гоосИвё  РопепЫНоп  с1е8  гесЬе1хЬе8  ша^Ьётаидаез.  1е  не  те  ^^8^ие^а^ 
раз  Ь.  (1е8  сотрага180пз  регШеизез:  ОаЫз  а  запз  (]ои!е  вез  ё^аих  рагш! 
1е8  та1;Ьёта11С1еп8  (1е  се  81ёс1е;  аисип  пе  1е  зиграззе  раг  Гог1^па'И1ё  еЬ 
1а  ргоГопйеиг  йе  вез  сопсерйонз". 
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8иг  1в  ро1;вп1;1в1  йв  1а  йоиЫе  ооиоЬе. 


Раг  А.  М.  ЫАРОГ!(ОРР. 


Вапв  1е  №  19  йев  СотрШ  гепЛиз  (<;оте  СХХУ,  1897,  зесопй  8ете81ге) 
80П1;  риЬИёз  йеих  1;Ьёогёте8  соп1епап1;  1е8  гё8ииа18  йе  тез  гесЬегсЬев 
8иг  1е  ро(епие1  (1е  1а  (1оиЫе  соисЬе. 

Еп  риЫ1ап1  сев  гё8и1и18,  ]е  1е8  а!  гедагйёв  сотте  поиуеаих,  еп  сгоу- 
ап1  дие  1а  1Ьёопе  (1и  ро^епЦе!  (1е  1а  (1оиЫе  соисЬе  (1етеиге  епсоге  еп 
^\лХу  0(1  еПе  ё1а11;  &  Гёро^ие  йе  1а  риЬИсаНоп  йе  ГОиуга^е  Ыеп  соппи  йе 
М.  Кеитапп  ЛЫегзискипдеп  йЬег  Лаз  ЬодагОктгзске  ипЛ  ^еи^огСзске 
РоЬепИаЬ 

Ма1'8  гёсеттеп!;  з'а!  иМ  соппаввзапсе  й'ипе  Ко1:е  йе  М.  ТаиЬег  риЫйе 
11  у  а  дие1дие8  то18  йапз  1е8  МопаЬзЩЬе  (иг  МаШетаИк  ипЛ  РНузгк 
(VIII.  1аЬг§ап§  1897;  1  У1ег1е1]аЬг),  а1п81  дие  й'ипе  Ко1:е  йе  М.  Кеи- 
шапп  1п8ёг6е  епсоге  йапз  1е  1;оте  XVI  А^^  МаШетаИзске  АппаХеп,  е(:  а 
ргё8еп1;  ^е  У013  ди'^  Гб^агй  йе  У€Ш.  ас1ие1  йе  Ц  диезИоп  ]'е  1^и8  1ютЬ6 
еп  еггеиг. 

Ъе  гё8и11;а(  дие  ]'ёпопсе  согате  1е  1Ьёогёте  I  зе  1гоиуе  йё]а  йапз  1а 
Ко1;е  йе  М.  ТаиЬег.  II  ез!:  у  га!  ди'еп  се  дш  сопсегпе  1а  йётоп81:гаиоп 
М.  ТаиЬег  зе  ге81ге1п1;  аи  саз  йи  р1ап,  1апЙ13  ^ие  то!  ]е  сопз]йёге  1е 
саз  йе  Гезрасе;  та13  сез  йеих  саз  ргёзепкеп!  йез  с1гсоп81апсез  йе  1а  тбте 
па1иге,  е(;  й'аШеигв,  йапв  Гёпопсё  йе  зоп  (Ьёогёте,  М.  ТаиЬег  1ез 
етЬгаззе  1:оиз  1е8  йеих. 

^иап^:  й  шоп  ^Ьёогёте  II,  оп  1:гоиуе  йапз  1а  Ко1:е  С11;ёе  йе  М.  Кеи- 
шапп  ипе  ргорозШоп  ^и^  йоппе  1а  зо1и1:1оп  йе  1а  тбте  диезИоп,  ^ио^^це 
йапз  йез  зиррозШопз  рШз  ге81:г1сиуе8. 

Оопс,  соп1;га1гетеп1;  &  се  ^ие  ]'а1  репзё,  1а  диезМоп  зе  (;гоиуе  йё^к 
аззег  Ь1еп  ехр1огёе. 

Тои1;ей)18  з'е  сго13  ^и'^1  пе  8вга11;  раз  1пи1;11е  йе  риЬИег  топ  апа1у8е, 
ри^з^ие  й'ипе  раг1:   еПе   зе  гаррог1;е  аи  саз   йе  Гезрасе   е!  п'еп    ез1:  раз 
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гаош8  81тр1е  ^ие  се11е  йе  М.  ТаиЬег,  еЬ  ^ие  й'аи1;ге  раг1;  топ  йеиххёте 
1Ьёогёте  681  р1и8  ^ёпёга!  ^ие  се1и1  (]е  М.  Кеитапп. 

В'ахИеигз,  еп  епЬгергепап!:  тез  гесЬегсЬез  8иг  1е  ро1;еи11е1,  ]'ауа18  ей 
еп  уие  сегЫпез  аррПсаНопз  аи  ргоЫёте  йе  В1Г1сЫе1:,  е1:Ыеп1б1;  ]е  те 
ргорозе  (1е  риЬИег  ип  Мёто1ге,  ой  сез  аррИсаНооз  зегоп!;  ^^(1^^иёе8  еЬ 
ой  з'аига!  й  т'арриуег  зиг  1е8  Шёогётез  дие  ]'а1  ёпопсёз  йапз  1е8 
Сотр^ез  гепЛиз. 

Сез*  роигдио!  ]е  гергепДз  1а  диезиоп  е1;  ]'е  риЬИе  1а  ргёзеп1:е  Ко1е 
ди!  сопиепдга  1а  (1ётопз(;гаиоп  (1е  сез  (Ьёогётез. 


1.  8о11:  5  ипе  зигГасе  тезигаЫе  ауап!:  ип  р1ап  1апдеп(  (1ё<;егт1аё  еп 
сЬасип  йе  8ез  ро1п1:з  еЬ  (еПе  ^и^оп  ри1ззе  (Изип^иег  зиг  еПе  1ез  (1еих 
сб1ё8  роиг  роиУ01г  йхет  1е  зепз  (1е  1а  дхгесИоп  йе  1а  погта1е  роиг  1оиз 
863  ро]П<:8. 

8о11:  М  ип  ро1п1;  йе  ;8  арраг1епап1;  к  Гё1ётеп1;  зирегйсве!  Й5,  Р  ип 
рош1  ^ие1соп^ие  йе  Гезрасе,  г  1а  (Изипсе  МР  е1  <р  Гап51е  ^ие  &11;  1а 
(Нгесйоп  МР  аУбс  се11е  йе  1а  вогта1е  а  5  аи  ро1п1;  М- 

Еп  йё81§пап1;  раг  (1  ипе  ЬпсИоп  соп^пие  йёПи1е  роиг  (оиз  1ез  рош(8 
йе  5,  соп81Йёгоп8  Г1п1ё^га1е 


Ж  = 


_    Р|ИС08у(/.9 


Г 


ё^епйие  к  /8,  дш  гергё8еп1;е  се  ^и'оп  арреИе  1е  ро1:епйе1  й'ипе  йоиЫе 
соисЬе  гбрапйие  зиг  ^5. 

Сеие  1п1;ё§га1е  681:  ипе  (опсМоп  йез  соогйоппёез  гес1;ап§и1а1гез  х^  у^  г 
йи  ро1п1  Р,  сопипие  а1П81  ^ие  ЬоиЬез  зез  йёпуёез,  Vг^п^  ^ие  1е  ро1п1  Р 
пе  зе  1гоиуе  раз  зиг  5-  Оп  заК;,  й'аШеигв,  сотгаепЬ  уапе  сеие  1опсиоп, 
1ог8дие  1е  ро1п1;  Р  у1еп1:  к  1гауег8ег  сеие  вигГасе  еп  ип  ро1п!;  ^ие1соп- 
дие:  оп  заИ  ди*еп  1;ои1  ро1п1:  Ж^  йе  5,  ои1;гв  1а  уа1еиг  ргорге  йе  ТГ, 
оп  а  епсоге  йеих  Уа1еиг8  ИтИез  соггезропйап!;  аик  разза^ез  а  М^  йе 
йеих  со1ё8  Й1Й'ёгеп18  раг  гаррог!;  а  5,  е1:дие  сез  1го18  Уа1еиг8,  йШёгеШез 
еп  §ёпёга1,  зопЪ  раг{а1(:етеп1  Йё1;егт1пёе8. 

^иап^^  аих  уа1еиг8  зиг  5  йез  йёпуёез  йе  Ж,  оп  пе  реи!;  1ез  сопз!- 
йёгег  ^ие  сотте  сег1;а1пе8  Уа1еиг8  ИтИез,  еЬ  еПев  пе  80п1;  Йё1егт1п6е8 
^ие  зоиз  сег1;а1пе8  ге81псиоп8. 

Вапз  1б8  аррИса1:10П8,  с'б81:  1а  йёпуёе  езИтёе  зи1Уап1;  1а  погта1е  к  5 
^и^  36  ргё8еп1е  огЙ1па1Гбтеп1:,  еЬ  с'езЬ  к  сеМе  йёг1Уёе  ^ие  зе  гаррог1еп( 
1е8  ргоро81|;1оп8  сопзишап!;  РоЬ^е!  йе  сеие  Ко1;е. 

Еп  йё81ёпап(;  раг  п  1а  Й1гес110П  йе  1а  погта1е  аи  ро1п1;  ^ие1соп^ие  Жо 
йе  5 ,  сопсеуопв  йеих  ро1П(8  Р  е(;  Р' ,  зИиёз  зиг  сеЫе  погтаХе  йе  сб1ё8 
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ё1Яёгеп1§  раг  гаррог!:  к  М^,  еЬ  сопзШгооз  1е&  уа1еиг8,  ей  сез  ршв^з,  (1е 
1'ехрге881оп 

-^ —  С08(П,  X)  -\ т —  С08(П  ,  V)  Н Г~"  С08(п  ,  В). 

ОХ  оу  '  ог 

8о1еп1 


се8  Уа1еиг8. 

Оп  айте!;  д6пёга1етеп1  дие,  1е8  ро1п18  Р  в*  Р'  8е   гарргосЬап!  хпйё- 
Лп]теп1  (1и  ро1п1;  Ж^,  оп  а 


™\  ^^  )р        ^^\  ^»  )/ 


Ма18  11  е81  ГасЛе  йе  8'а88игег  дие  се11е  ргорозШоп  п'ез!  ехас1:е  ^ие 
^оиз  сегЫпеа  ге81г1с!;10П8,  гек^уез  ^  1а  виг^асе  /8^  е!  ^1  1а  (опсИоп  ^, 
рш^^^ие  йёза  йапз  1е  саз  1е  р1и8  81тр1е,  се1и1  ой  5  ве  гёйи!!;  ^1  ипе  рог- 
110П  ее  р1ап,  оп  реи!  ргепйге  роиг  /м  ипе  {опс1:10п  сопИпие  1е1\е,  ^ие 
1е8  Ит11:е8 


-(-^).  нп 


п'ех181еп1;  ро1П1. 

Ог  ]'а1  гесоппи  дпе,  з!  Гоп  тосНйе  сопуепаЫетеп!  Гёпопсё  йе  1а  рго- 
Р081110П,  е!  81  ГоП  1а11;  сег<;а1пе8  гез^г^сйопз  к  Гё^агй  йе  1а  зигГасе  аи 
У0181па§е  йи  ро1п1;  М^,  оп  реи!  зе  Й18реп8ег  йе  (ои1е  зирроз11;10п  раг- 
11сиИёге  &  Гёдагй  йе  1а  ЛпсНоп  ^,  еЬ  уо1С1  1е  гбзикаЬ  дие  }&{  оЫепи: 

ТЬёогёте  I. — Ьа  (опсИоп  (I  €^пп1  ипе  (опсИоп  сопИпие  ^иеХсоп^ие, 
зирро$опз  ^ие^  аи  рогЫ  М^,  кз  зесОопз  погтаХез  йе  1а  зиг(асе  оп1 
Ьогиез  йез  соигЬигез  {гтез  е1  йёЬегтгпёез  еЬ  дие  1е  гарроН  йе  Гапд1е  йе 
сопНпдепсе  а  Гаге,  Хогзди^оп  (аИ  1епйге  Таге  ьегз  гёго,  1епй  гегз  за  ПтИе^ 
€оигЪиге,  ипг(огтетеп1  роиг  ^оШез  сез  зесИопз  погта1ез.  АХогз,  зг  1ез  роШз 
Р  е1  Р'  ^епйеп^Vе^з  М^  йе  тапгеге  диоп  аИ  Ьощоигз 


СП  аига 


-щ-ет- 
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Сев!  се  гбзиНа!;  дш  соп8Й1ие  1е  ргетхег  Лёогёте  дие  з'а!  ёпопсб 
(1ап8  1е8  СотрЬез  тепйиз  (зоиз  ипе  (огте  ип  реи  то1п§  ехас1е)  е1;  ^и^, 
аи  (оп(1,  п^ез!:  аи(ге  сЬозе  ^ие  1е  (Ьёогёше  (1е  М.  ТаиЬег. 

Се  (Ьёогёте  пе  зиррозе  раз  ГеххзЬепсе  йез  итх^ез 


""('Д'  ""'(^)/ 


II  &{1  8еи1етеп1;  уо1г  дие,  з!  Типе  (1ез  с1еих  ИшЛез  ех1з1е,  Гаи(;ге  ех181:е- 
га  аизз!  е1;  к!  зега  ё§а1е. 

Ма18  (1апз  сег1а1пз  саз  11  ев!;  хпсИзрепзаЫе  (1е  8ауо1г  гесопаа11;ге,  раг 
1а  паШге  тёте  с1е  1а  (опсиоп  /I,  з!  1е8  ИтИез  (1оп(;  11  з'а^И;  ех181:еп1. 

А1огз  роип^а  ё1ге  ии1е  1е  Шёогёте  зшуапк: 

ТЬёогёше  П. — Ьа  сопйШоп  ргёсёйепЬе  геШгюе  а  1а  зиг^асе  аи  ьогзг- 
поде  Аи  роШ  М^  Наги  гетрИе,  ргепопз  се  рогпЬ  роиг  рд1е  Лез  соогйоп- 
пёез  роЫгеЗу  1е  гауоп  ьес1еиг  д  еЬ  Тапдк  роЫгге  у) ,  йапз  1е  р1ап  1апдепЬ 
а  1а  зиг(асе^  е1  розопз 

Г.21Г 


«/о 


А1огз,  Ьои1ез  1ез  ^огз  ^ие  Топ  роигга  ^гоигег  ип  потЬге  розгН^  а ,  1€1 
^и^оп  аИ 

^0  ё(ап6  1а  Vа^еи^  йе  /л  аи  роМ  М^ ,  оп  аига  Лез  ИтИез  йё^е^тШез  роиг 

[дУГ\  1Ш\ 

\  дп  I/         [  дп  1^ 

а  сез  ЫтИез  зегопЬ  ёда1ез  *). 

С'е81  сез  Лёогётез  дие  ]е  уеих^  ё1;аЫ1г  йапз  сеИе  N01». 

2.  Ей  ргепап!;  1е  ро^^1:  М^  роиг  ог1§1пе  (1ез  соог(1о1тёез  еЬ  1а  иогта1е 

еп  се  ро1п1:  роиг  ахе  йез  ^ ,  соп81(1ёгопз  1е  ро1;е11Йе1  Ж  роиг  ип  ро1п1  Р 

зкиё  зиг  се1:  ахе.  Се  ро1;епЫе1  (1еУ1еп(1га  а1ог8  ипе  {опсиоп  с1е  л  ^пе 
поиз  (1ё81дпегопз  раг  Ж(;ег). 

Сопсетопз  ип  суИпйге  й^  гёУоШЙоп  С  ауап1;  роиг  ахе   Гахе  йез  0  еЬ 

роиг  1а  р1и8  соигЬе  (Из^апсе  (1е  зез  §ёпёга(;псе8  а  Гахе  ипе  ^иапи^ё 
зиШзаттеШ;  реи1:е  В- 


*)  81  5  ев*  ипе  рог1;1оп  йе  вигГасе  НтИёе  раг  ипе  соигЬе,  1е  рошГ;  М^  пе  док  раа 
зе  1гоиуег  виг  сеие  соигЪе;  с'ез!  се  ^ие  Гоп  вирровега  1ои^оиг&  йапз  1а  801(6. 
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8о1(;  ^$0  1а  рогМоп  <1в  5  (1ёсоирёе  раг  С  е!  соо1еаап1 1е  ро1п1  М^  е!  5, 
1е  ге81ж  йе  5* 

Еп  йё81впап(;  1е8  ро1;еп11е1з  <1й8  к  в^  е(  к  б|  гезреситетеп!  раг  ^У^{е) 
в1  раг  ТГ/^г),  оп  аига 

Се1а  розе,  Гогтопз  Гехргезвхоо  (]в  У7^{е)^  еп  зиррозап!  В  аззег  реЫ^ 
роиг  ^ие  1ои1е  рага11ё1е  &  Гахе  (1е8  е  811:иёе  к  Г1п(ёпеиг  (1е  С  гепсоа<;ге 
5^  еп  ип  вей!  ро1п1. 

Ьез  соогЛоопёез  (1а  ро1п(  М  (1е  Гё1ётеп(;  из  ёип1;  (1ёг1^ёе8  раг  ^ ,  ^ , 
^,  зоН 

§  =  ()С08?&,  ^?  =  рз1пу?. 

А1ог8,  еп  соп81(1ёгап1;  ^  сотте  {опс11оп  с1е  д  еЬ  (1е  у)  е1  еп  (1ё81дпап1 
раг  ^  Гапд1е  ^ие  {дМ  1а  погта1е  аи  ро1п1:  Ж  ауес  Гахе  (1ез  а ,  оп  аига 

О'аШеигз  оп  роигга  ргеп(1ге 

,        дйу)йд 
а8=^ г~"* 

С08^ 

Оп  аига  (1опс 
атес  се11е  ехргеззаоп  роиг  г: 


Бе  1к,  еп  (НЙГёгепиап1  раг  гаррог1:  к  я,  оп  йёйш!: 
се  дие  Гоп  реи1;  ргё8еп1ег  зоиз  1а  ^гте 


^<<^^'^ЧИ'Л4-->--''' 


г» 
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Ма1п1;епап<;,  еп  раг(ап1;  (1е  сеИе  {огти1е,  пои8  аПопз  сЬегсЬег  ипе 
ехргеззюп  авутр^ойдие  йе  ТГ^С;?),  ей  еп1:еп(1ап1;  раг  1к  <;ои1;е  ехрге881оп 
9{0,В),  Ье\\е  ди'еп  аипЬиап!;  &  Я  ипе  уа1еиг  аззег  реШе  е<;  гпЛёреп- 
йапЬе  йе  е  оп  ривззе  гепйге  1а  й^Яёгепсе 

аи881  Уо181пе  йе  гбго  ^ие  Гоп  Уеи1:,  е1  сеЫ  роиг  ЬоиЛез  1е8  ьа1еиг8  йе  0» 
3.  8о11:  ооо  1а  соигЬиге,  аи  ро1п(  М^,  с1е  1а  зесЫоп  11огта1е  (1ё&п1ераг 


Соште  оп  а 


оп  1гоиуе 


е  ^1дл1  ипе  ^псйоп  йе  р  е1;  йе  ^  <;епйап1;  уегз  гёго  роиг  р  =  О . 
Раг  зиНе  оп  аига 

еп  йёзх^пап!;  раг  ^1 ,  в   йез  ГопсИопз  йе  1а  тёте  езрёсе  дие  «. 

В'аШеигз,  еп  уег1и  йе  1а  зиррозхиоп  ехрптбе  йапз  Гёпопсё  йи  1Ьёо- 
гёте  I,  1а  Гопсиоп  в  е!;  раг  8и11:е  аизз!  «1  еЬ  в'  ^епйгоп!;  уегз  гёго  ауес 
()  иш(огтетепЬ  роиг  !:ои1е8  1е8  Уа1еиг8  йе  ^. 

В'аи1ге  раг!;,  еп  розап!: 

ОП  аига 

Раг  зш1е,  еп  гетагдиап1;  ^ие  Гоп  а 


1^1< 


С2 
4-  — 


дие1  дие  зо11:  е ,  оп  уо!!;  ди'оп  роигга  ргепйге  В  зиШзаттеп!;  рей!;  роиг 
дие  1е  гаррог!; 


^/^'Л-^ 
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воИ  аизз!  У01§1п  йе  1  дие  Гоп  теи(;  роиг  <;ои1;е8  1е8  уа1еиг8  (1е  е  еЬ  Лер 
е!  роиг  1:ои1;е8  1е8  уа1еиг8  йе  ^  ^щ  пе  зиграззеп!:  раз  ^2. 

Бе  <;ои4  се1а  П  езЬ  &с11е  (1е  сопскге  ^ие,  дие!  ^ие  зоЙ  а,  1е8  уа1еиг8 
аЪ§о1ие8  дез  с1еах  1п1ё§га1е8  ди!  П^игеп!;  ^1  1а  8есоп(1е  \щпе  йе  Гехргез- 
5ЮП  йе  Т?^(г) ,  дие  поиз  ауопз  оЫепие  аи  п®  ргёсёйеп!,  не  роиггоп!  8иг- 
раззег  ипе  сег(агае  ИтНе,  гпАёрепйапЬе  йе  г  еЬ  1епйап1  ьег8  вето  роиг 
В=0. 

Оопс,  дапз  по(ге  гесЬегсЬе,  ]1  пЧ  аига  к  соп81(1ёгег  ^ие  1ез  (1еих 
1п1б§га1е8 

дс1д 


^0         ^0  ^0         «/о 


у6 


да!  &§игеп1  &  1а  ргеп11ёге  Идпе. 
Ог,  еп  <1ёуе1оррап(. 

_1_  ^  (1  —  1)"^ 

8штап1  1е8  ра1а8апсе8  сго188ап(е8  бе  ^ ,  оп  {гоиге,  роаг  Гехрге881оп  авуш- 
р(оидие  (1е  1а  ргешхёги  1п1ё§га1е, 


^о        -'о      ((»^  +  «')^  ^о        ^о        ((>*  +  ;?*)"' 

е(,  роиг  се11е  (1е  1а  8есоп(1е, 


Г"^.  Г- 


//^<?йе 


Раг  8Ш*е,  роиг  Гехрге8810П  азугар^оЫдие  йе  Жо(«),  оп  аига 


((>2+л2)^ 


В'аШеигз,  йапз  1а  зесопйе  1п1:ё5га1е,  оп  роигга  ёУ1(1еттеп1   гетр1асег 
{1^  раг  о^^^осоор^,  ^0  6*^п*  1а  Уа1еиг  йе  /1^  аи  ро1п*;  Ж^. 
А1ог8,  еп  розап!^ 

^0  ^0 
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е(  еп  ^ета^^иа^(  дие 


I 


оп  аига  81тр1етеп(; 


^0         (р«  +  ;г*)Т  (Д» 


е(  1е8  1егте8    т18   еп   ёуШепсе    соп8и1;иегоп(   Гехргезахоп    а8утр^о(;^^ие 
сЬегсЬёе. 

4.  Ма1п1епап1:,  роиг  (1ёшоп1;гег    1е  Шбогёте  I,   поив   гетагдиопв   ^ие 
1а  Гогти1е  дие  поиз  тепопз  й'оЫепхг  йоппе 

Ъ\е^  В)  ШлЛ  ипе  й)пс110п  ди'оп  реи!;  Ыге,  еп  аипЬиап^  к  В  ипе  уа1еиг 
виШзаттет;  реи1е  е1;  1П(1ёреп(1ап(;е  (1е  $ ,  аизз!  У0181пе  де  гёго  ди'оп  уеиЪ 
роиг  1ои1;е8  1е8  Уа1еиг8  йе  е. 
Ог,  еп  раззап!;  аи  ро(.еп(;1е1   Т7{0)  (1е  1а  зигГасе  епИёге,  оп  еп  (1ё(1ш(; 


+ж;и)-т1^(-0)- 


(В2+;^2)^' 


ой  1а  Гопс1:10п  П§игап(  &  1а  8есоп(1е  Ь'^пе  1еп(!  уегз  гёго  роиг  0=^0, 
^ие11е  дие  зо!!;  1а  уа1еиг  аипЬиёе  а  В ,  роигуи  ди'еИе  пе  8011;  раз  пи11е. 
Оп  УоК  ёопс  ди'еп  (1оппап(;  к  В  ипе  уа1еиг  аззег  реНЬе^  ршз,  еп  Л- 
хап1;  В  е^  еп  Шзап!;  \0\  зиШзаттеп^  реШ,  оп  рошта  гепДге  1а  АШё- 
гепсе 

аизз!  Уо1з1пе  Ае  гёго  ди'оп  Уои(1га. 
Раг  8и]1е  оп  йоН  сопс1игв  ^ие  Гоп  а 


\^тЫ\0)-^VX-0)\=О, 


еЬ  с'ез!;  Ь1еп  1е  ^Ьёогёте  I. 
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6.  8ирро8оп$  тахп^епап^  дие    1е8    сопй]ио118    (1и   весопЛ    Шёогёте   зе 
^гоиуеп!;  гетрИез. 
Сотте,  йапз  сез  сопсИЫопз,  Г1п16§га1е 


I 


о         ^ 


аига  ипе  Уа1еиг  (1ё1егт1пёе,  ^епйап!:  уегз  гбго  роиг  Л  =  О ,  оп  роигга, 
81  Гоп  па  &  оЫеп1г  ^и'ипе  ехрге8810п  азутр^ойдие,  гетр1асег  йапз 
Г1П^ёдга1е 


Г 


Мд^  -  2е>)да9 


/<  раг  /<о>  се  ди!  1а  гё(1и1га  к 
Ое  1к  оп  уо|(;  дие  1а  {огти1е  оЬ(епие  аи  0°  3  роигга  ё1ге  ёсп(е  аш81 

еп  (]ё81воап1;  раг  Ф(я,  В)  ипе  Гопсйоп  (1е  1а  тёте  езрёсе  дие  1а  {опсЦоп 
Р{е,В)  сопзМбгёе  1;ои1;  а  ГЬеиге. 

Ог,  еп  сопзИёгап^  1а  йёпуёв  11У\{г)  йи  ро1еп11е1  ТГ^С^г),  оп  з'аззиге  Га- 
сПешеп!  дие,  (]апз  1ез  соп(11иоп8  ой  поиз  поиз  зоттез  р1асё,  1а  диап(11ё 

1еп(1,  роиг  Д  =  0,  уегз  ипе  НтНе  (1ё1;егтшёе. 
8о11;  Ь  сеие  ИтЛе. 
Еп  уегШ  йе  Гехрге881оп  с1-(1е8зиз  йе  ТГ^и)  оп  роигга  ёспге 

1  В^      \       гл(1о^оВ^е 


+  Щ^)-^^[{0)-]-2л11о1^ 


(7г2+;^2)Т)  (Д2  +  Я2)Т 


Оопс,  еп  га130ппап(;  сотте   аи  п^  ргёсёйеп!:,   оп  агг1уе    к    1а    сопс1и- 
з1оп  дие 
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ИтЖ'(^)  =  Ь, 

5=0 

се  дш  ргоиуе  1е  1Ьёогёте  II. 
6.  Nои8  поив  вогатез  арриуё  зиг  се  дие  Гехргеззхоп 

йапз  1ез  сопйПюпз  йи  1;Ьёогёте  II,  1е11(1  уегз  ипе  ИтНе  роиг  В  =  0. 
И  ез!:  &с11е  йе  Гё^аЬИг. 

А  се!  е^е!;  оп  рагИга  йе  1а  {огти1е 

о\х  Г1П(11се  (Л)  р1асе  зоиз  1ез  81дпез  йез  1п1ё8га1ез  зегЬ   а   шй^диег   ^ие 
сеПез-с!  йохуеп!;  ё1ге  ё^епйиез  к  5,. 
Бе  1а,  еп  еп^епйапЬ  раг  А  ипе  уа1еиг  йхе  йе  5,  оп  йёйик 

А 


(й)  И)^^ 

е1  сеИе  ехргеззюп  1;еп(1  ёуИеттепк,  роиг  Л  =  0,   уегз  ипе    ИтНе    йё- 
1егга1пёе. 
Оп  Ргоиуе  (1'а111еиг8,  роиг  сеЦе  Итх^е, 

{огти1е  дш  е81  ехас(е  дие!  дие  801Ь  Л,  роигуи   ди'П    пе   вигравзе   раз 
ипе  сег1а1пе  11т11е. 
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Объ  опред-Ьденхи  длины  въ  неэвклидовой 

геометрш. 


В.  П.  Алеке^Ьевеваго. 


Изи^1)ен1е  длины  въ  неэвклидовой  геометрхи  основано  на  припцип^^: 
„если  три  точки  А,  В^  С  лежатъ  на  одной  прямой,  то  разстояше отъ 
А  АО  С  равно  сумм*  разстоян1й  отъ  А  яо  В  и  отъ  Б  до  С" . 

Такому  требован1Ю  сложное  отношен1е  четырехъ  точекъ  не  удовле- 
творяетъ,  поэтому  за  м^ру  длины  принимается  величина  пропорцю- 
нальная  логариему  сложнаго  отношен1я  *). 

Не  смотря  на  очевидность  этого  принципа  позволительно  требовать 
доказательства  его  необходимости,  такъ  какъ  ссылка  на  то,  что  онъ 
заимствуется  изъ  опыта,  врядъ-ли  можетъ  служить  достаточнымъ  осно- 
ван1емъ  въ  геометр1И  „ неэвклидовой ^. 

Съ  другой  стороны  возникаетъ  вопросъ,  какъ  согласить  его  съ  по- 
ложен1емъ,  что  два  посл^доиательныхъ  церем']Ьщен1я  прямой  по  ея  па- 
правлен1ю  эквивалентны  одному  перем*щен1ю,  т.  е.  съ  положен1емъ,  что 
движения  составляютъ  группу.  Не  удивительно  ли,  что  понят1е  объ 
эквивалентности  перем'Ъщен1й  переводится  на  аналитическ1й  языкъ  въ 
вид'Ь  алгебраической  суммы?  Конечно,  н'Ьтъ  сомн'Ьн1я  въ  возможности 
этого,  по  р'Ьчь  идетъ  о  необходимости. 

Попытки  согласить  эти  ионят1Я  привели  меня  къ  бол']^е  общему  опре- 
д*лен1ю  длины.  Оказывается,  что  упомянутый  принципъ  сводится  къ 
признан1ю  эвклидова  постулата  для  той  прямой,  которая  служитъ  мас- 
штабомъ.  Дал^е,  сложное  отношен1е,  какъ  и  его  логариемъ  одинаково 
пригодны  для  опред'Ьлен1я  длины,  равно  какъ  и  множество  другихъ 
частныхъ  случаевъ  бол']^е  общей  м'Ьры. 


*)  У.  Ки%п.  К1сЫ-ЕикН(11зсЬе  Оеоте1пе.  2^е11ег  АЪс1гиск.  еб111п§еп.  1893.  В.  67. 
**)  С1еЬ8сК-1Лпс1€тапп.  УоНевап^еп  йЪег  веоте1пе.  Вс1.  2.  Ье1р218.  1891.  8.  465. 
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Эти  результаты  являются  слЪдствхемъ  введешя  понят1я  суимы  отно- 
сительно инвархантныхъ  точекъ;  такое  суммованхе  есть  не  что  иное, 
вакъ  интерпретащя  инволющоннаго  соотв^тствхя. 


I. 


Пусть  виЪемъ  прямую,  между  точками  которой  и  рядомъ  веществен- 
ныхъ  чиселъ  установлено  одназначное  соотв^тствхе.  Число,  соответ- 
ствующее точк'Ь,  называется  координатой  ея. 

Дооустимъ,  что,  при  движеши  прямой  вдоль  вея^самой,  двЪ  точки 
а  я  Ъ  остаются  неподвижными;  так1я  точки  будемъ  называть  инварг- 
антными. 

Известно,  что  передвижен]е  прямой  по  ея  направлен1Ю  можетъ  быть 
разсматриваемо,  какъ  преобразованхе,  определяемое  уравнен1емъ: 

с  —  Ъ    х  —  а  ,  . 

Т^а-^^^-"' <'> 

где  с  координата  некоторой  точки  до  передвижен1я  прямой,  х  коор- 
дината точки,  съ  которой  первая  совпадаетъ  посл^  перемещен1я  пря- 
мой, II  параметръ,  характеризующ1Й  величину  этого  перем^щешл. 

Координаты  с  я  X  опред^ляють  начало  и  конецъ  н^котораго  отрезка 
прямой. 

Изъ  сказаннаго  не  трудно  вывести  опред^ленхе  равенства  двухъ 
отрезковъ  одной  и  той-же  прямой. 

Какое  бы  понятхе  мы  ни  соединяли  со  словомъ  „длина",  какъ-бы  ни 
измерялось  разстоян1е,  два  отрезка  одной  и  той-же  прямой  съ  раз- 
ными началами  с  и  ^  и  разными  концами  х  я  1^  будутъ  равны,  когда 
им^еть  место  равенство: 

с  —  Ъ    X  —  а у—  Ь     я  —  а  ,^. 

с  —  а    X  —  Ъ      у  —  а    е  —  Ъ 

Отсюда  обнаруживается,  что  всяк1й  отрезокъ  можно  заменить  ему 
ра&нымъ,  начало  котораго  совпадаетъ  съ  началомъ  координатъ.  Поло- 
жи въ  въ  предыдущемъ  равенстве  0  =  0,  находимъ: 

Ъ    X  —  а у  •— Ь    я  — а  ^  . 

а    X  —  о      у  —  а    я  —  о 

Такимъ  образомъ  координата  х  характеризуетъ  отрезокъ  ох  равный 
у0;  одновременно,  х  можетъ  заменить  и  параметръ  //,  въ  силу  одно- 
значной зависимости  между  ними. 
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Равенство  (3)  можетъ  быть  истолковано  иначе. 

Пусть  прямой  сообщено  перем^щен1е,  такъ  что  начало  Боординатъ  О 
перешло  въ  у;  зат^кмъ  той-же  прямой  сообщено  новор  иерем']^щен1е, 
равное  перем'Ьщен1ю  отъ  О  до  я;;  требуется  определить  перем'Ьщен1е 
эквивалентное  обоимъ  предыдущимъ.  Обозначимъ  положенхе  О  посл^ 
этого  перем'Ьщен1я  чрезъ  0.  Ясно,  что  перем^щеше  отъ-  у  до  л  дол- 
жно быть  равно  перемещен]!)  отъ  О  до  гг.  Выразивъ  это  заключенге 
аналитически,  придемъ  къ  равенству  (3),  откуда 

^  _  аЪ(х  +  у)  —  (д  +  Ъ)ху^  ^  ,^. 

аЪ  —  ху 

Есдн-бы  существовадъ  только  единственный  способъ  установлен1я 
однозначнаго  соотв'Ьтств1я  между  точками  прямой  и  рядомъ  чиселъ, 
то  для  сужден1Я  о  величинахъ  отр1^зковъ,  им^ющихъ  одно  и  то-же  на- 
чало въ  О,  достаточно  было-бы  назвать  координаты  ихъ  концовъ.  11о- 
этому  для  прямыхъ  съ  одн']^ми  и  т^ии-же  инБар1антными  точками  а 
и  Ь  и  съ  тождественной  нумерац1ей  точекъ  подъ  словомъ  длина  отрпз- 
ка,  имгьюгиаю  начало  въ  О,  моо/сно  разумгьть  координату  конца  его. 

Согласившись  съ  такимъ  терминомъ,  найдемъ  въ  формул'Ь  (4)  р'Ь- 
шеше  вопроса:  по  даннымъ  длинамъ  л;  и  у  двухъ  отр'Ьзковъ  найти 
длину  отр'Ьзка  эквивалентнаго  имъ  обоимъ. 

Другими  словами,  формула  (4)  представляетъ  опред']^лен1е  сложев1я 
длинъ  отр^ковъ  одной  и  той-же  прямой;  координату  0  мы  будемъ  на- 
зывать суммой  X  и  у  относительно  инваргантныхь  точекъ  а  и  Ь- 

Эти  опред'Ьлен1я  вполне  согласуются  съ  понят1Ями  эвклидовой  гео- 
нетр1и;  предположивъ,  что  инвархантпыя  точки  совпадаю!^  и  удалены 
въ  безконечность,  получаемъ 

а  =  х  +  у. 

Не  трудно  перейти  теперь  къ  понят1ю  о  разности  относительно  инва- 
р1антныхъ  точекъ.  Очевидно  такою  разностью  отр-Ьзковъ  ^е^  и  у  будетъ 
X,  при  чемъ 

аЬ{г  —  у) 

~  об  — (а  +  Ь)у  +  ^егу  ' 

Тотъ-же  резудьтатъ  мы  лолучимъ  и  изъ  рав.  (3),  а  это  приводитъ 
Бъ  такому  заключен1ю. 

Такъ  какъ  координатами  ^ег,  у  опред'Ьляется  отр']^зокъ  съ  началомъ 
въ  у  и  ковцомъ  ъъ  я^  в.  X  выражаетъ  длину  равнаго  ему  отр']^зка,  то 
заключаемъ:  длина  отртьзка  равняется  разности  координатъ  его  конца 
и  начала^  разности  относительно  инваргантныхь  точекъ. 
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Теперь  вернемся  къ  равенству  (2).  Приравнявъ  каждую  часть  его 
выражению: 

а'и  —  Ь' 

видимъ,  что  и  представляетъ  длину  каждаго  изъ  разсматриваекыхъ 
отр*зко1Уь  (с,  х)  и  (у,  л);  следовательно,  опред'1лен1е  равенства  двухъ 
отр']^зковъ,  данное  выше,  сводится  къ  признашю  равенства  ихъ  длинъ. 
До  сихъ  поръ  мы  разсматривали  отрезки,  им']^ющ1е  одно  и  то  же 
направленхе.  Чтобы  составить  себ'к  понят1е  о  равныхъ,  но  противопо- 
ложныхъ  отр'Ьзкахъ,  полагаемъ,  что  ихъ  сумма  0  =  0;  сл'1довательно, 
так1е  отр']^зки  связаны  соотношенхемъ: 

аЬх 

^~      аЬ  —  {а  +  Ь)х 

Изъ  того  же  равенства  (4)  находимъ  зависимость  между  отр']^зками, 
сумма  которыхъ  равна  безконечности,  именно: 

аЬ  — жу  =  0. 

Наконецъ,  если  д;  =  а  или  Ъ,  то,  каково  бы  ни  было  у,  сумма  ихъ 
и  будетъ  =а  или  Ъ:  при  прибавлен1и  къ  отрезку  а  какого  угодно 
отр'Ьзка  сумма  остается  а*  Вотъ  это-то  свойство  и  можетъ  служить 
объяснен1емъ  причины,  почему  инвар1антныя  точки  обыкновенно  назы- 
ваются безконечно-удаленными. 

Не  трудно  вывести  формулы  умножен1я  и  д']Ьлен1я  отрЪзковъ. 

Полагая  въ  рав.  (3)  у  =  х,  находимъ 


^  —  а Ь^  /х  —  а\* 

е  —  Ь       а\х  —  6у 


Обобщая  этотъ  результатъ,  находимъ,  что  сумма  т   отр^зковъ  рав- 
ныхъ X  определяется  уравненхемъ: 


Ь     0- 


а    0- 


;  ___  /Ь^  х  —  ау 
\а   х — Ьу 


Представивъ  себе,  что  сумма  п  отр^зковъ  равныхъ  и  тоже  равна 
0,  после  несложныхъ  преобразован1Й  найдемъ  формулу  для  вычислешя 
и  въ  функщи  х: 

/Ь   х  —  а\^     ^ 

и^аЬ      7/"      \-  (^> 

\а   X  —  о/ 
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Таково  внрахеше  отр^^зка  „пропорщональнаго"  отр']^зку  х\  коэффи^- 
Ц1ентъ  пропорцюнальнооти  равенъ  — .  Такой  отр']^зокъ  удобно  изобра- 
гать  символически  такъ 

!<  =  ~(а;). 
п 

Согласуется-ли  этотъ  выводъ  съ  эвклидовой  геометр1ей?  Чтобы  убе- 
диться въ  этомъ,  представикъ  равенство  (5)  въ  вид'Ь: 


т 

*"в  1 

[а'и  —  Ь) 

п 

1о8| 

п.-.^ 

Полагая  зд^сь  а  =  Ъ  =  оо^  находииъ 

т  и 

п         X  * 

Выведенные  результаты  относятся  къ  гиперболической  геометрхи, 
такъ  какъ  было  предположено,  что  а  и  &  числа  вещественный  и  раз- 
личныя;  чтобы  перейти  къ  эллиптической  геометрхи  достаточно,  какъ 
известно,  принять,  что  координаты  инвар1антныхъ  точекъ — числа  кои- 
олексныя  сопряженныя. 

Сд'З^лавъ  допущен1е  а  =  6,  мы  должны  получить  формулы,  относя- 
щаяся къ  параболической  геометрхи;  но  основное  равенство  (2)  при  этомъ 
обращается  въ  тождество;  т']Ьмъ  не  мен^е  следств1я,  выведенныя  изъ 
него,    сохраняютъ  смыслъ. 

Чтобы  уб'Ьдиться  въ  этомъ,  замЪтимъ,  что  вм'Ьсто  параметра  >,  мо- 
жемъ  взять  другой,  находящ1Йся  съ  нимъ  въ  однозначномъ  соотв']Ьт- 
СТВ1И.  Вычтя  изъ  об^ихъ  частей  равенства  (1)  по  единиц']^,  приведемъ 
результатъ  къ  виду 

с  —  х  _(1—1 

(с  —  а)(х—Ь)       Ь  —  а* 

Следовательно,  если  принять  за  параметръ  число  V^  определяемое  изъ 
формулы 

(1—1 

V  =  — 

то  равенство  (2)  можно  будетъ  заменить  следующимъ: 

с  —  X У  '-'  ^ 


{с  —  а)  (х  —  Ь)      {у  —  а)(0  —  Ь)' 
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которое  уже  не  обращается  въ  тождество  при  а  =  Ь.  Конечно  въ  этомъ 
случа*  V  должно  разсматривать,  кавъ  пред-Ьлъ  опред^ляющаго  его 
отношен1я. 

II. 


До  сихъ  поръ  мы  им^ли  въ  виду  тождественныя  ирявгыя,  или, 
лучше  сказать,  тождественные  ряды  точекъ;  теперь  переходимъ  къ 
общему  случаю. 

Прямыя  могутъ  различаться  инвар1антными  точками  и  нумеращей 
точекъ,  поэтому,  о  совм^^щен1и  ихъ  и  р']Ьчи  быть  не  можетъ;  между  ни- 
ми возможно  только  С00ТВ']^ТСТВ1е. 

Положимъ,  что  мы  нашли  способъ  установить  однозначное  соотв-Ьт- 
ств1е  между  точками  разныхъ  прямыхъ;  положимъ,  что  начала  коор- 
динатъ  ихъ  другъ  другу  соотв'Ьтствуютъ  и  координат*  х  одной  пря- 
мой соотв'Ьтствуетъ  х  второй,  х'  третьей  и  т.  д.,  словомъ,  отрезки 
ож,  ох\  ох"  другъ  другу  соотв'Ьтствуютъ.  Если  условиться  считать  та- 
К1е  отр'Ьзки  им'Ьющими  равныл  длины,  то  будетъ  безразлично,  которыя 
изъ  чиселъ  гг ,  х\  гс" , . . .  принять  за  длину.  Чтобы  избегнуть  пута- 
ницы, удобно  избрать  одну  изъ  прямыхъ  за  основную,  за  масштабъ,  и 
назван1е  длины  отнести  къ  координатамъ  ея  точекъ. 

Такимъ  образомъ,  длиною  отргьзка  съ  началомъ  въ  О  называется  коор' 
дината  конца  соотвгьтственнаю  отргьзка  масштаба^  поэтому  число 
выражающее  длину  отр'Ьзка  будетъ  различно,  смотря  потому,  на  какомъ 
масштаб'^  производится  отсчиты1тн1е.  Это  опред'Ьлеи1е  обращается  въ 
прежнее,  когда  масштабъ  тождествененъ  съ  изм'Ьряемой  прямой. 

При  такомъ  оиред'Ьлен1и  длина  отрезка  ох  есть  функщя  Р{х)  ко- 
ординаты ГС,  относительно  которой  намъ  пока  известно,  что  ^<^(0)  =  0. 

Остается  указать,  какимъ  образомъ  можно  установить  [соотв*тств1е 
между  точками  изм'Ьряемой  прямой  и  точками  масштаба.  Мы  дости- 
гаемъ  этого  предположен1емъ:  длина  суммы  двухъ  отргьзковъ  равняется 
суммгь  ихъ  длинъ.  Это  предположен1е  напомиваетъ  принципъ  слагае- 
мости,  но  разница  въ  томъ,  что  зд^сь  сложен1е  на  прямой  и  на  мае- 
штаб*  совершается  относительно  ихъ  инвар1антныхъ  точекъ. 

Пусть  ицвар1антныя  точки  прямой  суть  а  и  &,  координаты  концовъ 
двухъ  данныхъ  отр^зковъ  х,  у,  кордината  ихъ  суммы  е. 

Предположимъ,  что  а  и  /9  суть  инвар1антныя  точки  масштаба;  тогда 
длины  предыдущихъ  отрЬзковъ  будутъ  1'{х) ,  Р{у) ,  -Г(^е^)  и  по  уСЛ0В1Ю, 
въ  силу  известной  теоремы  сложен1я,  два  сл*дуюЩ1Я  равенства: 
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С0ДЕРЖАН1Б. 

Стран, 

О  разлажео1и  данной  функщи  въ  рядъ  по  гармоническимъ  функ- 

щямъ;  В.  А-  Стеклова ^    ...........    .      57 

Н4сколько  словъ  объ  ЭварисгЬ  Галуа;    ЛГ.  А.  Тихомандрицкаю.  125 

О  потенц^ал^  двойного  слоя;  А.  31.  Ляпунова 129 

Объ  опред^леши  длины  въ  неэвцлидозой  геонетрхи;  В.  Л.  А.гек- 
сгьевскаго 139 


С00БЩЕН1Я 


издаются  подъ  редакщею  распорядительнаго 
комитета  Общества, 

Книжки  Сооб1цен1Й  выпускаются  въ  неонред^^ленные  сроки,  но 
)г]Ьр'Ь  отпечатанш,  въ  разм'Ьр'Ь  3*хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  ны- 
нусковъ  составляютъ  томъ. 

Желаюице  подписаться  на  шестой  томъ  второй  сер1и  благоволять 
адресовать  свои  залвлен1я  па  имя  секретаря  Общества  въ  Харьиовск]'й 
Университетъ.  Подписная  ц-Ьна  3  рубля. 

Продаются  отд'Ьльно:  1)  Выпуски  первой  серхи  (18  нумеровъ, 
1879  — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом'Ьщенныхъ  въ 
кпижкахъ  первой  сер1и,  ц'^Ьна  20  кои.,  3)  Первые  пять  томовъ  2-й  сер1и 
{30  выпускоиъ),  ц'Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требован1ями  и  по  всЬмъ  л^Ьхамъ,  касаюп^имся  Общества,  про- 
сятъ  обраи|;иться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковски  Уни- 
верситетъ, 


ТаЫе  (1е$  та1|ёге$. 

8иг  1в  йбуе1орретеп1:  й'ипе  ГопсИоп  (1оппёе    ей  ьёпе    8и1Уап1    1е8 

Гопсиопз  ЬаI•топ^^ие5;  раг  Ж  А.  ЗиТсЩ 57 

РиеЦиез  шо^з  зиг  Еуапз^е  ваЫз;  раг.  М.  А.  ТгкЪоттгЛгйзку  .    125 
8иг  1е  ро1епие1  йе  1а  йоиЫе  соисЬе;  раг  А.  М,  ЫароипоЦ^   •   •     129 
8иг  1а  йёйп^иоп  йе  1а  1оп8еиг  еп  §ёошё1г1е  поп-еик1кИеппе;   |М1Г 
Ж  Р.  А1ехё1ш1су 139 
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Сотттии.Х\оП9  йв  1а  $ос^ё{ё^па|^)ётг^(^^ие  с1е  КЬагко«г. 

2-е  5СГ1е> 


'•< 


•   ; 


С00БЩЕН1Я 

ХАРЬНОВСКАГО 


^  I  11| 


и 


ВТОРАЯ     СЕР1Я 

Томъ  VI. 

Л-    4. 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Тяпограф1я  и  Литограф|л  Зильбербергъ.    ({^"^ 

(Рыбная  улица,  домъ  Лг  30-й).  ^•^^^$м^ 


)    !1 


1898. 
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На  основаи!!!  §  9  Устава  Харьковсьаго  Математическаго  Общества  печатать 
и  выпустить  в'ь  си11тъ  разрешаю.  Харыговъ,  8-го  мая  1898  года. 

Иредс'кдатель  Математическаго  Общества  Профессоръ  АГ.  о^йпдрееиъ. 


■^\^,^\У~^^/^  .^  ^  у 
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а$[Пх)  +  Пу)]  -(«  +  /?)  тх) 


^  _^аЬ{х'^гу)  —  {а  +  Ъ)  ху 
аЪ  —  ху 

существуютъ  совместно. 

Такимъ  образомъ,  опред^^лен1е  длины  сводится  въ  опредЪлен1Ю  вида 
функщи  ^'{х). 

Шъ  ра8С)1отр']^н1я  предыдущихъ  равенствъ  сл^дуетъ,  что  е  появляется 
изъ  X  кавъ  результатъ  линейной  подстановки 

/аЬ  — (а  +  Ь)у,        йЪу\ 
\  -У        .         аЬ] 

и  одновременно  ]Р(х)  подвергается  линейноиу  преобразовашю 

/а/9  — (а4-/?)Лу),        «/?Лу)\ 
\  -Пу)         ,  а/?    Г 

а  изъ  услов1я  ^'(О)  =  О  вытекаетъ,  что  ^Чу)  становится  безконечно-малой 
величиной  одновременно  съ  у.  Изъ  этихъ  двухъ  положен1Й  заЕлючаемъ^ 
что  безконечно-малому  преобразовав^  х  отв'Ьчаетъ  безвонечно-малое 
преобразоваше  Т{х)* 

Такой  выводъ  нам^чаетъ  путь  для  составлен1я  дифференц1альнаго 
уравнен1Я,  которому  удовлетворяетъ  ^Р(а;). 

Составнвъ  приращен1я 

•Р(.\      7ГМ -  тгил  [Р(х)-а]Шх)-0] 

{х  —  а)(х  —  Ъ) 
^       аЬ  —  ху 

по  разд']^лен1и  ихъ,  получимъ: 

Р(^)-Р(х)  _Р{р)     [Пх)-а']тх)  —  /}]  аЪ-ху 

е  —  х  у*         {х  —  а){х  —  Ь)        '  а^  —  Р{х)Р{уУ 

Переходя  къ  пред'Ьлу,  при  уменьшеши  у  до  нуля,  находимъ: 

ЛПх) _  ^, ,..  [Пх)-а\тх)-Р']  об 
ах    ~^  ^^^  (х  —  а){х  —  Ъ)      а$' 

Очевидно,  что  постоянное  1^'(0)  должно  быть  отлично  отъ  нуля; 
обозначимъ  его  чрезъ  к> 

10 
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Интегрируя  полученное  уравнен1в  отъ  О  до  о;,  получииъ: 


\а     X  —  о/ 
Пх)=а^\,     ^      Г  (1) 

\а    X  —  о/ 


аЪ       а  —  Р 


Я  =  ^ 


а  —  Ь  '     а/9 


Таково  выражен1е  длины  отрезка  ох^  когда  а  не  равно  &. 
Сопоставимъ  этотъ  результатъ  съ  формулой  (5)  предыдущаго 
Полагая  а^=а^  /^  =  Ь,  получимъ  Х^=к  я 


\а     X  —  о) 


1 

-Е{х)  =  аЬ  -^т -^ 


\а     х—Ь] 

Отсюда  видимъ,  что,  не  смотря  на  одинаковость  координатъ  трехъ 
соотв'Ьтственныхъ  точекъ  о,  а,  &,  "Е^х)  отлично  отъ  х>  Произвольное 
постоянное  'к  даетъ  возможность  установить  соотв:Ьтств1е  любой  точки  с 
данной  прямой  съ  произвольною  точкою  /  на  масштаб'^.  Сравнивая  теперь 
этотъ  выводъ  съ  формулой  (5)  предыдущаго  §,  уб'Ьждаемся,  что  жчьра 
дАМ(,н\л  ох  на  масштабп»  съ  инваргантнымц  точками  а  и  Ъ  выражаемся 
отргьзкомъ  равнымъ  отргьзку  к-(х)  данной  прямой. 

Следовательно,  постоянное  р'{о)=^к  должно,  разсматривать  какъ 
коэффишентъ  пропорц1ональности. 

Въ  общемъ  случае,  при  неравенстве  координатъ  инвар1антныхъ  то- 
чекъ прямой  и  масштаба,  дЪло  обстоитъ  несколько  иначе. 

Формула  (1)  является  какъ  результатъ  исключенхя  и  изъ  равенствъ 

А    Ц  —  ^  =  /^     д?  —  а\^ 
а  '  и —  Ь      уа  '  X —  Ьу  ' 

и 

^     Р(х)  —  а  ^  Ь     и  — а 
а  •  Р{х)—0       а  '  и—Ь' 

изъ  коихъ  первое  показываетъ,  что  и  есть  координата  точки  Х.(х)  на 
данной  прямой;  второе,  что  точки  масштаба  Р{х)  находятся  въ  про- 
ективномъ  соответств1и  съ  точками  Х.{х)  данной  прямой.  Ясно,  что  это 
проективное  соотв^тствхе  устанавливается  тремя  парами  точекъ:  (а ,  а) , 
(Ь,  /^),  (о,  о). 
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Такииъ  обрдзомъ:  М1ьра  длины  ох  выражается  отртьжамъ  масштаба 
проективно'соотвгьтственнымъ  съ  ошргьзкомъ  Х.{х)  данной  прямой. 

Предположимъ  теперь,  что  инвараантныя  точки  масштаба  совпадаютъ» 
т.  е.  а  =  /9.  Тогда  дифференд1альное  ура1шен1е  принимаетъ  видъ: 

аЧР  каЬдх 


(р—а)^      {х-^а)(х  —  ЪУ 
Откуда 

при  чемъ 

1с  аЬ 


Я  = 


а-Ь' 


Теперь  мы  им^еиъ  возможность  выяснить  значен1е  предположен1д, 
которое  принимается  какъ  принципъ  въ  неэвклидовой  геометр1и. 

Предположимъ,  что  инвар1антныя  точки  масштаба  не  только  совпа- 
даютъ,  но  и  удалены  въ  безконечность;  т.  е.  примемъ,  что  а  :±=  с» ,  тогда 

^«-^'°<М^) <" 

и  теорема  сложен1Я  на  масштаб'^  обращается  въ  сл']^дующую: 

П^)  =  Г{х)  +  Г{у). 

Выражен1е  (3)  представляетъ  обыкновенное  опред^лен1е  м^ры  длины 
въ  неэвклидовой  геометр1и.  Выводъ  его  основываютъ  на  принцип'Ь  сла- 
гаемости;  очевидно:  принципъ  слагаемости  равносиленъ  принятгю  за 
масштабъ  такой  прямой^  инваргантныя  точки  которой  соепадаютъ  и 
удалены  еъ  безконечность^  другими  словами,  въ  данномъ  случае  мас- 
штабъ есть  не  что  иное  какъ  эвклидова  прямая. 

Итакъ  принципъ  слагаемости  длинъ  и  постулатъ  Эвклида  предста^ 
в,1яютъ  одно  и  та-же  предположенге,  выраженное  въ  различной  формгь. 

Общее  опред^ден1е  длины,  данное  выше,  даетъ  возможность  изм'Ьрить 
длину  отр'Ьзка  какой  угодно  прямой  гиперболической,  эллиптической  или 
параболической  на  какомъ  угодно  масштаб'Ь  и  мы  видимъ,  что  н^^ть  ни- 
какой необходимости  принимать  за  масштабъ  эвклидову  прямую;  такой 
*выборъ  можно  оправдывать  удобствомъ,  привычкой,  но  отнюдь  не  необ- 
ходимостью. Ясно  также,  что  принципъ  слагаемости  нельзя  разсма- 
тривать,  какъ  начало,  непосредственно  вытекающее  изъ  самаго  понят1Я 
объ  изм'Ьрен1и, 
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Формула  (3)  есть  частный  случай  (1);  легко  убедиться»  что  и  функ- 
Ц1Я  обратвал  (3)  также  представляетъ  длину. 

Это  8аключен1е  основывается  на  лростоиъ  зам'Ьчаши,  что  между  ко- 
ординатой  кон14а  изм9ьряемаго  01пр1ьзка  и  ею  длиною  существуешь  вза- 
гшность:  координаты  масштаба  выражаютъ  длины  соотв'Ьтствеиных'ь 
отр-Ьзковъ  данной  прямой  и,  обратно,  координаты  точекъ  данной  ирямой 
представляютъ  длины  отр^зковъ  масштаба.  Въ  частномъ  случае  при 
предположен1И,  что  данная  прямая  есть  эвклидова,  а  машстабъ  гипер- 
болическая прямая,  т.  е.  полагая  а  =  6=с»,  получаемъ: 

при  чемъ 

Ь(а-/?) 


Я  =  - 


а/3 


Некоторые  частные  случаи  этой  формулы  заслуживаютъ  упоминав1я» 
Пусть  а  =  —  1,  /9  =  4-1,  *=1,  тогда 

шперболическгй  тангенсь  есть  длина  эвклидова    отргьзка    на  гиперболи- 
ческомъ  масштаба. 
Если  же  а  =  -[- » ,  /9  =  — « ,  А;  =  1 ,  длина  опред4ляетса  равенствомъ: 

тангенсь  эвклидова  отр1ьзка  х  есть  его  длина  на  эллиптическомь  мас- 
штаба. 

Въ  силу  взаимности  координаты  съ  длиною,  функщи  агсЦо?,  лгсЬфх 
представляютъ  эвклидовы  длины  эллиптическаго  и  гиперболическаго 
отр']^зковъ,  при  изв'Ьстномъ  выбор']^  инвар1антныхъ  точекъ. 

Прост']^йш1я  выражен1я  длины,  конечно,  будутъ  рацюнальныа  фувкц1и 
коордиватъ.  Получен1е  ихъ  не  представляетъ  затруднен1я  благодаря 
произвольности  постояннаго  к.  Если  а  =  Ь,  «  =  /?,  то  можно  выбрать 
к  такъ,  чтобы  Я  =  1 ;  для  этого  должно  быть 

,         а/9         аЬ 
к  = 


а  —  ^'а—Ь' 
тогда  формула  (1)  обращается  въ  такую: 

а/9  (а  — Ь)  л; 


Пх)  = 


{аР  —  аЬ)х-\-аЬ{а-'(^)  ' 
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Если  «е  а«&,  а^^З, 

•шм  \  каах 

(ка  —  а)х'^-аа 

Итакъ,  во  всякой  геометр!»  можно  выбрать  масштабъ  такъ,  что  дли- 
на выражаетсл  дробно-линейной  функц1ей  координаты,  при  чемъ  мгьра 
длины  выраакается  отргьзкомъ  масштаба  проектглено'соотвгыпственнымъ 
сь  шмлряемымъ  амрлжомъ. 

Наконецъ,  въ  еще  бол^е  частномъ  случа'Ь,  когда 

0/9  — <*  =  0, 
еаходимъ 

Г{х)  =  кх, 
при  чемъ 

а       о 

То  же  им^етъ  м'Ьсто  и  въ  параболической  геометр1и. 

Следовательно,  во  всякой  геометрги  гиперболической,  эллиптической  и 
параболической  можно  выбрать  масштабъ  такъ,  что  мп»ра  длины  бу 
детъ  пропорцгональна  самому  отргьзку. 

III. 

Опред^еше  длины,  котораго  мы  придерживались  до  сихъ  поръ,  не 
представляетъ  еш;е  полнаго  обобщен1я,  мы  удержали  особенность  длины 
уничтожаться  одновременно  съ  отргьзкомъ.  Необходимость  устранить 
это  ограничен1е  обнаруживается  непосредственно  изъ  предыдущихъ 
формулъ:  он']^  теряютъ  смыслъ  при  допущен1и,  что  одна  или  об'Ь  инва- 
рхантныя  точки  прямой  или  масштаба  совпадаютъ  съ  началомъ  ко- 
ординатъ. 

Для  объяснен1я  причины  этого  обстоятельства  надо  напомнить,  что 
вс^  выводы  основаны  на  движен1и  прямой  по  ея  направлен1ю.  Чтобы 
судить  о  величин*]^  перем']^щен1я,  мм  разсматривали  перем'1щен1я  на- 
чала координатъ  и  т']^мъ  самымъ  устранили  возможность  его  совпадения 
съ  инвархантными  точками.  Поэтому  для  изсл'кдован1Я  т1^хъ  случаевъ, 
когда  начало  неподвижно,  необходимо  видоизм']^нить  формулы,  принявъ 
за  начало  отр^зковъ  точку,  отличную  отъ  начала  координатъ  и  не  сов- 
падающую съ  другой  неподвижной  точкой  прямой. 

Разсмотримъ  сначала  одинъ  частный  случай,  когда  инвар1антныя  точки 
прямой  суть  а  =  0,  Ь  =  оо.   Положимъ,    что    отъ  н4котораго    перем*- 
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щен1Я  пряной  точка  с  совпала  съ  гг,  въ  то  же  время  точка  у  совпала 
съ  хг. 

Выражен1е  равенства  перем'Ьщен1Й  оолучииъ  изъ  формулы  (2)  §  1» 
положивъ  въ  ней  а  =  0,  &  =  оо,  а  именно: 

^  — А 

при  чемъ  каждое  изъ  этихъ  отношен1Й  равно  параметру  перем^щешя  ^. 

Пользуясь  этимъ  равенствомъ  можно,  по  даннымъ  началу  у  и  концу 
0  отр'Ьзка,  найти  конецъ  равнаго  ему  отрезка,  им^Ьющаго  начало  въ  с- 

Такъ  какъ  перем'Ьщен1е  точки  с  до  точки  х  вподн'Ь  характеризуется 
координатой  X,  то  длиной  атргьэка  сх  можно  называть  координату 
конца  отр1ьзка  х;  сл'Ьдовательно,  предыдущая  формула  даегь  возмож- 
ность опред'Ьлить  длину  всякаго  отр'Ьзка  прямой  съ  инвариантными 
точками  О  и  оо.   Конечно,  для  упроп^енхя  лучше  всего  принять  с  =  1» 

Напомнимъ,  что  теЬрема  сложен1Я  на  прямой  выражается  т'Ьмъ  же 
самымъ  равенствомъ.  Въ  самомъ  х^л%  если  сообщить  прямой  перемЪ- 
щен1е  отъ  с  до  у,  потомъ  перемЪщен1е  отъ  с  до  л;,  то  точка  у  пе- 
рейдетъ  въ  ^е^,  такъ  какъ  отрезки  ех  и  ухг  должны  быть  равны;  сл'Ь- 
довательно  равенство 

.=^ 

с 

нредставляетъ  теорему  сложешя  въ  данномъ  частномъ  случае. 

Между  новымъ  опред^лен1емъ  длины  и  прежнимъ  н^тъ  существен- 
наго  различ1я,  хотя  теперь  длиной  отрезка,  не  им'Ьющаго  протяжен1я, 
будетъ  с,  число  отличное  отъ  нуля.  Не  трудно  догадаться,  что  суще- 
ствуетъ  масштабъ  на  которомъ  длины  отр^зковъ  ра.зсматриваемой  пря- 
мой измеряются  посредствомъ 

X  —  Су 

такъ  что  одновременное  уничтожен1е  отр-]^зка  и  его  длины  вновь  воз- 
становляется.  Инвархантныя  точки  этого  масштаба  будутъ  — с  и  оо, 
а  теорема  сложен1я  принимаетъ  видъ: 

с 

Сказанное  справедливо  вообще,  какъ  это  видно  и.зъ  тождестэа: 

с  —  Ъ    X  —  а Ь  —  с    (х  —  с)  —  (а  —  с) 

с  —  а'  X  —  Ь      а  —  с  '  (х  —  с)  —  (Ь  —  с)' 
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которое  выражаетъ,  что  длина х на масштабкь  (а,  Ъ)  при отсчитыванги 
отъ  точки  с  равна  длить  х  —  с  на  масттабл  (а — с,  Ь  —  с)  при  от^ 
считыванги  отъ  нуля.  Этотъ  выводъ  остается  неизи^нныиъ  и  при  до- 
П7щен1И,  что  О  есть  инвар1антная  точка  кавъ  на  прямой,  такъ  и  на 
масштабе,  дншь-бы  только  с  было  отлично  отъ  нудя. 

Итакъ,  опред^Ьлен1е  длины  сл^дуетъ  дополнить  зам^чан1еиъ,  что  во- 
обще нЪтъ  надобности  принимать  начало  координатъ  за  начало  отрЪз- 
ковъ  какъ  на  измеряемой  прямой,  такъ  и  на  иа,сштйб^^  вследств1е  чего 
длина  отрп^зка  безъ  протяженгя  можетг  1мображаться  какимъ  угодно 
числомъ. 

Примемъ  точку  с  за  начало  отр^ковъ  на  прямой  (а,  Ъ)  и  точку  / 
за  начало  на  масштаб*]^  (а,  /9).  Обозначимъ  длину  отрезка  сх  чрезъ 
^{х),  тогда  по  условш  будетъ: 

На  основан1й  формулы  (2)  §  1  теорема  сложен1я  на  прямой  при- 
метъ  видъ: 

аЬ(х  4"  у)  •"  (д  Ч"  Ь)ху  —  с(аЬ  —  ху) 

аЬ  —  ху-\'с{х'\-у  —  а  —  Ъ) 

Аналогичная  формула  для  масштаба  получится  изъ  предыдущей,  за- 
меняя с,  а,  Ь,  а;,  у,  хг  соответственно  чрезъ  у,  а,  /?,  Ж{х),  Р(у) , 
2^(хг).  Пользуясь  этими  зависимостями  не  трудно  приложить  прхемъ  §  2 
для  составлен1Я  дифференц1альнаго  уравнетя,  опред^ляющаго  Т{х)\ 
но  можно  обойтись  и  безъ  этихъ  вычислен^. 

Мы  только  что  установили  связь  между  длинами  на  масштабахъ 
с»а,&ио,а — с,Ь  — с;  известно,  что  вторая  прямая  естьпреобра- 
зован1е  первой  вида: 

X  ^=х  —  с. 
Пусть  искомая  длина  |  отрезка  сх  вычисляется  изъ  уравнен1я 

й  =  ф(х,  с,  а,  Ь,  г,  а,  &). 

Преобразовавъ  прямую  х  ^ъ  х  —  си^въ^  —  /,  получимъ: 

^  —  Г  =  ф{х  —  с,  о,  а  — с,  Ъ  —  с,  о,  а  — 7,  /?  —  /), 

такъ  что  §  — /  будетъ  длиною  х  —  с^  при  томъ  начала  отр4зковъ  на 
обеихъ  прямыхъ  совпадаютъ  съ  началами  координатъ.  Следовательно, 
это  равенство  отличается  отъ  формулы  (1)  §  2  только  новыми  обозна- 
чен1ями;  введя  ихъ  въ  эту  формулу  и  ваписавъ  1'{х)  вместо  §,  полу- 
чимъ: 
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/с  —  Ь    х^аУ- 

(«-г)(1Е-м^:)^--(^-/) 

Соотв'Ьтственный  показатель  Я  ии^Ьетъ  видъ: 

а-Ъ         '(«-у)(/?-У)'' 

при  чемъ  постоянное  к  отлично  отъ  прежняго. 
Едва-ли  необходимо  упоминать,  что  при  с  =  оо  или   /  =  со   преды- 

дуп^ее  преобразован1е  должно  быть  зам'Ьнено  преобразованхемъ  типа  — . 

X 

Если-же  а  =  /?,  то  предыдущая  формула  приводится  къ  виду: 

ус  —  а    X  —  01 

и 

.  _  Ыа  —  с){Ъ — с) 
а  —  Ь 

Разсмотримъ  теперь  одинъ  изъ  т^хъ  случаевъ,  когда  формула  (1) 
§  2  становится  непригодной,  именно  положимъ  а  =  0,  /9  =  оо,  /=1. 
Выражен1е  длины  будетъ  такое: 


\с"— а    х—Ь) 


когда  а^Ъ\  если  же  а=^Ь^  то 


*  X—  с 

Кс_в)  ^ 


Сл']^довательно,  прост']^йшими  выражен!ями  длины  будутъ  функцш: 

Если-же  выбрать  постоянное    к  такъ,  чтобы  Я  =  1 ,    то  первая   изъ 
двухъ  посл*дихъ  формулъ  даетъ: 

С  —  а    X —  о 
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Правая  часть  этого  выражен1я  есть  не  что  иное  вавъ  параметръ  ^, 
харавтеризуюи^1Й  величину  переи^щен1л  отъ  с  ао  х;  сл-Ьдовательно,  па- 
раметръ  перемгьщенья  есть  длина  отрпзка  сх  прямой  (с,  а,  &)  на 
масшпшбп»  (1 ,  о,  со). 

Такииъ  образоиъ  утверасден1е,  что  параиетръ  ^  не  годится  для  изм^- 
рен1я  длины  отр'Ьзковъ,  можеиъ  считать  лишеннымъ  основан1я. 

IV. 


Вопросъ,  которыиъ  мы  занимались  находится  въ  тесной  связи  съ 
одной  задачей  проективной  геометр1и. 

Пусть  ии'Ьеиъ  двЪ  прямыя,  точки  которыхъ  находятся  въ  инволю- 
ц10Нномъ  соотв^тств1И.  Положимъ,  что  а  1л  Ъ  суть  сопряженныя  точки 
на  одной  прямой,  а  и  /? —  на  другой.  Еакое  соотв'Ьтствге  можно  уста- 
новить между  тЬии  точками  этихъ  прямыхъ,  которыя  находятся  вн*]^ 
отв'Ьзковъ  (а,  Ь)  и  (а,  /9)? 

Возьмеиъ  еще  дв^  пары  сопряженныхъ  точекъ  (х,  у)  (с,  в)  на 
первой  прямой  и  дв'Ь  пары  такихъ-же  точекъ  на  второй:  (§,  17)  {у,  ^). 

По  опред'Ьлен]Ю 

(с  —  х){у  —  а)(Ъ  —  а) 


{е~у){х  —  Ъ){а  —  с) 
(г-'7)(ё-/^)(«-7) 


1. 


Требуется  опред'Ьлить  зависимость  между  соотв-]Ьтственными  точками 
I  и  о;,  предполагая,  что  точки  е  1л  у  другъ  другу  соотв'Ьтствуютъ. 

Первое  изъ  этихъ  услов1й  выражаетъ  не  что  иное,  какъ  то,  что  а 
есть  сумма  отр'Ьзковъ  о;,  у,  отсчитываемыхъ  отъ  о,  сумма  относительно 
инвар1антныхъ  точекъ  а,  Ъ\  это  видно  изъ  посл-]^дней  формулы  §  1.  Вто- 
рое выражаетъ  то  же  свойство  на  другой  прямой.  Сл'Ьдовательно,  во- 
просъ, который  требуется  р']^шить,  отличается  отъ  опред'Ьлен1я  длины 
въ  неэвклидовой  геометр1и  только  формой  выражен1л,  а  потому  иско- 
мая зависимость  §  отъ  х  решается  формулами,  данными  въ  предыду- 
щемъ;  самое  общее  его  р'1шен1е  даетъ  формула  (О  §  ^« 
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8иг  1е  ргоЫёте  4е  1а  Лхв^пЬи^оп  4е 

Гё1ео*по11ё. 


Раг  ТГ.  81бк1о^. 


Вап8  ипе  Ко1;е,  1П8егёе  йапз  1е  Л?21  (22  ЫоУвтЬег  1897)  йе8  Сотр1е8 
Кеп(1и8,  М.  Ь1ароипо?  а  1п(]1диё  ипе  тё1Ьо(1е  роиг  гё8оис1ге  1е  ргоЫёте 
Яе  1а  сИз^гШаиоп  ё1ес<;го81аидие  8ои8  сег1а1пе8  соп(1Шоиз  раг  гаррог(;  к 
1а  8иг&се  (1и  соп(1ис1еиг. 

Оап8  сеИе  Ш1е  поиз  аПопз  10(11диег  ипе  аи1ге  тё1Ьо(1е  (1е  1а  8о1и(;1оп 
(1и  тбте  ргоЫёте,  ргё8еп1:ап1;  ипе  то(11Псаиоп  сопуепаЫе  йе  1а  тё(;Ьос[е 
соппие  с1е  М.  ЕоЫп  е!;  1ои1е  (И^геп^е  йе  сеИе  (1е  М.  ЫароипоЯ. 

8о1(;  (^8)  ипе  зиг^асе  (егтёе  сопуехе  &  соигЬиге  Гшхе,  с[е1:егтшёе  е! 
(11Яёгеп1е  йе  2ёго. 

Оё8!§поп8  раг  $  ип  ро1п1;  с1е  1а  зиг^асе  (5) ,  раг  М  ип  ро1п(  диекопдие. 
8о1<;  г  1а  с118(;апсе  (1и  ро1п1  ^  аи  ро1п1  М,  из  Гё1ётеп(;  (1е  1а  зигГасе  (;8^) ,  п 
1а  сИгесиоп  (1е  1а  погта1е  ех1ёг1еиге  к  се(;1е  зиг^асе.  8о1(  епПп  д^  ипе 
(опсНоп  диекопдие  Г1п1е  е^  сопИпие  еп  (ои(;  ро1п(  (1е  (/$). 

Ргепоп8  ипе  ГопсНоц  V  йи  ро1п1  М  Тш%  е1  сопЫпие  ауес  аез  йёп- 
уёез  &  Г1п1ёг1еиг  е(  &  Гех(ёпеиг  йи  йоташе  (2)),  ИшИё  раг  (/$). 

В6818ПОП8  раг  -—^  (ои  81тр1.  ■^)  1а  уа1еиг  йе  Гехргеззюп 

—  С08(П,   Л^)  +  у-  С08(п,   у)  +  ^С08(П,   я)  (1) 

аи  ро1п1  5,  раг  -^  (ои  81тр1.  -т-^)  1а  НтИе,   уегв  1адие11е    1епй   (1), 
оп  оп 

аиапй  1в  ро1п!;  М  1епй  уегз  5 ,   еп  6^е^и^  к  Пп^ёпеиг  йе  (5) ,   раг  —г— 

оп 
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(ои  81юр1.  -г-^)  1а  11т11;е,  уегз  1адие11е  (;еп(1  (1),  диап(1  1е  рош1  М  1еп(1 

уег8  5,  еп  Шл^^  Ь,  Гех1ёпеиг  йе  (^8)  *). 
Рогтопз  1а  8и11;е  (1'1п(ёзга1е8 


''■  =  -^^«7*'    ".--^/'-^Т*-      "-•••- 


(8) 


Т^  8оп(  (1е8  ГопсЫоп8  да  ро1п(  М* 

8ирро8оп8  дие  М  ез!  ип  ро1п1  (1е  1а  зиг&се  (5). 

Шзх^поиз  раг  у>  Гапк1е  (1е  1а  (1го1|;е  Мз    ауес  1а  иогта1е   п  еп  ЛГ  е! 
раг  ^>  УдЛщХе  (1е  1а  с[го11е  Мз  ауес  1а  погта1е  п  еп  ^. 

Оп  аига 

е, = —  I  р,.1  -^  аз ,  (»=1.2.з....)      (3) 


ой 


р,^,  =  -^.  (*=2.3,...) 


Вергепопз  таш1епап1  1а  !опс(10п  V  еХ.  ро8оп8 

8ирро8оп8  дие  V  8аи8&1(  к  ГёдиаМоп  (1е  Ьар1асе. 
Оп  а 

роиг  сЬадие  ро1п1;  М  к  Г1п1ёпеиг  Ле  (5). 

Бп  8ирро8ап(;  дие  М  1еп(1  уегз  ^  е!  еп  раззап!  к  1а  Ит11е,  поиз  ауопз 

Бп  аррИдиап1  сеие   Гогти1е   к  1а  ГопсЫоп  V^^_^  е(;  еп  1епап1;   сотр(е 
ёез  ёдаИкёз  (2)  е!;  (3),  оп  (гопуе 


еп  1ои8  1е8  ро1П(8  (1е  1а  8иг&се  (5). 


(»  =  2,8,...) 


*)  Коав  варроаопв  ^а6  М  гев^е  сопвгаттеШ;  ваг  1а  погта!^  &  1а  вагГасе  ()5|)  еп  8, 
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ВоЦ  (>о  ипе  ГопсЫоп  роах^уе.  Оп  а 


1    Г        С08  д>  , 


V^^  й\лп1  1в  то(1и1е  йе  Г^  виг  (5). 

8о1еп1  М^^  еЬ  т^  1е  тах1тат  е(  1е  т1П1тию  с[е  <;^. 
Оп  8а11  дие 

М^  <  Л/^_1 ,        т^  >  тд_1 ,  (4) 

Ит  К  =  сопв!;.  (5) 

81  1а  соигЬиге  Ае  1а  виг&се  (5^)  ев!  Г1п1е  еЬ  йШбтепЬе  Ае  гёго,  оп  реи); 
а881дпег  ипе  ИтКе  вирёпеиге  2)^  е1;  ипе  ИтКе  1п!ёпеиге  Х)^  (1и  гаррог1 


сову^ 


8ок  еп  рагйсиНег  ^^=^^ 

Оё81епоп8  1е8  уа1еигв  согге8ропс1ап1е8  (1е  У^  раг  К^^ ,  1е8  уа1еиг$  <1е  д^ 
раг  /^. 

8о]еп1  М^  еЬ  т^  1е  тах1тит  е<;  1е  тш1тит  (1е  |^Е'^|. 
Оп  реи(  (}ётопи'ег  вапз  рехпе  дие 


Шзх^попв  раг 


д 


Г1п1ё$га1е  ^^^  ге1аиуе  аи  ро1и<;  ^  е(  ё1еп(1ие  21  ипе   рогЫоп   дие1сопдие  у 
Ае  1а  8иг!асе  (/$). 

Ыоиз  1;]гегоп8   дея   ё§а111ё8   (3)  к  Га1(1е  (1е  1а  тё1Ьо(1е  (1е  1а  тоуеппе 
агНЬтёидие  йе  С.  Ыеитапп 

^.-«.<(^.-.-п._.)['-1(|+§)]= 

^;(  е(  п^  ёЬ&пЬ  1е  тах!тит  еЬ  1е  т1П1тит  (1и  гаррогЬ 

/Г 
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а  е1;  /?  80п(  1е8  рог(;10П8  йе  1а  зигГасе  (5)  ЛеИез  дие  Гоп  а 

5  ё(;ап(;  Гахге  йе  1а  8игГасе  (/5). 
Еа  1;епап1  сотр1е  (1е8  хпё^аИ^ёв  (4)  еЬ  (6),  оп  реи(  <1ётоп^гег  дие 


I  еЬ  Ь  ёШЛ  1е  тш]тцт  еЬ  1е'тах1тит  Ле  Г1П(;б^га1е 
^  1е  т101тит  (1е  1а  8отте 


(К<1) 


р 


Раг  8и1(е 

ой  Л/д  е!;  т^  воаЬ  1е  тах1тит  еЬ  1е  т1п!тит  €1е  рд  зиг  (5). 
8ирро80П8  дие  д^  8&ИвЫЬ  к  1а  сопЛ1иоп 


I  ()о(/в  =  0. 


Оап8  се  сав  (оиз  1ез  с^  сЬапдеп(  1е  81§пе  зиг  (5);  11  еп  ез1;  с1е  шбше 
<1а  гаррог!; 

Оп  а  раг  соп8ёдиеп1;  роиг  1ои1;е8  1е8  уа1еиг8  (1е  к  [тё^еЛИба  (4)  еЬ  (6)] 

Вопс  1а  зёгге 
сопьегде  аЪз61итеп1  ек  ипг^огтётепЬ  зиг  (в). 


/|е»/^Рш*.вга1в|^ 


♦)  Коиа   йё81^поп8  раг      —  е1    |  —  Р1п1ё^?га1е   |  —  ге1а41Ув  аох  роши  в  е4  в'  е* 
ё1епёае  аах  рогИопв  а  е4  р. 
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О^аргёз  се1а  (огшопз  1а  ГопсИоп 

X  ё(ао(  ипе    соп81ап1;е    (1оп<:    ]е  то(1и1е  е»);  1пГёпеиг  ои  аи  р1и8  ё^а!    к 

II  е8(;  ёуШеп!  дне  V  8а1;18Га11:  аих  соп(111юп8  (1е  1а  &гте 
лгу       лгу      лгу 

-^  =  Ч+(л-1)[Ч4-^'(>2+---+^Ч+---]. 

зиг  (5) 

^-^  —  -г(>о+(^+1)[^е1+^Ч+---  +  лЧ  +  --.]. 

Еп  розаЫ  Я  =  1   поиз  оЫгепйгопв  1а  8о1иН<>п   йи   ргоЫёте   ШёНеиг 
йе  С.  Неитапп,  еп  розапЬ  Л  =  —  1 ,  1а  зоШгоп  Ли  ргоЫёте  еаЛёпеиг. 
8ирро8оп8  та1п<;епап(  дие  р^  ез);  1юи]оаг8  ро81(1{  виг  (^8^). 
Оо  а 

еп  ро8ап<;  роиг  аЬгё^ег 
О'аргёз  се  дие  поиз  ауопв  ехрИдиё  оп  реик  аШгтег  дие  1а  зёпе 

сопУбг^е  аЬ8о1ид1еп1  е!  ип]Гогтётеп(;  зиг  (^$). 

Вопс  д!^  Ьепй  юегз  ипе  ПтИе  д  ((>  >  0). 

Еп  1епап4;  сотр^е  (1е8  ё^аШёз  (2)  еЬ  еп  раззап!;  к  1а  ИтИе,  поив  ауопз 
[й'аргёз  (5)] 


|..= 


сопз!:. 


Раг  сопзёдиеи!;  д^^Итд^  езЬ  Ы  йепвИё  й^ипе  соиске  зирефсгеЦе  запз 
асИоп  зиг  ип  рогп1  Шёпеиг. 


0'\дШе6  Ьу 


Соо^к 


~    159    — 

Ье  ргоЫёте  (1е  1а  (11$1г1ЬиЫоп  Лв  Уё\ес1пс1Ь6  ез!;  (1опс  гёзо1и  роиг 
1юи1:е8  1е8  вагГасез  сопуехез  ауап1;  1а  соигЬиге  Сше  е1  (11№геп4;е  йе  гёго. 

Ма18  сеИе  (1ёгп1еге  гев^псйоп  п'а  Г1еп  й'еззепие!. 

Ьез  гё8и1!;а1я  оЬ(;епиз  зегоп!  епсоге  угахз,  диап(1  1а  заг^асе  (5)  соп- 
1!еп(  ип  потЬге  Лп1  (1е8  рогИопз  р1апе8  е1;  Га1ге  (1е8  рогиопз,  ой  1а 
соигЬиге  681  (1Шёгеп1;б  (1е  гёго,  и'ез!;  рае  пи11е. 
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Къ  задач*  о  равнов'Ьеш  упругихъ 
изотропныхъ  цилиндровъ. 


В.  А.  Стеклова. 


(Сообщено  въ  зас'Ьдан1и  Харьк.  Матем.  Общества  24  января  1897  года). 

1.  Въ  настоящемъ  изсл^дован1И  я  нам']^ренъ  указать  одно  р']^шен1е 
уравнен1Й  равнов4с1я  упругихъ  изотропныхъ  цилиндровъ,  бол*еобщее^ 
ч-Ьмъ  изв4стныя  до  сихъ  поръ  р4шен1я  С.  Венана  и  Клебша. 

Изсл'Ьдован1е  этого  р^шевхя  приводитъ  къ  довольно  интереснынъ 
результатамъ. 

Такъ,  пользуясь  инъ,  можно  во  первыхъ  решать  некоторые,  сколько 
я  знаю,  до  сихъ  поръ  не  разс11атривавш1еся  вопросы  о  равновЪсш  ци- 
линдровъ подъ  дМств]емъ  произвольно  заданныхъ  силъ,  одинаково  при- 
ложенныхъ  къ  точкамъ  каждаго  изъ  С']Ьчен1Й,  оерпендикулярнаго  къ  оси 
цилиндра,  а  также  и  подъ  д']^йств1енъ  н']Ькоторыхъ  силъ  бол^е  общага 
характера. 

Во  вторыхъ,  оно  даетъ  возможность  изсл'^довать  условхя  равнов4с1я 
разсматриваемыхъ  т^лъ  при  довольно  разнообразныхъ  гипотезахъ  и  бо- 
л4е  общихъ,  ч{>мъ  изв']^стныя  гипотезы  С.  Венана  и  Клебша,  относи- 
тельно распред']^лен1я  такъ  называемыхъ  напряжен1й  внутри  т^ла. 

Наконецъ,  р'1шен]е,  о  которомъ  идетъ  р^чь,  позволяетъ  связать  те- 
ор1и  упругихъ  массивныхъ  стержней  С.  Венана  и  массивныхъ  упру- 
гихъ пластинокъ  Клебша,  такъ  какъ  р4шен1я  уравнен1Й  упругости, 
соотв'1тствующ1я  этимъ  теорхямъ,  являются  весьма  частными  случаями 
того  бол']^е  общаго  р'Ьшен1я,  которое  я  имЪю  въ  виду  указать  въ  пред- 
лагаемой работе. 

2.  Прежде  ч']^мъ  приступить  къ  главной  ц'кли  изсл']^дован1я  считак> 
не  безполезнымъ  напомнить  читателю  основныя  положен1Я,  опредЪ- 
лен]я  и  обозначен1я  теор1и  деформируемыхъ  т^лъ. 
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Разсмотримъ  т^ло  (А),  материя  котораго  заподняетъ  некоторую  об- 
ласть (2))  пространства,  ограниченную  замкнутой  поверхностью  (5). 

Въ  теор1и  деформируемыхъ  и  въ  частности  упругихъ  твердыхъ  т'Ьлъ 
предполагается,  что  натер1я  распред']^ляется  непрерывно  внутри  области 
(2>) ,  такъ  что  плотность  д  тЬла  есть  конечная  и  непрерывная  функщя 
координатъ  точекъ  области  (В). 

Предполагается  дал'^^е,  что  между  матерхальными  точками,  непрерыв- 
ная совокупность  которыхъ  образуетъ  т-Ьло  (А),  дМствуютъ  силы 
взаимод'Ьйств1я. 

Разсмотримъ  какую  либо  часть  {В),  выд1Ьленную  изъ  т^ла  (А)  и 
ограниченную  замкнутой  поверхностью  (1$^). 

Оставшуюся  часть  т'Ьла  (А)  назовемъ  черезъ  (С). 

Частицы  объема  {В)  находятся  подъ  д'Ьйствхемъ  силъ  взаимод^йств1Я 
частицъ,  заключенныхъ  въ  этомъ  объем'Ь  (Б),  и  частицъ,  составляю- 
щихъ  объемъ  (С). 

Предполагается,  что  векторъ  и  моментъ  силъ  взаимодЪйствхя  час- 
тицъ объема  (В)  равны  нулю,  а  силы  дМств1я  части  (С)  на  часть  (В) 
зам']&няются  силами,  сплошнымъ  образомъ  приложенными  къ  поверх- 
вости  ()8,). 

Пусть  2^1  2^  и  2-2'  суть  проекщи  на  оси  координатъ  веЕЛ-ора 
силъ  посл'Ёдней  категор1И,  д'Ьйствующихъ  на  площадку  Аз  поверх- 
ности (5^). 

Предполагается,  что  отношен1я 

2х       21     '2^ 

^5    '  Аз    '  Аз 

стремятся  къ  опред^леннымъ  пред']^дамъ  при  ^^  =  0. 
Эти  пред']^лы  обозначаются  черезъ 


^п  »  ^п  '  ^. 


п  ) 


гд'Ь  подъ  п  разум^^ется  направленхе  вн'Ьшней  нормали  къ  поверхности 
(5^)  въ  той  точк'Ь  5,    въ  которую    обращается    въ  лред']^л^    контуръ^ 
ограничивающ1й  площадку  Аз> 
Такимъ  образомъ  им^емъ 

11т  — - —  =  Х^  , 
Аз  *• 

^^"'^-^■• 

п 
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Величины  Х^,  Г^  и  2^  зависятъ  отъ  положен1я  точки  5  на  поверх- 
ности (^5^)  и  отъ  пред'Ьльнаго  направлеша  площадки  Аз  у  опред^ляе- 
маго  нормалью  п  къ  (/5^^)  въ  точк'Ь  $,  и  называются  проекцгями  на  оси 
ноординатъ  напряженгя,  отнесеннаго  къ  единишь  площади  и  дтьйствую- 
щаю  въ  точкгь  8  площадки  даннаго  направленгя  (посл'Ьднее  опред'Ьляетсл 
направлен  1емъ  п). 

Напряжен1я  Х^,  Г^  и  2^  представляются  непрерывными  функщями 
координатъ. 

Проведемъ  черезъ  точку  ^  три  взаимно  перпендикулярныя  площадки, 
паралледьныя  плоскостямъ  координатъ. 

Согласно  принятому  обозначен1ю,  проекц1и  на  оси  координатъ  на- 
пряжен1Й,  дМствующихъ  въ  точк'Ь  5  на  площадки  перпендикулярныя 
къ  осямъ  ГС,  ^  и  ^е^,  представятся  въ  сл']^дующемъ  вид'Ь: 


проекщя    напряжен1я,    дМствующаго    въ    точк*]^    5 
площадки  перпендикулярной  къ  оси х 

У 

^ 


Въ  теор1и  деформируемы хъ  т']^лъ  доказываете^!,  что 

Х^  =  Х^ С08(п,  х)  -г  Ху  С08(П,  у)  +  X, С08(п,  и) , 

^я=  ^хСоз(п,  л:)+  ГуС08(п,  у)  +  Г,С08(П,  0),  (1) 

2^  =  2^ со8(п,  х)  4-  2^ со8(п,  у)  +  2^  со8(п,  ^е^) , 


на  ось 

X 

на  ось 

на  ось 

X. 

У. 

г. 

^> 

1 

X. 

У. 

г. 

г,=  г,,      х.  =  2„ 


г,=х,. 


(2) 


Упругое  твердое  т-Ьло  есть  частный    случай    т'Ьлъ    деформируемыхъ 
какимъ  бы  то  ни  было  способомъ. 

Все  вышеизложенное  справедливо  и  для  упругихъ  твердыхъ  тклъ. 
•   Въ  дальн*йшемъ  мы  будемъ  говорить  только  о  посл*днихъ. 

Въ  упругомъ    т'клЬ  напряжен1я    развиваются    подъ    вл1ян1емъ   сооб- 
щаемыхъ  т-Ьлу  деформац1й. 

Сосголн1е    т^ла,    когда    всЬ    напряжен1я    равны    нулю,    называется 
естественнымъ. 

Назовемъ   черезъ    х,  у^  г    координаты  какой  либо   точки    т^^ла    въ 
естественномъ  состоян1и. 
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Координаты  этой  точки  посл'Ь  деформации  можно  представить  подъ 
видомъ 

л?  +  «*.         У  +  ^у         ^  +  г^, 

гд-Ь  и,  V  т  го  суть  функд1И  координатъ  ж,  у,  ;?  и,  вообще, времени  (. 

Характерная  особенность  деформащй  упругаго  твердаго  т'Ьла  состоитъ 
въ  сл'Ьлующемъ: 

Измгьненге  разм^ъровъ  какой  угодно  части  тпла  при  деформащй  без^ 
конечно  мало  въ  сравн§нт  съ  размгьрами  этой  части. 

Въ  силу  такого  опред'Ьлен1я  деформа1ии  упругаго  твердаго  т4ла  ве- 
личины и,  V  т  и),  равно  какъ  и  ихъ  производныя  по  координатамъ, 
должно  считать  безкояечно  малыми  величинами. 

За  элементы,  характеризующ1е  деформащю  упругаго  твердаго  т^ла, 
принимаютъ  величины,  опред'Ьляющ1я  иям'Ьнен1е  посл']^  деформащй  угловъ 
между  каждыми  двумя  изъ  трехъ  реберъ  элементарнаго  прямоуголь- 
еаго  до  деформащй  параллелепипеда,  пересекающихся  въ  одной  вер- 
шигЬ,  и  удлиннешя  этихъ  реберъ. 

Назовемъ  посл'Ьдн1е  три  изъ  элементовъ  деформац1и  черезъ 


а?..        у,.        е., 

(3) 

а  удвоенвыя  величины  перпыхъ  трехъ  черезъ 

^  =  У..        ^.  =  ^..        Ух  =  ^»- 

(3.) 

Въ  теор1и  упругости  доказывается,  что 

ди                     дг                     дго 
""''дх'        ^""ду'         ^•~де' 

(4:) 

< 

дго   ,    ду                          ди    .    дго 

V*/ 

дV    1    ди 
дх~^  ду' 

Напряжения  X ,  Г  и  ^  со  значками  х,  у  и  0  предполагаются  част- 
ными производными  по  перем'1>ннымъ  (3)  и  (3])  отъ  квадратичной  всегда 
отрицательной  формы  /"  шести  аргументовъ  (3)  и  (ЗО,  *)  т.  е. 


(б) 


7  -Т-^^ 

^•^^"^дх/ 

7  -^^ 

^'-^'-дх^- 

*)  Это  допущев1е  равносильно  до11ущев1ю  существован1я  иотенц1ада  частичвыхъ  силъ. 
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Форма  (  вообще  содержитъ  21  постоянный  коэффищентъ. 

При  различныхъ  частныхъ  предположенхяхъ  относительно  строен1я 
упругаго  т^ла  число  БОэффиц1ентовъ  уменьшается. 

Т'Ьло  называется  изошропнымъ,  если  видъ  фунЕЩИ  (  не  зависитъ  отъ 
наира»лен1Я  координатныхъ  осей. 

Для  такого  т']Ьла,  вакъ  доказывается  въ  теорхи  упругости, 


1=-к(х1+у1^г^,Л-~у1+\^1+\х1+шу 


(6) 


гд4 


а  X  и  А;  дв*]^  положительныя  постоянныя,  зависящхя   отъ  физическихъ 
свойствъ  т'Ьла. 

Такимъ  образомъ,  для  изотропнаго  т^ла,  въ  силу  равенствъ  (5)  и  (6), 


(8) 


(9) 


3.  Пусть  т4ло  деформируется  подъ  д'Ьйств1емъ  силъ,  приложенныхъ 
къ  точкамъ  его  объема  и  силъ,  приложенныхъ  къ  поверхности,  его 
ограничивающей. 

Назовемъ  проекщи  на  оси  координатъ  первыхъ  силъ  черезъ 

X,    Г,   г, 

а  вторыхъ  черезъ 

Р,    Я.    В. 
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та  и  друпя  будемъ  предполагать  непрерывными  и  конечными  функ- 
Ц1ЯМИ  координатъ. 

Предположимъ,  что  тело  находится  пъ  равноп^с1и  подъ  д^йств1емъ 
только  что  указанныхъ  силъ. 

При  сд']^ланныхъ  выше  предположен]яхъ,  задача  о  равнов']^С1и  какого 
угодно  упругаго  тверда  го  т-Ьла  приводится  къ  опред'Ьлен1ю  функщй 
и^  V,  го  при  помощи  уравнешй 

дХ^      дХ^       дХ, 


дх  '^   ду  ^   дг 


рГ  =  0.  (10) 


иг,     62^     дг, 

при  услов1ЯХъ  на  поверхности 

Р  =  Х^  С08(П ,  ж)  -Ь  Ху  С08(П ,  у)  +  X,  С08(Л ,  г) , 

е  =  г, со8(п,  х) 4-  Г^  со8(п,  У)  +  Г^  со8(п,  г) ,  (11) 

11  =  г^ со8(п,  х)  +  2^  соз(п,  у)  +  ^^  со8(л,  г). 

Посл^днхя  являются  сл']Ьдств1ями  равенствъ  (1)»  которыя  должны 
им^ть  м'Ьсто  для  любой  точки  гЁла. 

Разсматриваемая  задача  будетъ  вполн*]^  опред-^лена  услов1ями  (10)  и 
(11),  если  еще  поставимъ  услов1е,  что  упругое  твердое  т'Ьло  не  можетъ 
испытывать  перем']^щен1й,  свойственныхъ  неизм']^няемой  системе. 

Въ  случа*]^  изотропнаго  т']^ла  уравнен1я  равнов'кс]я,  при  помощи  ра- 
венствъ (8)  и  (9),  представятся  въ  сл-Ьдующемъ  вид4 

гдЪ  л  есть  знакъ  операц1и  вида 

а 

11  =  2к+\. 
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Въ  сл'Ьдующихъ  параграфахъ  мы  булемъ  говорить  только  о  т^лахъ 
изотропныхъ. 

4.  При  настоящихъ  срелствахъ  анализа  задача  объ  опред'1леи1й  функ- 
щй  и,  V  и  го  при  помощи  уравнен]й  (12)  и  услов]й  (11)  не  можетъ 
быть  р1)шена  въ  общемъ  вид^  при  произвольно  заданныхъ  фуивщяхъ 
X,Т,2:Р,^^В^^  для  какого  угодно  т*ла. 

Даже  для  прост'Ьйшихъ  видовъ  т']Ьлъ,  за  весьма  р']Ьдкими  исключе- 
Н1ЯМИ,  она  представляетъ  почти  неодолимыя  трудности. 

Въ  настояп^емъ  изсл'Ьдонан]и  мы  разсмотримъ  только  т^^ла  цилин- 
дрическ]Я  и  допустимъ,  что  на  ихъ  ввутреин1я  массы  не  д'Ьйствуетъ 
силъ,  т.  е. 

За  ось  л  примемъ  по  обыкновен1ю  ось  цилиндра,  за  плоскость  ху 
плоскость  одного  изъ  его  основан1Й. 

При  этомъ  услов!я  опред'бленыости  *)  задачи  можно  представить 
подъ  видомъ 

^ ди^ ди? 

дх       дх       (^у 

при 

а;  =  у  =  ^  =  0.  (13) 

Назовемъ  черезъ  а  уголъ,  составляемый  вн']^шней  нормалью  п  къ  бо- 
ковой поверхности  (в')  цилиндра  съ  осью  х» 

Услов1я  (11)  для  боковой  поверхности  цилиндра  примутъ  видъ 

Х^со^а  -\-  Х^ша  =  Р, 

Г^со8а+  ГуЗша  =  ^ ,  (14) 

2^  со8а  -\-  2^^^1Х1  а  =  11, 

гд-Ь  Р ,  ^  и  В  суть    заданныя    функц1и    координатъ    точекъ    поверх- 
ности (5'). 

Т*  же  услов1я  (11)  для  основан1Й  цилиндра  приведутся  къ  сл4дую- 
щимъ 

Я,=  Р,,    2^=  Я,,    г,  =  В,,  (15) 

гд*  Р^,  $1  и  ^г^  суть  заданпыя  функц1И  д;  и  у. 


♦)  Ус^ов^я,  что  гЬло  не  можетъ   исинтывать    перем41цен1Й,   свойствевннхъ   ненэм-Ь- 
вяенон  систем-Ь. 
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Задача  о  раввов^С1и  упругаго  изотропнаго  цилиндра  при  отсутств1и 
ви1;швихъ  смлъ  приводится  къ  опрёд']^лен1ю  функщй  и,  V  л  гV  при 
помощи  ураввен1Й 

^„^^^^^  =  0,  (16) 

ду 

ое 

и  услов|й  (13),  (Н)  и  (15). 
Къ  ураввенимъ  (16)  должно  присоединить  еще  следующее 

в  =  ^  +  ^  +  |^.  (16.) 

ОХ       бу       дг 

Но  и  при  сд']Ьланвыхъ  простМшихъ  предположев1яхъ  задачу  вельзя 
решить  въ  общемъ  вид*  безъ  н'Ькоторыхъ,  соотв-Ьтствугощимъ  обра- 
зоиъ  составленыыхъ,  гипотезъ  либо  отвосительно  распредЪлев]л  напря- 
жен1'й  ввутри  тЬла,  либо  относительно  деформащй  и^  V  л  гю»   . 

Въ  вастоящее  время  ияв']^стно  два  частныхъ  р'Ьшев1я,  сраввительно 
общаго  характера,  разсматриваемой  задачи. 

Одно  принадлежитъ  С  Венану,  другое  Елебшу. 

С.  Веванъ  ставитъ  гипотезу,  что  въ  любой  точк*]^  внутри  цилиндра 
напряжен1я  ва  дв^  взаимно  перпендикулярныя  площадки,  параллель- 
выя  плоскостямъ  ях  и  гу,  параллельны  оси  цилиндра  и  допускаетъ,  что 
ва  боковую  поверхвость  цилиндра  не  дМствуетъ  силъ,  т.  е. 

Т=^Я  =  Е  =  0. 

При  этомъ  само  собою  определяется  общ1й  типъ  силъ  Р^,  ^^  л  В^, 
которыя  должны  быть  приложены  къ  основан1ямъ  цилиндра  для  того, 
чтобы  оправдывались  сд^ланвыя  имъ  допущен1я. 

Кдебшъ  д']^лаетъ  какъ  бы  обратвыя  предположен1я. 

Онъ  допускаетъ,  что  въ  каждой  точк*  т^ла  напряжев1я,  действую- 
Щ1Я  на  площадки,  перпендикулярныя  къ  оси  цилиндра,  равны  нулю  и 
на  основав]я  цилиндра  не  д']^йствуетъ  силъ. 

При  этомъ  въ  получаемомъ  имъ  р']^шен]и  самъ  собою  опред'Ьляется 
(до  изв']^стной  степени)  общ1Й  типъ  силъ,  которыя  должны  д']^йствовать 
ва  боковую  поверхвость  цилиндра,  чтобы  поставленная  имъ  гипотеза 
действительно  им^ла  м^сто. 
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Эти  дв']^  задачи  разсиатриваются  въ  настоящее  время  независимо 
другъ  отъ  друга  и  р-Ьшенхя,  имъ  соотв'Ьтствующ1я,  получаются  въ  каж- 
домъ  изъ  этихъ  случаевъ  особо  интегрирован1емъ  уравнен1Й  (16)  вмЬст* 
съ  уравнен1ями,  служащими  аналитическимъ  выражен]емъ  гипотезъ, 
соотв'Ётствующихъ  каждому  изъ  разсматриваемыхъ  случаевъ. 

Въ  настоящеиъ  изсл^доваши,  какъ  было  уже  упомянуто,  я  укажу 
бол'Ъе  общее  р'Ьшен1е  уравнен1Й  упругости,  въ  которомъ,  какъ  весьм! 
частные  случаи,  заключаются  и  р']^шен1я  С.  Венана  и  Клебша. 

5.  Назовеиъ  черезъ  х^.  у^у  ^^  координаты  посл*]^  деформащи  той 
точки  упругаго  т'Ьла,  координаты  которой  въ  естественномъ  состоян1и 
(до  деформащи)  суть  х,  у,  г. 

Им'Ьемъ 

Д?!  =  а?  +  М  , 
У1  =  У  +  ^» 

Всякая  прямая,  параллельная  до  деформащи  оси  цилиндра  (оси  е\ 
преобразуется  посл^  деформац1И  въ  н'Ькоторую  кривую,  уравнен1е  ко- 
торой, съ  приближен1емъ  до  безконечно  малыхъ  порядка  не  выше  пер- 
ваго,  можно  представить  подъ  видомъ 

х^  =  х-^и^, 

(17) 

гд'Ь  и^  и  ь^  суть  выражен1л  функц1й  и  и  <;  по  зам'Ьн']^   въ  посл']^двихъ 
переменной  е  черезъ  е^. 

Если  ищу  суть  ц']^лыя  рац10нальныя  функц]и  переменной  ^е^,  то 
уравнен1я  (17)  примутъ  видъ 


^1  =  ^0  +  Щ^\  +  •  •  •  +^*^1  ' 
У1  =  ^0  +  ^1^1  +   •  •  •    +  VI  > 


(17,) 


гд-Ь  Шу  и  Лу(^'  =  0,  1 ,  2,  ...  ,5)  суть  н^которыл  функщи  отъ  д;  и  у. 

При  этомъ,  какъ  показываютъ  уравнен1я  (17]),  всякая  прямая,  па- 
раллельная до  деформащи  оси  цилиндра,  обратится  посл*]^  деформащи 
въ  кривую,  проекщи  которой  на  плоскости  хг  и  уе  суть  параболы 
степени  5. 

Такую  деформащю  будемъ  называть  параболической  деформащей  сте- 
пени 5. 
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Деформащи,  соотв^тствующхя  задачанъ  С.  Вепана  и  Клебша,  суть  па- 
раболическ1я:  для  первой  третьей,  для  посл'Ьдней  второй  степени. 

Исходнымъ  пунктонъ  вашихъ  изыскаи1Й  будетъ  служить  сл']^дующая 
задача: 

Опредгьлить  самый  общш  типъ  функцгй  и,  V  и  ги  при  условги,  что 
деформацгя  упрухаго  цилиндра  есть  параболическая  третьей  степени. 

Такимъ  образоиъ,  вместо  частныхъ  гипотезъ  о  распред^лен1и  напря- 
жен1й  внутри  цилиндра  иы  беремъ  за  исходную  точку  определенную 
и  нав']^рно  возможную  гипотезу  о  характере  дефорнащй  и,  <;  и  и;. 

Очевидно,  что  въ  опред^ленныхъ  подъ  этимъ  услов1емъ  функщяхъ 
и,  V  1А  го  должны  будутъ  содеракаться,  вакъ  частные  случаи,  и  выра- 
жен1я,  соотв']^тствующ1я  р'Ьшен1ямъ  С.  Венана  и  Клебша,  представляю- 
щииъ  частные  виды  параболической  деформац1и  третьей  степени. 

6.  Положииъ 

й>2  й»8 

V  =  »о  +  «»,  +  -2|-«2  +  -^г'8, 

(18) 

^2  ^8 

гс;  =  м;о  +  ^  м?!  +  "27  «^^2  +  -^  «^'з  > 

гд*  и^,  V.,  гс^у  е.  0'  =  0»  1 »  2,  3)  суть  функцш  отъ  жну. 

Эти  выражен1я  для  и ,  ^ ,  и;  и  в  должны  удовлетворять  уравнен1янъ 
'  (16)  и  (16])  при  всякомъ  е. 

Подставляя  ихъ  въ  уравненхя  (16)  и  (161)  и  приравнивая  нулю  ео- 
эффищенты  при  одинаковыхъ  степеняхъ  е,  получаеиъ  сл']^дующую  си- 
стему уравнешй  для  опред4лен1я  функц1й  и^.,  ь^^  м;^  и  В. 


«2  +  ^«о-Г/'   ^^   =0, 

дв. 

V^  +  ЛV,+^^    ^    =0, 

дв. 

(19)  (20) 
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ди       дV 
®2  =  ЗГ+^  +  «'з. 


(21) 


(22) 


дх        ду 

дх        ду  ' 
Первыя  два  каждой  изъ  группъ  уравнен1Й  (19),  (20)  и  (21)  даютъ 


»з  =  ТГ+- 


А  ^0  А  ^^0 

(23)  (24) 


(86) 


Р-Ьшая  второе  изъ  (21)  и  третье  изъ  (22)  относительно  в^    ^    Щ^ 
получаемъ 

дщ      дV.у 
дх        ду 


в20+/')  =  -^-„-  +  x:-^«'1. 


ги^  =  —  Л1€у 


'^\дх^  ду) 


Отсюда,  при  помощи  (23),  (24)  и  (25),  получаемъ 

©2= ^^0- 


1дис,      дь\  \ 


(8$) 
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Навонецъ,  последнее  ивъ  уравнен1й  (22),  при  помощи  (23)  и  (24), 
даетъ 

Уравнешя  (23),  (24),  (25),  (26)  и  (27)  даютъ  выражен]я  функщй 
Щу  V^^,  вд(4  =  2,  3)  и  М7Д*  =  1,  2,  3)  черезъ  шесть  функщй  и^,  ь^ 
и  в/>  =  0.   1). 

Задача  такимъ  образомъ  сводится  въ  оаред']^лен1ю  этихъ  посл^^днихъ 
и  функц1И  м;^. 

Полставивъ  найденныя  выражешя  щ,  V^^,  ^^V^^  у1  0^(к  =  2у  3)  въ  два 
посл'Ьдн1я  изъ  уравнен]й  каждой  изъ  группъ  (19),  (20)  и  (21),  полу- 
чимъ  сл'Ьдующ1я  уравнен1я,  воторымъ  должны  удовлетворять  искомыя 
функщй 

_>  +  _2_(1_,)«,)  =  0.  (28.) 

0=0.1)  (29) 

Въ  первомъ  изъ  этихъ  уравнев1Й  А^  обозначаетъ  дважды  повторен- 
ную операщю  Л. 

Наконецъ,  первое  изъ  уравнен1й  (21)  даетъ  следующее  уравнен1е  для 
фупкщи  го^ 

^«■„  +  (1+,)в,  =  ^Ч-|'-  (30) 

Такимъ  образомъ,  параболическая  деформацгя  третьей  степени  воз- 
можна для  цилиндрическаго  тгьла  тогда  и  только  тогда,  когда  функцги 
|*у,  Vр  ву(;  =  0,  1),  при  помощи  которыхъ  по  формуламъ  предыду- 
щаго  §-а  выражаются  вс*]^  коэффищенты  при  степеняхъ  ^ег  въ  равен- 
ствахъ  (18),  удовлетворяютъ  уравненгямъ  {28),  {28\\  {29)  и  {30), 

Каждому  р-Ьшеи^ю  этихъ  уравнений  будетъ  соотв-Ьтствовать  некото- 
рое определенное  решен1е  уравнен1Й  упругости,  т.  е.  одна  изъ  возмож- 
выхъ  параболичесвихъ  деформащй  третьей  степени. 
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7.  Прежде  ч']^иъ  перейти  къ  изсл']^дован1Ю  наиболее  интересныхъ 
изъ  этихъ  р^шен1Й,  выразимъ  вапряжен1я  X,  !Г,  2Г  со  значками  х, 
у,  0  черезъ  функцш  и^,  г;^.  и  в^.(;  =  0,  1). 

При  помощи  формулъ  (8),  (9),  (18),  (23),  (24),  (25),  (26)  и  (27)  по- 
лучимъ 

-^'^Х^Г^»^'*'       ^^="2тГ^^.*'       ^'^ХйГ^'.*' 

0  0  0 

(31) 

3        .  3  8        ^ 

0  0  0 

гд-Ь,  какъ  нетрудно  убедиться, 

(32) 

-...=-4^■-'"^^^е+|')-']■ 


(»=1,2;У=0,1> 


^.,г  =  -К  <)х 
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ду 


0  =  0.1) 

(32) 


2,,  =  К(^-1)Ав,. 

8.  Переходииъ  теперь  къ  р'}>шен1Ю  сл^^дующей  задачи: 
Найти  общее  ргьшеше  уравненгй  равновгьсгя  упругаго  изотропнаю  ци- 
линдра при  елгьдующихъ  условгяхъ: 

1)  Тгьло  испытываешь  параболическую  деформацью  третьей  степени^ 

2)  На  внутреннгя  массы  тп>ла  не  дгьйстеуе^пь  силь^ 

3)  На  боковую  поверхность  цилиндра  дпмствують  силы 

%дп»  Х^,   Т.,  2.(^=^0,  1)  суть  произвольно  заданныя  функцги  х  и  у> 
Р'Ьшен1е   задачи    приводитсл    къ    опред'Ёлен1Ю    функцШ   и^,  V^,   В^ 
(У  =  0,  1),  щ  при  помощи  уравнешй  (28),  (ЗЗО,  (29),  (30)  и   условШ 

Хд.  со8а  +  Ху  8)па  =  Хо  +  ^гХ^ , 
Г^со8а+  Гу8ша=  Го  +  ^Г^, 
2^  со8а  +  2^  ша  =  ^^  +  е2^ . 

Посл^дн1я,  при  помощи  (31),  приведутся  къ  слЪдующимъ 

Х^  у  сова  -{'Х^.%\х\а  =  X. ,  (>=о,  1) 

(33) 

Х^^,.со8а+  Ху^^8ша=  О,  (»=2,з) 

X    .С08а+Г  у8ша=  Гу,  0=о,1) 

(34) 

Х„  .со8а  +  Г„  ..81па  =  О ,  (•=2,8) 

(35)  2'^  ^соза-г -2^  »81па  =  ^^^,  (*=1,2)     (2»=о) 

(35, )  2^^  С08  а  +  -2^,8  ^^'^  ^  "="  ^  • 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—    174 
Положимъ 


Въ  силу  уравнен1я  (28)  им']^емъ 

/1Р  =  0.  (36) 

Услов]е  (ЗЗ]),  въ  силу  (32),  приводится  къ  виду 

^-0,  (37, 

гд'Ь  п  есть  направлен1е  внешней  нормали  къ  боковой  поверхности  ци- 
линдра. 

Изъ  уравнен1й  (36)  и  (37)  сл']^дуетъ,  что 

(дщ      дюЛ 
— '  +  ^  1  -  (1  —  /гг)  ^в,  =  С  =  сопз^.  (38) 

При  этомъ 

^м  =  0,        ^,,3  =  0.  (39) 

Задача  приведена  къ  опред'Ьленхю  функщй  и^,  V^,  в^,  го^  при  по- 
мощи уравнений  (38),  (280,  (29),  (30)  и  поверхностныхъ  услов1Й  (33), 
(34),  (35о)  и  (35). 

Уравнен1Я  (38)  и  (280  ^^  можемъ  заключить  въ  одно,  положивъ 

и  условившись  считать 

С1  =  0. 

Положивъ  въ  общихъ  уравнен1яхъ  равнов^с1я  (10) 

Х=Г=^=0 

и  подставивъ  в11']^сто  Х^,  Ху,...,2],  ихъ  выражен1я  (31),  разобьемъ 
уравнен1я  (10)  на  систему  Г2-ти  уравиен1Й,  между  которыми  будетъ  4 
сл-Ьдующаго  вида  [въ  силу  (39)] 
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Помножимъ  эти  уравнен1я  соотв']^тственно  на  и^  и  «7,.  и,  сложивъ, 
ироинтегрируемъ  результатъ  по  всей  площади  сЬчешя,  перпендикуляр- 
ва1'о  къ  оси  цилиндра,  которое  будеиъ  называть  нормальнымь  сгьчешемъ 
цилиндра. 

11олучимъ 

гд'Ь  с^^  есть  элементъ  площади  только  что  упомянутаго  с^^чен]я. 
Это  равенство  легко  приводится  къ  сл^^дующему  виду 

1  [(Х^^  ^  сов  а  +  АГу  .  81П  а) «,.  +  {Х^^ ,.  соз  а  +  У^  ,.  81П  а) «;,.]  Лз  — 

Иди,  дV,  /ди,      дьУ] 

тхк  с18  есть  элементъ  перифер1и  нормальнаго  с'Ьчен1Я. 

Первый  изъ  этихъ  интеграловъ  (считая  слЬъа)  равенъ  нулю  въ  силу 
уравнен1Й  (33). 

Сл'&довательно, 

Зам^тивъ,  что 

(дщ      дк\ 


ПОЛУЧИМЪ 


Уравнен1е  (27)  при  помощи    (З81)    (при  ^==1)    приводится    къ  сле- 
дующему виду 

Принимая  въ  разсчетъ  первое  изъ  уравнен1й  (26),  можемъ  писать 

в^=  —  /1'в^.  (.=2,3;>=0.1)         (42) 
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Воспользовавшись  зат^мъ  уравнен1ями  (23)  и  (24),  получимъ 


или,  на  основан1И  (ЗвО, 

ди.      дV. 

-т-  +-т-^  =—  а—  4в,..  (^=2.3;У=0.1) 

ОХ       ду  ^  ^ 

При  помощи  этого  равенства  и  (42)  приводимъ  (41)  къ  сл'Ьдующему 
виду 

(43> 

Подставимъ  во  второе  изъ   услов1Й  (35)   (при   к  =  2)    вм-Ьсто   2^^  ^ 
2у  2  ихъ  выражен1я  (32). 
Цолучииъ 

=  —  (Ли^  соьа  +  Ль^  81па) . 
Положимъ 

Интегрируя  предыдущее  равенство   по  всей   перифер1и    нормальнаго 
с^чен1я,  находииъ 

I  -г-^с?5  =  —  I  (^«|^.С08а+ ^г;у8Ша)Й5. 
Но 

I  (4«^.С08а  +  ^«^;81П«)  Й5  =   (^  (^Ч-у^^^ 

гд^  д  есть  площадь  нормальнаго  с^^чешя  цилиндра. 

Интегрируемъ  зат^мъ  (ЗвО  по  всей  площади  этого  с4чен1Я. 
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Полтчавнъ 


Следовательно, 


т  е. 


-(1— ^)  \Ав^.ад  =  2к  {^в.(1д  =  2С^.д, 


гд'Ь  д  есть  площадь  нормальнаго  сЬчевш. 
Всл^дств1е  этого  равенство  (43)  приметь  видъ 

2с;,+|[эд^«,).+2(|')'+2(^')%(|'+^')]4,=«. 

Сл'Ьдовательно,  необходимо 

Отсюда 

Подставивъ  эти  выражен1я  въ  110сл']^днее   изъ  уравнен1й  (44),    полу- 
чимъ 

т.  е. 

Ф.(у)  =  «.У  +  *. »        ^.С^)  =  —  а.-ж  +  е.. ,  (.=2, 3) 

гд*]^  а,,  &,.,  с^  суть  произвольны»  постоянныя. 
Такимъ  образомъ  уравнен1я  (44)  даютъ 

С.  =  0,       Ле^  =  0,      «*,  =  а,У  +  Ь.»  V,-=^  —  а^x-\-с^^ 

(<=2,3;У  =  0,1). 


''"/+''17  =  ''^У  +  ^'  '^''>  +  ''"^ а^х  +  «г     (*5) 


При  помощи  этихъ  уравнен1Й  и  уравнен|й  (23)  н  (24)  получаеиъ 

12 
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Въ  этихъ  уравнен1яхъ  черезъ  о^.,  Ъ^  и  с^  зам-Ьнены  постоянныя  а,, 
Ь,  и  с,. 

Зам'Ьтимъ,  что  уравнения  (45)  по  вн-Ьшнему  виду  не  отличаются  отъ 
уравнев1й  равнов']^с]я  плоской  упругой  пластинки,  деформирующейся 
въ  ея  плоскости  подъ  л,Ыств\еыъ  двухъ  силъ,  приложенныхъ  къ  ея 
перифер1и:  постоянной  силы,  равной 

и  составляющей  съ  осями  координатъ  углы,  со81пи8'ы  которыхъ 


и  силы,  пропорщональной  разстояп1ю  точекъ  периферхи  отъ  начала  ко- 
ординатъ и  направленной  по  касательной  къ  перифер1и. 
Но  въ  данномъ  случа'1^  0^,  вообще,  не  равно 

^.^^ 
дх        ду  ' 

Воспользовавшись  уравнен1ями  (45),  получимъ  [рав.  (32)] 

При  этомъ  вторыя  изъ  услов1й  (33)  и  (34)  удовлетворяются  сами  собой. 

9.  Такимъ  образомъ  задача  сведена  къ  опред*лен1Ю   функщй  и^,  V., 
в^.  *)  ври  помощи  уравненШ 

дв,  дв, 

0=0,1) 

при  сл'Ьдующихъ  услов{яхъ  на  периферти  нормальнаго  с^^чеп1я 

(ди\  (ди.       дV^\  X. 

(»  =  0,1) 

(48) 

=  %  +  «у у)  соза  +  (с.  -  а^x)  ш а-{-2^, 


*)  Мы  пока  оставляемъ  въ  сторон'Ь  функщю  ^V^. 
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если  условимся  считать 


г; — ^,  ^;  =  о. 


Положимъ 


Легко  видеть,  что  8^  удовлетворяетъ  уравнев1Ю  Лапласа 

Л8.^0,  (49) 

а  на  перифер1Н  с'Ьчен1я  услов1Ю  [рав.  (48)] 

гд* 

Ру  =  (6у  +  «у  у)  соза  +  {с.  —  а^x)  %\ь  а-^г^. 

Услов1ями  (49^  и  (50)  функц1я  5^  опред'Ьляется    вполн1^    до  н'Ькоторой 
ороиявольной  постоянной. 
Задача  возможна,  если 


Такъ  какъ 

I  ^{Ъ^  +  а^у)  сова  +  {с^  —  а^х)  81п а]  6^5  =  О , 
то  должно  быть 


I 


г^с1я  =  о. 


Такинъ  образомъ  функц1я  2^  должна  удовлетворять  условхю 

2^^8  =  0, 


[ 


въ  остальномъ  же  она  вполнЬ  произвольна. 

Существуютъ  общ,1е  методы  для  опред']^лен1я  функщй,  удовлетворяю- 
щихъ  услов]ямъ  вида  (49)  и  (50). 

Одна  изъ  такихъ  методъ  принадлежитъ  С.  Ыеигаапп'у,  другая  пред- 
ложена недавно  мною  (идея  принадлежитъ  ВоЫп'у). 

* 
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ОбЪ  эти  методы  прим']^нимы  къ  конвекснымъ  контурамъ,  им^Ьющимъ 
определенную  касательную  и  конечную  кривизну  въ  каждой  точк'Ь. 
Опред'Ьливъ  такъ  или  иначе  функщю-5у,  получимъ 

гд4  ^^{х,  у)  есть  определенная  до  н-Ькоторой  ироизвольной   постоянной 
функщя  координатъ. 
Такинъ  образоиъ  мы  им-Ьемъ 


/ди,      дV\ 

в,=./>,,)+(5^+^'). 


0=0,1)      (51) 


При  этомъ  услов1е  (48)  удовлетворено,  а  уравнен1е 


^в.  =  о 


является  простымъ  следств1емъ  двухъ  послЪднихъ  изъ  уравнев1й  (46)  и 
уравнен1я  (51). 

Задача  сведена  къ  определенхю  функщй  и^.,  V^{^  =  0,  I)  при  помоп^и 
уравнен1й 


/)  /ди.      дVЛ  д{- 


(52) 


и  услов1й  (47)  и  (470  "&  перифер1и. 

ОпредЪливъ  при  помощи  этихъ  уравнен1Й  функщй  и^  и  V^,  найдемъ 
и  О^  при  помощи  (51). 

10.    Нетрудно    убЬдиться,    что   уравнения   (52)    можно    представить 
подъ  видомъ 

дх 


дх 


Допустимъ,  что  возможны  два  р^шенхя  уравнешй  (52)  при  услов1Якъ 
(47)  и  (471). 

Пусть  значен1Я  функц1Й  и^,  Vр  в.,  соотв4тствующихъ  этимъ  р^ше- 
нхямъ,  суть 
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Иоложинъ 

Будемъ   разуметь   подъ*  Х'^.,  Х^^,  У^  выражен1я   X^^,  Х^^^.,  У^^. 
по  зам-Ьн-Ь  въ  посл'Ьдвихъ  функщй  и^,  V.  черезъ  С/^.,  Т^.. 
Цолучимъ 

дх  ду  дх  ду 


На  перифер1И  с'Ьчен1я  будемъ  им^ть 

Х^  У  со8а  +  Х^  у  81И  а  =  О , 
Х^уС08а+  Ууу8ша  =  0. 


(54) 


Совершимъ  надъ  уравнен1ями  (53)  ту  же  операщю,  что  и  надъ  урав- 
нешями  (40)  въ  §-'ё  8-мъ. 
Получииъ  [ври  помощи  (54)] 

Но 

Эти  равенства,  вм'Ьст'Ь  съ  (55),  приводятъ  еъ  заключешю,  что 

дх  '        ду       "'        ду^дх       "' 

т.  е. 

V^  =  А^у  +  В^ ,        Гу  =  -  А^х  +  с;. ,  (;=.о.1) 

гд*  А-^  В^,  С^  суть  произвольныя  постоянныя. 
Если  мы  воспользуемся  еще  услов1ями  (13)  §-а  4-аго,  то  получимъ 

^0  =  ^0=^0  =  0. 

Следовательно,  уравнен1я  (52)  вм']^ст'Ь  съ  поверхностными  услов1Ями 
(47)  и  (4?!)  (при  ^  =  0)  и  услов1ЯМИ  (13)  опред-Ьляютъ  функщи  и^  и  г^ 
вполн^Ь  и  единственнымъ  образомъ. 
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Функц1и  же  м^  и  V^  опред^^ляются  вполн'Ь  до  н']^которыхъ  линейныхъ 

фуНБЦ1Й 

П.  Пусть  «4?  и  V?  суть  как1я  либо  частныя  р'Ьшен1Я  уравнен1й  (52). 
Положивъ 

«,.=«;+ с^>.     «,=.;+ г,, 

сведемъ  задачу  къ  ог1ред'Ьлен1Ю  фу11КЦ1Й  П^  и   V^  при  помощи  уравнев1Й 

при  поверх ностныхъ  услов1ЯХЪ  типа  (47)  и  (471),  только  въ  правыхъ 
частяхъ  вместо  функщй  X^  и  Г^  будутъ  стоять  н-Ькоторня  друг1я,  вы- 
ражен1я  которыхъ  мы  не  будемъ  выписывать,  а  въ  Л'Ьвыхъ  подъ  функ- 
Ц1ей  9^.  нужно  будетъ  разуметь  выражен1е  вида 


Въ  уравнен1яхъ  (52) 


Положивъ 


в.==  -^-4 ^. 

^       дх        дх 


^  =  21с  +  1. 


•    =.-я, 


1  -\-к 
приведеиъ  уравнев1я  (56)  къ  виду 

дЩ  д^Г,  д^и. 

д^Г,  д^П.  д^Г, 

Эти    уравнен1я    по    виду    тождественны    съ  уравнен1ями    равнов^С1л 
упругой  пластинки  въ  задач*  С1еЬ8сЬ'а  *). 


0=0,1) 


*)  Си.  С1сЬ8сЬ.  „ТЬеопе  й.  Е1а8г1с11а1".  Ье1р2%  1862,  8.  166  ей.  Постоянная  X  въ 
данномь  случать  вс  равна  постоянной  (х  въ  задаче  СЬЪасЬ'а,  а  именно 


1-р. 


01д|112ес1  Ьу 


Соо§1е 


—    183    — 

Опрел'ЬлеБ1в  функщй  ^^  и  Т^.,  удовлетворяющихъ  этимъ  уравне- 
н]лмъ  при  услов]яхъ  типа  (47)  и  (47]),  для  частнаго  случая  прямого 
кругового  цилиндра  произведено  мною  въ  стать*]^:  „О  равнов'Ьс]и  упру- 
гихъ  цилиндричесБихъ  т'Ьлъ",  напечатанной  въ  яСообщен1яхъ  Харьв. 
Мат.  Общества"  за  1891  годъ. 

Повторять  относя и;1яся  сюда  изсл^дован1я  н^тъ  надобности. 

12.  Окончательное  р^Ьшенхе  задачи,  поставленной  нами  въ  §-'Ь  8-омъ, 
приводится  къ  опредЪлен1Ю  функц1и  ^V^^ 

Для  этого  служитъ  уравнен1е  (30),  которое  легко  приводится  къ 
сл-Ьдующему  виду 

(ди.      дVЛ 
^^  +;^]  =  ^(:1:,У),  (67) 

гд*  ч^(х,у)  есть,  очевидно,  извЬстная  функфя  координатъ  (^^,  и^ИV^ 
известны). 

На  перифер1И  нормальнаго  С'Ьчев1я  функфл  ^V^  должна  удовлетво- 
рять услов1ю  (35о),  которое  при  помощи  равенствъ  (32)  преобразуется 
къ  виду 

-^  =  —  (и^  соза  +  г;,  81П а)  ~  -^  =  9^(ж,  у) ,  (58) 

гх^  д>{х,у)  есть  изв^^стная  функщя  координатъ  точекъ  перифер1и. 
Задача  возможна,  если 


\ч^{х,  у)с1а-\-  [^>{x,  у)а8  =  0. 


Этому  услов1Ю  можно  удовлетворить,  подобравъ  соотв4тствующимъ 
образомъ  добавочную  произвольную  постоянную  къ  функц1и  (^{х,у)* 

Услов1ями  (57)  и  (58)  функщя  гс^  определяется  вполн4  до  некоторой 
произвольной  постоянной. 

Последняя  определится  изъ  услов1Я  [услов.  (13)] 

г€'о  =  0  при  а;  =  у  =  0. 

Опред'Ьлен1е  функц1и  ъо^  легко  приводится  къ  р^шенш  известной 
задачи  С.  Кеитапп'а. 

Задачу,  поставленную  въ  началгь  в-ого  ^-а,  можно  считать  разргьшен- 
ной  въ  самомо  общемъ  вид^ъ. 

13.  Въ  частности  можемъ  положить 

Х,=   Г1  =  ^1  =  0. 
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Получимъ  ргыиенге  задачи  о  равнов1Ьсги  упругаго  изотропнаго  цилиндра 
при  условгну  что  на  его  внутреннгя  массы  не  дгьйствуетъ  силъ,  а  къ 
боковой  поверхности  приложены  произвольно  заданный  силы,  одинаково 
къ  периферги  любого  изъ  нормальныосъ  сгьченш  цилиндра^  независимо  оть 
разстоямя  этого  сгьченгя  оть  основашя  цилиндра. 

Положив'ь,  наконецъ,  еще 

^0  ""^  -М)  ^^  Л)  "^  ^  » 

полунимъ  самое  общее  рп,шенге  уравненгй  равновгьсгя  при  условги,  что 
на  боковую  поверхность  не  дпйствуетъ  силъ. 

Это  р7ьшенге  является  обобщенгемь  извгьстнаю  ртиенгя  С.  Венана. 

Послгьднее  получится  изъ  приведеннаю  нами,  если  ввести  еще  доба- 
вочное усмвге,  что  моментъ  и  векторъ  всгьхъ  упругихъ  силъ  импютъ  одну 
и  ту  же  величину  и  направлете  въ  каждомъ  изъ  нормальныхъ  сгьченш 
цилиндра,  независимо  отъ  разстоянгя  этого  спченгя  отъ  основангя 
цилиндра- 

Это  предложен1е  яиляется  простымъ  слЪдств1емъ  общей  теоремы, 
доказанной  мною  въ  вышеупомянутой  статье:  „О  равнов'Ёсш  упругихъ 
цилиндрическихъ  т4лъ**  въ  1891  году. 

14.  Укажемъ  теперь  одно  частное  ргьшенге  уравненш  {28),  {28\),  и 
(^29),  которое  содержитъ  въ  себп>,  какъ  частные  случаи,  и  рп»шен%я  С. 
Бенана  и  Клебша. 

Этимъ  уравнен1ямъ  можно  удовлетворить,  полагая 

дв. 
дВ, 
(ди.       ду\ 

гд-Ь  Л.,  В^,  Су,  пг^  и  Пу  произвольныя  постоянныя. 
Въ  самомъ  д*л'Ь,  прямымъ  сл4дств1емъ  уравнен1Й  (59)   будутъ    сл4- 

ДУЮЩ1Я 


(ди.      дь\\ 

(ди.      дV\ 
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Бели  только  постоянные  т.  и  п-  таковы,  что 

1+т.п.>0. 


то  необходимо 


(ди.      дV\ 


4М  +  -т^1  =  0,         Ав.  =  0.  и=о.1) 


Уравнен1Я  (28),  (281)  и  (29)  оказываются  прямыми  сл']Ьдств1Ями  урав- 
нен1Й  (59). 
Уравнен1в  (30)  преобразуется  въ  слЬдугощее 

Ага,  =  11-п,{1+(г)](^^'  +  ^^^^^  (60) 

Первыя  два  изъ  уравнешй^  (59)  можно  представить  подъ  видомъ 

(;=го,1)  (61) 

(1  +  »»>«>)  "а^ + а^  + »«/"» а^ = (1  -  "*?^г 

Разун'1Ьа  теперь  подъ  м^.,  V^  фунвц1и,  удовлетворяюция  этинъ  урав- 
нен1янъ,  подъ  ю^  функщю,  удовлетворяющую  уравнен1ю  (60),  полу- 
чаеиъ  р^шен1е  уравнен1й  равнов^с1а  подъ  видомъ 

е'  \  дРо  1 

«  =  "0  +  *«1  +  ^КК  — /')-^  +  ('»0—  /'— 1)Л     + 

»  =  »„  +  «г>1  +  —  I  п^К  —  (I)  -^у  +  (шо  -  /г  -  1 ) Б„  I  +      (62) 
цъ  Г  ЙР,  1 

ее  =  м'о  +  ^г  [(и,  -  1 )  Рц  +  ^„л:  +  Лоу  +  СЛ- 


е  =  п^Р^-^А^х-^В,у+С,  +  е[п,Р,-^А,х  +  В,у  +  С,-\. 
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Коэффищенты  при  степеняхъ  е  въ  выражен111хъ   проекщй   напряже- 
Н1Й  на  оси  координатъ  будутъ  опред'Ёллться  сл'Ьдующими  фориулаыи 

(1=2,3 

х,,,  =  о, 


(*=1,2;У=0.1) 


^.,,  =  -  г  [[п///  +  0-2] Р.  +  (/г  +  1)Ц.а;  +В,.у  +  ф1  ,     о=о,1) 


^,,.=  0.  (,=2,3) 


Въ  ураввешяхъ  (62)  и  (03) 

>        (?^'  ^  ду  ' 

Функщи  и^  и  V^  можно  опред^^лить  при  помощи  уравнев1Й    (61)  при 
услшнхъ  на  поверхности 

X^^  соза  +  Ху  у  81П  а-=  X^, 

0-0,1) 

Х^  ^.  со8  а  +  Гу  ^  81П  а  =  Г^. , 
гд*  Х^.  и  Г^.  суть  заданный  функщи  координатъ  х  \\  у. 
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Для  опред'1лен1я  фунБц!и  гV^у  удовлетиоряющей  уравнен1ю  (60),  мож- 
но поставить  на  поверхности  цилиндра  услов1е  вида 

^х,о  соза  +  ^у  о  81па  =  г^ , 

разун'1я  подъ  2^  заданную  функщю  воординатъ. 

Вообще,  какъ  не  трудно  видеть,  получается  рп>шен%в  задачи  о  ров- 
иовгьаи  цилиндра  подъ  д9ъйствгемь  слгьдующихь  силъ^  приложенныхъ  кг 
ею  боковой  поверхности 

гдп>  Х^,   У^   (4  =  0,1,2,3),    ^.  (г  =  О,  1 ,  2)  суть  функцьи  координатъ 
X  и  у. 

Пять  изъ  этихъ  одиннадцати  функщй  можно  задать  произвольно, 
остальныя  оиред']^лятся  но  этимъ  пяти. 

15.  До  сихъ  поръ  мы  предполагали  постоянныя  ш^  и  п.  какими 
угодно,  подчиненными  лишь  одному  уСЛ0В1Ю 

1+ш.п.>0,  (64) 

а  постоянныя  А^,  В^,  С^  совершенно  произвольными. 
Разсмотримъ  теперь  два  частныхъ  случая: 

1)  Цостоянныя  Л^.,  В^,  С-  произвольны,  а 

т^  =  ^1  =  ^ ,         п^  =  «о  =  Ь  (^^) 

2)  Постоянныя  А^,  В.,  Су  равны  нулю,  а 

611—  \ 2 


(66) 


Эти  значен1я  постоянныхъ  ш^,  п^  возможны,  такъ  какъ  услов1е  (64) 
нав1>рво  выполняется  въ  обоихъ  случаяхъ. 
Предположимъ,  что  т^  и  Пу  удовлетворяютъ  услов1Ямъ  (65). 
Уравнен1Я  (60)  и  (61)  примутъ  сл'Ьдующ1Й  видъ 

дЧ,      д%  д% 

(У=0,1) 
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Уравнен1Я  (62)  дадутъ  сл^^дующ1я  выражен]я  для  проекщй  на  оси 
координатъ  перемЪщев1й  точекъ  упругаго  т^ла 

^=г,^4-*г;,-^Ло-^В,,  (68) 

Навонецъ,  ураввен1а  (63)  приведутся  къ  сл'Ьдующииъ 

^.,г -г^[(/^+^)-^;^•'4-(/'-1)^^-(^«-1)(V  +  ^>У  +  ф^- 

[ди.  д1\-  1 

2,^  =  -  КЦ11  -  1)Р^  +  {(1+  1){А.х  +  В.у  +  ф] , 

(69) 
/ди,      дV^ 

0-0,1) 

^х..  =  0,     Гу,,=  0.     Х^^,  =  0,     ^,,,  =  0,  0=2,3) 

Задача  будетъ  решена,  коль  скоро  будутъ  известны  функц1И  и^,  V. 
(/  =  0,  1)  и  т^. 

Эти  функц1И  должны  удовлетворять  уравнее1ямъ  (67),  на  поверх- 
ности же  цилиндра  (боковой)  можно  поставить  сл'Ьдующ1я  условхя 

Х^^^  со8а  +  Ху.  81па  =  Х^ , 

Ху^^.  С08  а  +  Гу^у  81П  а  =  Г^. ,  (70) 

^_^оС08а  +  ^уо8ша  =  ^о, 

гд*  подъ  Х^^,  ...,^?у^  разумеются  выражен1я   (69),    а    подъ  Ху,  Г^ 
(у=0,1),  2^  заданныя  функщи  координатъ  х,  «/. 
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Уравнешя  (67)  вм-Ьст*  съ  услов1ями  (70)  опред'Ьляютъ  функцш  и^ 
и  V^  до  н'Ькоторыхъ  лииейныхъ  функщй  типа 

Ау^-В,      ^^Ах+С,  (71) 

а  фуцкщю  го^  до  произвольной  постоянной. 

Въ  разсматриваемонъ  случа'Ь  получается  р'1шен1е  аналогичное  тому, 
которое  мы  указывали  въ  §-ахъ  отъ  8-ого  до  14-аго. 

16.  Предположимъ,  что 

Х^.  =  0,         Г^.  =  0. 

Опред'Ьлен1е  функщй  и. у  V^  приводится  къ  интегрирован1ю  уравнен1Й 

дв, 
Ли,  +  ,-~^  =  А,. 

^г;,  +  /|'  =  Б.,  (72) 

гд* 

ди.      дV^ 

при  слЪдующихъ  услов1яхъ  на  поверхности 

[(/<  +  1)  -,-^  +  (/*  -  1 )  ^  +  (/*  -  1Щх  +  Б.у  +  ф^  соза  + 

[ди,      дV,1 

(73) 

[дн/      дV,^ 

^^  ""  ^^  ^  +  ^^  "^  ^^  "^1^  +  ^^  ~  ^^^^^•'' +  ^>-^  +  ^^^^^ 

Такъ  какъ  услов1ями  (72)  и  (73)  функщй  и^.,  г;^  опред^Ьляются 
вполн*]^  до  н']^которыхъ  линейныхъ  функщй  типа  (71),  то,  найдя  какое 
бы  то  ни  было  р*шен1е  уравнен1й  (72),  удовлетворяющее  въ  тоже  время 
и  услов1ямъ  (73).  мы  получимъ  самое  общее  р^шеше,  лрибавивъ  къ 
найденному  только  что  упомянутыя  линейныя  функщй  вида  (71). 

Положимъ 

гд-Ь  2)^.  есть  некоторая  постоянная. 
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Уравнев!я  (72)  приведу тся  къ  сл^^дующинъ 

/^и^  =  0,     ^V^  =  0.  (75) 

При  помощи  уравнен1Й  (74)  и  (75)  находинъ 

гд'Ь  I!^  произвольная  постоянная. 

Принявъ  въ  разсчетъ  это  уравненю  и  (74),  ириводинъ  равенства  (73) 
къ  следующему  виду 

I  ^  +  ЦЛ.х  +  В^у  +  ^;.) I  соза  +  I ^  +  Я (В^х  —  А.у  +  еЛ  81па  =  0. 

(76) 
[^ - Х{В.х  -  А. у  +  е;^  со8а  +  [^^  +  ЦА^х  +  В.у  +  Г^.)]  81па  =  О, 


гд4 

2(1 


^  =  ^-     ^^,  =  /'С,-(^-1)/),. 


Положимъ 


то 


у>.  =  я  Ь^ху  -  Б,.  ?^-  -  Д,.х  +  Р^у} . 
Можемъ  писать  [рай.  (76)] 

-=4; ^-С08О+    ^^; ^81Па  =  0, 

дх  оу 

— '— '—  со8а  А ^-^; — —  81па  =  о . 

ох  ау 

Такъ  какъ 

^{Ц^  +  Ч>)  =  0,        Л{V^-\^У>^)  =  0, 

«,  =  -  Я  ]^А,ху  -  В,  ^^  -  Щх  +  ^}у]  +  N.. 


(77) 
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Уравнешя  (74)  и  (74])  будутъ  удовлетворены,  если  положииъ 

Самое  общее  р']^шеше  полуяинъ,  прибавивъ  къ  найденвымъ  функ- 
шлмъ  Му  и  V^  ливейиыя  фувкщи  типа  (71). 

Остается  только  опред']Ьлить  фуыкщю  и-^  при  помощи  лосл']Ьдняго  изъ 
уравнен1й  (67)  и  посл'Ьдняго  изъ  услов1Й  (70). 

Очевидно,  что  полученное  такимъ  путемъ  ргьшете  совпадешь  съ  ргь- 
гиетемъ  С.  Венана,  если  положить  еще 

г,  =  о. 

17.  Разсиотримъ  второй  случай 

'6и—  \  2 


'  /"-Ы 


Уравнен1я  (61)  обратятся  въ  сл^^дующ1я: 


д'^и.  д^и.  дЧ. 

(У^0,1) 

дЧ.  дЧ.  д^и. 


(78) 


ду^  дх^  '  дхду 

а  равенства  (63)  въ  сл-Ьдующхя 

11дх^  ' 

(У=0,1;  1=2,3) 


2  Я    [      ди.   ,  ^  дуЛ  1—ид^Р. 

•^  /« + 1  [      гЬ  ду  \  '•  I  +  /*  дх^ 

( 

(дщ  \  [дьог.         \ 


ду'  ' 


-2'.  .^=  0.  («=0,1,2,3) 


ж,« 
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Проекц1и  на  оси  воординатъ    силъ,    л'^^йствующихъ    на  боковую    по- 
верхность цилиндра  представятся  подъ  видомъ 

гд*  X,,  ГД5  =  0,  1,  2,  3),  ^о  суть  функцш  х  л  г^^ 

Изъ  нихъ  пять,  напр.,  Х^ ,   Г^ ,  Х1 ,  Г,  и  ^^^ ,  какъ  упоминалось  вы- 
ше, могутъ  быть  заданы  произвольно,  остальныя  опред'Ьлятсл  сани  собой. 

Предположимъ,  что 


Въ  такомъ  случа'Ь 


^..0=^0,         ^,.0  =  0.  I 


Уравнен1е  (60)  приметъ  видъ 

(ди,       дг\\ 


I 


И  является  прямымъ  сл-Ьдствхемь  уравнен1Й  (79). 

Уравнен1я  (78)  при  ^  =  1    приводятся,  при  помощи    (79),  къ  двумъ 
сл^^дующимъ 

дх  '  ду 

или 

Ащ  =  М , 

гд^Ь  М  есть  произвольная  постоянная. 
Положивъ 

М 

4 


^^'о  =  /'+^(^'  +  2/'). 


получимъ  сл'Ьдующее  уравнен1е  для  опред'Ьлен1я  /* 

Функц1и  М1  И  ^1  выразятся  черезъ  /*  сл'Ьдующимъ  образомъ 
дГ       М  д(      М 
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Томъ  VI,  Л»  4. 

0  0ДЕРЖАН1Е. 


Стран  ^ 

Объ  опрел'Ьлеп1и  длины  въ  неэпклидой  геометрхи;  В.    Я.   Алек* 

аьевскаго 145 

Къ  вадач-Ь  о  раснред'Ьлеши  электричества;  В.А^  Стеклова  .    .      154 
Къ  аадач']>   о    раияоп'Ьс^и  упругихъ    изотрошгыхъ    цилипдроиъ; 
ехо'жс '■ 160 


С00БЩЕН1Я 


Харовскаго  Натешшесш  ОИщества 

издаются  лодъ  редакц1е10  распорядительваго 
комитета  Оаи^ества. 

Книжки  Сооби1.ешй  выпускаются  въ  неоиред'Ьленпые  сроки,  ио 
м4р1  от1(ечатан1я,  въ  разм-Ьр!;  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть,  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающ1'е  подписаться  на  шестой  томъ  второй  сер!»  благоволить 
адресовать  свои  залвлешя  на  имя  секретарше  Оби^ества  въ  Харьковсий 
Университетъ.  Подписная  ц^Ьна  3  рубля.   . 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуск»  первой  сер1и  (18  нумеровъ, 
187Э  — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  помЬщенныхъ  вь 
книаскахъ  первой  сер1И,  ц'Ьна  20  коп.,  %)  Первые  пять  томовъ  2-й  сер1И 
(30  выпусковь),  Ц'1ша  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требовашями  и  по  всЬмъ  д'Ьламъ,  касающимся  Общества,  про- 
сятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковск1Й  Уни- 
верситетъ. 


ТаЫе  (1е8  та1|ёге8. 

8иг  1а  с1ёйп111оп  йе  1а  1о11^;иеиг  еп  сёошёиче  поп-е11кИ(11еппе;  1)аг 

^V.  Р.  Л1ехе1С1'81с1/ 145 

8иг  1е  ргоЫёте    Ле    1^1    (118111ЬиНоп    (1е    Гё1рс1г1с11:ё;    раг  ТГ.  А. 

81е]сЩ 154 

8иг  1е  ргоЫёте  (1е  Гё^и^1^Ьге  (1е8  су11П(1ге8  ё1а5^^^иев  Ь:о1горе$;раг 
1е  тете ^    160 
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Г 


>г~. 


I 


Соготитса(1оп$  Ле  1а  $ос1ё{ё  та!Ьёта(1С|ие  ее  КЬагквж. 

2-е  8($пе.  То^^;^^^Щ^-^  6. 


1.1 


С00БЩЕН1Я 

ХАРЬКОВСКАГО 


мАншгасмт  мщтк 


ВТОРАЯ     СЕР1Я 

Томъ  П. 
Л-Л*  5  и  с. 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Ти11ограф1Я  п  Литограф|я  Зильбербергь. 

{ГиСтлж  уляци,  донг  .>»  ЗО-П). 

1899. 


__^.  .У 

0\дте6  Ьу  СдОО?1С 


0\дте6  Ьу  уд00^1С 
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Посогбдвее  изъ  уравнев1й  (59)  даетъ 

Принявъ  во  внинаше  все  сказанное,  получаенъ  [изъ  (62)] 

ЗдЪсь  /*  есть  ф7вкц1я,  удовлетворяющая  урапнев1Ю  Лапласа,  а  и^ , 
г;^  удовдетворяютъ  ураввен1ямъ  вида 

Полученное  такамъ  образомъ  рпьиенге  очевидно  совпадаетъ  съ  извгьст- 
нымъ  ргыиенгемъ  С1еЪзсК*а  [сн.  С1еЬ8сЪ.  „ТЬеопе  (1.  Е1а8ис1(;а(;'',  Ье1р21д, 
1862,  8.  152,  форм.  (130)  и  (131)]. 

18.  Въ  закдючен1е  зам'&тимъ,  что,  пользуясь  внщелриведеввымя  из* 
сл^довав1Я11и,  мы  могли  бы  решить  задачу  о  равнов^с1и  цнлнвдра  ври 
гипотез'^,  что  напряжев1я,  дМствующ1Я  въ  каждой  точв^  гЬлавадв^ 
взаимно  церпевдмвудярвыд  площадки,  парадлельныд  плоскостдмъ  хм  н 
уг,  леаиатъ  въ  вдосвостдхъ,  вериецдикулярныхъ  въ  только  что  упо^ 
мянутымъ  (обобщение  изв^тной  гипотезы  С,  Венана),  а  также  и  ври 
н^Боторыхъ  другцхъ  лредаодожеи]дкъ  отвосительно  раевредЪленхя  на* 
пряжев|й  внутри  цилиндра, 

Я  позволю  себ'Ь  ограничиться  этимъ  зам^^чан1емъ,  не  приводя  отяо* 
сдщихся  сюда  изслЪдованШ. 
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Объ  одномъ  елу  ча-Ь  рижен1я  твердаго  т^ла- 


Г.  В.  Колосова. 


Дифференц1адьныя  уравнея1я  движешя  твердаго  т^а  приводятся, 
какъ  изв'Ьстно,  къ  виду: 

Мх''=Г,,    Му'^Г^,    М0''=Г,. 

Ар'  =  {В-С)дг  +  Л^. 

Вд'={С-Л)гр  +  Л^,  (1) 

Ог'=и-В)рд  +  1с, 

гд'Ь  х^  у,  0,  координаты  его  центра  инерщи  О  *)  по  отношен1Ю  къ 
3-мъ  неподвижнымъ  въ  пространств*  осямъ  ОХ ,  ОГ,  02,  Г^,  Г^,  V, 
проэкщи  на  эти  оси  главнаго  вектора  силъ  и  реакц1й  связей,  прило- 
женныхъ  къ  т^лу,  р,  ^^  г  проэкщи  угловой  скорости  его  на  гдавныя 
оси  инерцш  3,  Т,  2  въ  С,  а  Л^^  Л.^^  Л(^  проэкщи  на  посдЪдшя 
гдавоаго  момента  силъ  и  реакцхй. 

Вообразивъ  въ  С  перпендикуляръ  2  къ  круговымъ  сЪчешямъ  гира- 
щониаго  эллипсоида  нашего  тЪла  въэтой  точкЪ,  сд^лаемъ  сл'Ьдующее 
предположен1е  на  счетъ  силъ  и  реакщй  связей:  главный  моментъ  ихъ 
вокругъ  2  остается  все  время  движен1Я  равнымъ  нулю.  Если  а,  0,  у 
будутъ  косинусы  угдовъ,  образовааныхъ  этимъ  перпенднкуляромъ  съ 
осями  инерцш,  то 

/9  =  0,     а^  +  г^=1,     АаЦВ-С)  =  ОгЧЛ  —  В)**),  (2) 


*)  Днфференц1а1ьныя  уравнени!  (1)  будутъ  им'Ьть  тотъ  же  вндъ,  если  С  не  центръ 
инерц1и,  а  какая  угодно  точка  т^а,  но  неподвшкная.  Все  нижеследующее  распростра- 
нимо  н  на  этотъ  случай. 

**)  Мн  предподагаекъ  Л,  В,  С  различиями  другъ  отъ  друга  и 

Л>В>С. 
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откуда  между  прочимъ: 

Ла8  +  С7«  =  ^.  (3) 

а  предположен1е  на  счетъ  силъ  и  реакцгй  будетъ: 

Ж^а  +  Ла  =  0.  (4) 

Дифференщальныя  уравнешя  (1)  допусваютъ  въ  этихъ  предподоже- 
Н1яхъ  частное  р'Ьшен1е,  соответствующее  уравненхю 

^«Р+Сгг  =  0,  (5) 

выражающему,  что  главный  моментъ  количествъ  движен1Я  дежитъ  все 
время  въ  плоскости  круговыхъ  с%чен1й  гиращонваго  эллипсоида.  Въ 
настоящей  зам']Ьтк'Ь  мы  изсл^дуемъ  это  частное  р'Ьшен1е  и  для  этого 
вместо  главвыхъ  осей  инерщи  3 ,  У,  2  иы  примемъ  за  оси  неизм'Ьн- 
но  связанныя  съ  т^ломъ  оси  X,  У,  2,  получающхясл  изъ  3^  У,  ^^ 
если  мы  повернемъ  посл^дшя  около  оси  7"  до  совпадения  ^  съ  2*  Бу- 
демъ  им'Ьть  сл1дующ1я  формулы  преобразован1я: 

Р  =  Гр  —  аг,    ^  =  ^,    Е  =  ар  +  гг*)  (6) 

и  наоборотъ: 

р^гР  +  с^В         и  т.  д..  (7) 

Так1я  же  формулы  мы  получимъ  для  преобразован1я  ^Г^,  Лу^^  Л^^  въ 
моменты  вокругъ  осей  X ,  У ,  2 :  Л^  ^  «^г  >  -^7 '  напримЪръ  изъ  (7),  за- 
м']^чаЯ)  что  ^^  =  0,  получимъ: 

Л^  =  ГЛ^.  (8) 

Дифференцируя  (6)  и  пользуясь  (1),  найдемъ: 

СуЖ^  —  АаЛ^ 


АС 


ад    ад     с— А     .Лг1 


(9) 


*)  Р,  ^^  в  проэкщи  угдовой  скорости  на  новыя  оси. 
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Изъ  формулъ  (6)  при  помощи  (5)  и  услов1а  (8),  волучииъ: 

^     Вг' 
Точно  также  на  основан1и  (4),  (3)  и  (8): 


ОгЛ^  —  ЛаЛ^      I  у        оЛ  Аа?-\-Ог^  _        ^%      Л. 


(1+1)'^ 


X 


АС  \А^СгГ^  ЛСу      ^^      Вт       В' 

и  ураввенк  (9)  оринугь  видъ: 


(10) 


Эти  2  уравнен1а  вн§ст1  съ  (5),  которое  при  новыхъ  осахъ  приметь 
видъ: 


й-аР-О,  (г,*    „  =  Ж^)521), 


(11) 


МЫ  примеиъ  вместо  уравнен1Й  системы  (1),  и  тогда  эта  система  выра- 
зитъ  следующую'  особенность  нашей  задачи:  при  рЪшен1и  ея,  данное 
матерьяльное  твердое  тЬло  можно  яам^^нить  нематерьяльнымъ  одинаковаго 
съ  нимъ  вида,  къ  разнымъ  точкамъ  котораго  приложены  силы  совершензо 
также,  какъ  къ  нашему  т'Ьлу,  и  движен1я  котораго  стеснены  т^ми  же 
связями,  какъ  и  нашего,  а  по  оси  Ъ  новаго  т-Ьла  расположена  масса 
М  въ  вид^  безконечво  тонкаго  стержня  такъ,  что  центръ  инерщи  ея  въ 
(7,  а  моментъ  инерщи  относительно  С  равенъ  Б,  если  только  къ  по- 
лученнымъ  въ  этихъ  предподожен1яхъ  дифференщальнымъ  уравнен1ямъ 
прибавить  уравнеше  (11). 

Для  дальн']^йшаго  интегрирован1я  мы  предположимъ,  что  относитель- 
ное расположеше  осей  ОХ,  07 ,  02  и  ОХ,  ОУ,  02  задано  3-мя 
Эйлеровыми  углами  ж,  ф,  э  *\  такъ  что 


*)  См.  курсъ  Аналвт.  Механики  пр.  Д.  К.  Бобы^ева;  наши  Р ,  ^ ,  22  соотв'Ьтствуютъ 
р,  2,г  Д.  К. 
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Р=  —  ж  шф^т9^ф'  8Шд ,        Л  —  ж?'  соз^  +  9  ,  (12) 

и  сд'Ьлаемъ  еще  сл^дующ1Я  предподоженЕд  на  счетъ  сидъ  и  реакцШ: 
1)  силы  икФютъ  потенщвдъ;  2)  не  тольво  главный  номентъ  силъ  и 
реакщй  воБругъ  оси  2  равенъ  О ,  но  и  отдельно:  ноиентъ  силъ  =  О 
и  моменты  каждой  изъ  реавц1Й  =^0.  Если  иотенц1алъ  силъ  будетъ  27, 
а  7равнен1Я  связей:  др^  =  О,  9^2  =  ^» '  • '  '^^р  =  ^ »  ^А*  ^»  9^1 »  9^2»  ••  •  >9^ 
нЪкоторыя  функц1и  отъ  X,  у,  в,  ф^  ж,  э^  то  посл']^днее  требованхе 
равносильно требован]Ю,  чтобы  уголъ  в  не  входилъ  въ  {7,  ^>^,  9>2>  *  *  -  '^'р- 
Въ  этихъ  предположен1яхъ  уголъ  э  въ  действительности  войдетъ 
тольво  въ  уравнен{е  (11),  а  въуранен{я  (10)  войдетъ  только  видииымъ 
образомъ  и  немедленно  изчезнетъ,  если  вместо  проэкц1Й  на  оси  X  и  У 
мы  введемъ  проэкфи  на  направлен1е  СN^  перпендикулярное  къ  плос- 
кости, опред'Ьляемой  направлен1лми  С^,  (Л,  и  на  перпендикулярное 
къ  СУ  аересечен1е  плоскостей  Х^  т  22.  Уравнет'е  (11)  и  система 
(10)  могутъ  быть  тогда  интегрированы  отдельно.  Ура8нен1е  (11)  по 
введен1И  въ  него  выражен{й  (12)  приметь  видъ: 

«с'  совф-^-э  — а(ф'  тэ  —  ж'  81п^соа9)  =  0. 

Введя  въ  него  новую  переменную, 

Т  =  е*^"  *  ==  С08д  -|-  у"— 1  81ПЭ  , 

приведемъ  его  въ  виду: 

^  =  1г'  +  тт  +  п,  (13) 


гд* 


1  =  ^-(ф'-\^-^^^^фж), 
п^--^(ф'-}'^^^пфж')- 


1    ю' 


Уравнен1е  (13),  какъ  известно,  подстановкою  т= сводится 

къ  линейному  уравнешю  2-го  порядка  въ  о. 

Прг^мгьры: 

1)  Движен1е  по  иверщи  Л^^^Лг^^^Л^^О^ 

Зам^вивъ  данное  т^ло  стержнемъ,  сведемъ  задачу  къ  вопросу  о  дви- 
жен1И   по  инерщи  безконечно  тонка]Ю  стержня.    Это  есть  равном'Ьрное 
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вращен1е  около  оси,  сохраняющей  постоянное  наоравлен1е  въ  простран- 
стве, таБЪ  что  при  надлежащемъ  выборе  осей  ОХ,  О  Г,  02  можно 
положить: 

а»  =  0,        ф^^о^» 

Уравнеше  (11)  будетъ  э  =^а(овтэ,  откуда 

гдЪ  €  постоянное  ироизвольное. 

2)  Вращенхе  твердаго  т'Ьла  (тяжелаго)  вокругъ  неподвижной  точки  на 
оси  2  (случай  Гесса-Некрасова).  Зам'Ьнивъ  т^ло  стержнеиъ,  найдехъ,  что 
движен1е  центра  инерщи  совершается  по  законаиъ  коническаго  маят- 
ника; въ  ураввенш  (13)  коэффищенты  выразятся  въ  эллиптическихъ 
функщяхъ  (см.  статью  пр.  11.  А.  Некрасова.  Мат.  Сб.,  ХУШ). 

3)  Движен1е  твердаго  тяжелаго  т^ла,  опирающагося  остр1емъ  (на  оси 
2)  на  гладкую  плоскость  (волчекъ  Гесса)  '*').  Заиенииъ  т'Ьло  стержнеиъ, 
приведеиъ  задачу  къ  обращен1ю  ультраэллиптическаго  интеграла,  а  въ 
уравнен1и  (13)  коэффифенты  будутъ  зависать  отъ  фувкщй,  получаю- 
щихся черезъ  такое  обращен1е. 

Въ  заключеше  заиЪт^мъ,  что  наше  т'Ьло  можетъ  составлять  часть 
ц^лой  системы'  т^лъ  и,  если  взаимодЪйств1я  его  съ  другими  т&1ами 
подчинены  услов]ям'^,  требуемымъ  нашей  задачей  для  реакц1й  связей,— 
все  сказанное  нами  распространимо  и  на  этотъ  случай.  Еакъ  прим'Ьръ, 
разсмотримъ  следующую  задачу: 

4)  Еаташе  сферы  съ  гироскопомъ  Гесса  внутри  по  горизон- 
тальной плоскости  безъ  скольжен1я.  Эта  задача  одинакова  съ  задачей 
Д.  К.  Бобылева  о  сфер'Ь  съ  гироскопомъ  внутри,  только  вместо  оси 
симметр1И  съ  однимъ  изъ  Д1аметровъ  шара  неизменно  связанъ  перпен- 
дикуляръ  2.  Заменяя  данное  т^ло  стержнеиъ  и  предполагая  вм^ст^ 
съ  проф.  Н.  Е.  Жуковскимъ,  что  въ  экватор1альЕОй  плоскости  (перпен- 
дикулярной къ  2)  им']Ьется  кольцо  **),  разность  моментовъ  инерщи  ко- 
тораго  около  оси  2  и  экватор1альной  оси  =Б,  мы  сведемъ  нашу  за- 
дачу къ  задаче  о  катав1И  однородной  сферы  по  горизонтальной 
плоскости  безъ  скольжен1я.  Направлен1е  и  величина  угловой  скорости 
сферы  остаются  зд^сь,  какъ  изв']^стно,  неизменными,  и  надлежащимъ 
образомъ  выбравъ  оси  ОХ,  ОТ,  02,  можно  положить: 


*)  Распространимость  случая  Гесса  на  водчекъ  Гесса  8ан^чена  пр.  А.  М.  Лапуно- 
вымъ  и  почти  одновременео  мною. 

**)  При  отсутств1и  кольца  задача  приводитъ  въ  эллвотическимъ  функцммъ  подобно 
задаче  Д.  К.  Бобылева. 
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Уравнен1е  (11)  будетъ: 

шсова  +  э'  +  асо  зт  а  собэ  =  О , 
откуда 


^    Э    ^        ,/а8Ша  +  С08а   е<^^+б)У^а'»ш«а-сов»а_|.  | 
''2  ^'^      а81Па  —  С08а   ^м<+е)Уа»8ш8о  -  сова  а  |   ' 

гд^Ь  €  постоянное  произвольное. 
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о  закон*  взаимности  проетыхъ  чиеелъ. 


В.  П.  Алежсйевскяго. 


Между  доказательствами  закона  взаииности  проетыхъ  чиседъ  заслу- 
живаютъ  большого  внимав1я  доказательства  Эйзенштейна,  Шеринга  и 
Еронекера;  не  смотря  на  различ1е  ихъ  по  форм*]^,  можно  установить 
между  ними  преемственную  связь.  Къ  этому  же  кругу  идей  относится 
и  предлагаемое  доказательство,  которое  мн^  кажется  бол^е  простынь 
и  естественвымъ. 

Пусть  р  и  д  числа  простыя,  Ь  —  одно  изъ  чиеелъ  натуральнаго  рода 

отъ    1   до  ^-;г — ,  Ои  —  наибол-Ье  подходящее  ц4лое  число  къ  дроби  — 
2  р 

такъ  что  остатокъ  г  отъ  д^Ьлен1я  Н^  Я2^  р  можетъ  быть  и  положитель- 
нымъ,  и  отрицательннмъ,  но  абсолютная  его  величина  меньше  ^^  сл^^- 
довательно 


откуда 


..-^(^+1). 


Наименьшее  значен1е  ^д  можетъ  быть  нулемъ;  наибольше  получится, 

^      р— 1 
полагая  А  =  ^^— г — ,  и  изъ  тождества 

2р      '^  2  2     "^     2р 

видно,  что  тах1тит  д^  не  можетъ  быть  бол4е      .    . 
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Изъ  равенства 

слЪдуетъ,  что  знакъ  остатка  г  одинаковъ  со  знакомъ  (А^  — ^^^Р)'  в<^л%Д~ 
ств1е  чего  предыдущее  равенство  можно  представить  въ  видЪ  сравнена 

А^  =  е .  здп  (Лдг  —  д^р) ,  (той.  р) 

гд*  Р  =  |г|,  а  8р1(Лдг  — 5Гдр)  =  ±1. 

Если  въ  этомъ  сравнен1и    дадииъ   Л    вс4  8начен]я   отъ  1  до  ^-т — 

и  переиножимъ  результ^ы,  то,  основываясь  на  нзв^стныхъ   предложе- 
шдхъ,  получииъ: 

2 


(|)=88пП^Ав-<7»р)- 


Каковъ  бы  ни  быль  знакъ  разности 

произведен|е 

[Н  -  (л  —  1)1>]  [ЛЗ  -  (л  -  2)р]  . . .  [Лдг  -р] 
состоитъ  изъ  подожительныхъ  множителей,  когда  ^д  >  1 ,  поэтому 

В8п(Лд  — йГдр)  =  8^  ТТ(А4  -  М . 

или,  переставивъ  члены  бимоновъ  во  второй  части, 

'к 
88п(Лдг  — 5г^^р)  =  (- 1/а88пТТ(*р  — *д). 

Число  множителей  второй  части  можно  сд^ать  постояннымъ,  како- 
во-бы  ни  было  А.  Д-Ьйствительно,  тах1тит  й^д-^^-^ — »  и  въ  произ- 
веден1и 


[(л+1)р-А9].-.[^р-Лг] 


вс!  множители  положительные,  поэтому  отъ  присоединен]я  ихъ  къ  пре- 
дыдущему произведен1ю  знакъ  его  не  нарушится;  следовательно,  можно 
написать: 
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7-1 


^ (М—9нР)  =  (—  1/*88Р  1 1  №р  —  М' 


»  =  1 


Не  трудно  уб^дйт&ся,  что  форяула  дта  остается  справедливой  и  въ 
случаяхъ  д^^  =  0  или  1. 
Отсюда,  на  основан1и  зам^ченнаго  выше,  находииъ,  что 

(1)  =  (_1Р*Д(Лр-Й5), 

Складывая  равенства  вида 

находинъ 

Такъ  какъ  въ  числЪ  ортатковъ  существуютъ  положительные  д'  и 
отрицательные  —  ?",  асухмаабсолютныкъ  величинъ  всЬхъ  вычетовъ,  какъ 
известно,    равна  2^  *  '''^  предыдущее  равенство  можно  написать  въ  видЪ: 

42*=1'2л+2*-22(>% 

откуда  слЪдуетъ,  что 

2л^о  (гооа.  2) 

когда ^>2•  Поэтому  выражевхе  для  символа  Лежандра принимаетъ видъ: 


Всл1}дств1е  этого  и 


(^)='Ч;пД(Лд-.*р)- 


Перемноживъ  эти  равенства    и  зам^тивъ,   что   соответственный   па- 
ры  множителей   правыхъ    частей    отличаются  знакомъ,   а  число  ихъ 

р  — 1    0-1 

^^-г—  .  ^         ,  получимъ: 

2  л 


(1)©='- 


'     2 
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Разыеканхе  интеграловъ,  общихъ  зада- 
чамъ  о  равнов-Ъехи  гибкой,  нераетяжимой 

нити. 


Н.  Н.  СадтыжФМ. 


1.  Вопросъ  о  разыскаЕ1и  интеграловъ,  общихъ  задачамъ  о  равнов^- 
сш  гибкой,  нерастяжииой  нити,  р']^шается  въ  этомъ  изсл'Ьдованхи  по 
способу  А.  Н.  Коркина,  основанноиу,  какъ  изв1^стно,  на  его  же  теорш 
интегрировашя  снетемъ  ураввевхй  съ  частными  ороизводвнии  оерпаго 
порядка  одной  неизвестной  функщи  *). 

2.  Назовенъ  черезъ  Х^,  Хз,  ^  проекщи  силы  на  прямолинейныя, 
прямоугольныя  оси  Еоординатъ  х^,  х^у  ^3  >  отнесенной  къ  единиц'Ь  иас- 
сы  гибкой,  нерастяжимой  нити,  плотность  которой  есть  к^  натяжеше 
—  Т,  дуга,  отсчитываемая  отъ  н-Ькоторой  ея  данной  точки,  — x^^  По- 
лагая 

Лх^ 

представимъ  дифференц1альныя  уравнен1я  равнов'Ьс1Я  нити  въ  сл']^дую- 
щемъ  виде 


Т  ~ 

Лх^ 

йх^       Лхз          ^«4               «1^5 

их. 

гд4 

~^Г 

«5         х^        —  АГХ,       —  ЛТХз 

-ЛТХз' 

Т  =  Ух1  +  х!-\-х1. 

*)  А.  Коркинъ.  О  совокуппыхъ  уравнен1яхъ  съ  частным   провзводными  перваго  по- 
рядка и  н^которыхъ  воп{>осахъ  нехавики.  С.-Пб.  1867. 
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Изсд^дуеиый  вопросъ  состоитъ  въ  разысканхи  интеграловъ  последней 
системы  дифференщальныхъ  уравнен]й,  общихъ  со  всякой  другой  си- 
стеиой,  отличной  отъ  нел  значенхяии  функц]й  Тс,  Х^,  Х^,  Х^*  Назо- 
веиъ  соотв']^тствующ1я  посл^днимъ  значен1я  функций  для  всякой  другой 
подобной  системы  уравненШ  черезъ  А^^,  Г^,  Г,,  Гз-  ^^^  уравнешё 

гд%  С — произвольная  постоянная,  представляетъ  интеградъ,  общ1й 
об^^имъ  указанныиъ  системамъ  ураввен1Й,  то,  очевидно,  функщя  е  есть 
частный  интегралъ  системы  двухъ  линейныхъ,  однородныхъ  дифферен- 
щальныхъ уравнешй  съ  частными  производными  р^,  Рх^^-^Р^  функцш 
я  по  независимыиъ  перемЪннымъ  х^у  аг^ ,  •  •  >  аг^ 


Тр,  +  ^  {х^,  р,  -  ТсТХ,  рз+,)  =  О , 

8 


1=1 

Вместо  второго  уравнен1я  возьмемъ  разность  обоихъ  уравнен1Й 
5^1р4  +  52Р5  +  ^з1>б  =  0, 
гд%  введены  обозначен1я 

8^  =  1сХ^  —  \У^,         »  =  1,  2,  3. 

Мы  предполагаемъ,  что  силы,  приложенныя  къ  едини ц^^  длины  нити, 
въ  сравниваеныхъ  задачахъ  различны.  Поэтому  одна,  по  крайней  м^- 
^%  изъ  функщй  /8^  отлична  отъ  нуля.  Очевидно,  не  нарушая  общности 
Р'Ьшешя,'  мы  можемъ  положить,  что 

8,<0. 

Въ  такомъ  случа'Ь  уравнен1я,  опред^^ляющ1я  искомые  интегралы, 
представятся  въ  сл^дующемъ  вид-Ь 


тр,  +  ^х^р,+  т{и,р^+и^р,)^о, 

«=1 


Р4+^1Р5+^2Рв  =  0» 


(1) 
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^9  5в 

'^1  >  о         '^г» 


«I  ''  8, 

к{Х,Г,-Х,)=  V,,        ЦХ,Г,-Х,)=  V,.  (2) 

Всякая  задача  интегрирован1я  дифференц1альныхъ  ураввенШ  равно- 
в^&С1я  гибкой,  нерастяжииой  нити  разр-Ьшается  вполн'Ь  шестью  инте- 
гралами. Поэтому  задачи  эти  не  мотутъ  им{)ТЬ  бол']Ье  пяти  общихъ 
интеградовъ.  Система  уравнешй  (1),  въ  зависимости  отъ  значенгй  своихъ 
коэффищентовъ,  можетъ  им^ть  отъ  пяти  до  одного  частныхъ  интегра- 
ловъ.  Соотв']^тственво  этому  задачи  о  равнов^с1и  1'ибкой,  нерастяжимой 
нити  им'Ьютъ  столько  же  общихъ  интеграловъ.  Услов1я  существован1я 
опред']^деннаго  числа  частныхъ  интеграловъ  системы  (I)  даютъ  уравне- 
Н1л  для  опредЪлен1Я  функц1й  V  и  и»  Присоединивъ  къ  посл']^днимъ 
равенства  (2),  получимъ  услов1я,  при  которыхъ  эти  интегралы  ии^ютъ 
м'Ьсто.  Дальнейшее  изложен1е  состоитъ  въ  изследован1и  вс^хъ  указан- 
ныхъ  возможныхъ  случаевъ.  При  этомъ  мы  будемъ  предполагать,  что 
к  есть  функцгя  душ  х^ ,  а  силы  Х^ ,  ЛГ^ ,  Х^  зависятъ  отъ  дуги  и  ко- 
ординатъ^  такъ  что  футщги  V  и  V  зависятъ  только  отъ  перемгьнныхъ 

3.  Частные  интегралы  у^,  у^  второго  уравнен1я  (I),  гд^ 

принимаемъ  независимыми  переменными  вместо  х^^  х^,  х^*  Обозначимъ 
въ  этомъ  предиоложен1и  черезъ  д,.,  7^,., . . .  частныя  производныл  функ- 
Ц1Й  «,  Т]^,...  по  переменнымъ  значка  ь  Второе  уравнеше  (1)  утож- 
дествляется,  а  первое  принимаетъ  видъ 

у^ах!  +  2Ъх^+а{А  +  Вх^+С']-Пх,  +  Ех^  =  0,  (4) 

гд* 

л  =  у!+у!. 

С  =  у^д2  +  УьЬ^ 
•О  =  ?!  +  ^,  ?2  +  ^29з  —  (  ^12^4  +  "^ггУь^  «4  —  (  ^о^Уа  +  ^2:^Уь)Ь  1 

Е [(1^п+  ^1^12+  П^1з)г4+(^21+  1^1>^22+   »'2Пз)(7.]' 
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По  теор1и  Коркина  уравнен1е  (4)    не  должно  зависать   отъ  х^*  Вы- 
ражен1е 

равняется  нулю  только  при  услов1яхъ 

У4=^0,        »&  — 0. 

Исключая  посл-Ьдшй  случай,  какъ.  невозиожный,  заЕдючаемъ,  что  вы- 
ражен1е 

ах1  +  2Ьх^  +  й 

не  ножетъ  быть  точныиъ.  квадратомъ.  Поэтому,  для  того  чтобы  равен* 
ство  (4)  це  зацис^ло,  отъ  х^ ,  иеобдодицо  должны  имЪть  м^ето  равенства 

4  =  0,        -Р=0,        С  =  0,       Х)  =  0,        ^5'=^0, 

которыя  и  представляютъ  уравнен1я,  опред^ляю1Ц1я  искомые  интегралы. 
Изъ  второго  и  пятаго  уравнев1Й  посл']^дней  системы  заключаемъ,  или 

или 


'^10  '^  20 


(5) 


'^П     \      М  ^]2  "Г  ^2  М8  ''^21     Г   М  ^22    »      ^2  *^23 

Первое  нредиоложен1е  не  им'&етъ  м^ста,  ибо  ведетъ  къ  интегралу 

0  =  пост., 

каковой  мы  исключаемъ  изъ  разсмотрЪн1Я.  Въ  самомъ  дЪл'Ь,   въ  этомъ 
случа-Ь  изъ  перваго  уравнешя  сл-Ьдуетъ  ^^  =  0,  изъ  третьяго,  такъ  какъ 
0  не  зависитъ  отъ  у^,  у^,  сл-Ьдуетъ  Зг^^^»  Зз^^^    **>    наконецъ,    изъ 
четвертаго  получаемъ  ^1  =  О . 
Итакъ,  искомые  интегралы  опред']^ляются  системой  уравнен1Й 

30+^1^4+  ^2^5  =^>. 

«1+^122+^293— (У4^12  +  У5^18)г4  —  (У4^22+У5^2з)  95=^» 

У4^2  +  У5Ь  =  ^У 

при  чемъ  функщи  V  удовлетворяютъ  уравнен1Ю  (5). 


(6) 
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Выполненное  преобразован1е  всегда  иийетъ  м'Ьсто,  когда  функщя  V 
конечны,  определенны  и  дифференцируемы,  что  мы  разум'Ьемъ  при  всЬхъ 
нашихъ  вычислен1яхъ.  Это  преобразован1е  справедливо  въ  частности  и 
для  значешй  ^1  =  0,  ^2  =  0,  такъ  какъ  при  этихъ  услов1яхъ  выра- 
жешя  (3)  принимаютъ  видъ  х^^  х^  и  представляютъ  частные  интегралы 
уравнешя  р^=^0^  къ  Б9торои7  приводится*  въ  этомъ  случа'Ь  второе 
уравнеше  системы  (1).  Такимъ  образомъ  уравнен1я  (6)  опред'Ьляютъ 
всевозможные  интегралы,  обпие  задачамъ  о-  равнев'Ьс1И  гибкой,  нерас- 
тяжимой нити,  и  мы  приходимъ  къ  изсл']Ьдован1Ю  ВС']^ХЪ  возможныхъ 
случаевъ,  когда  система  (6)  им^етъ  отъ  пяти  до  одного  частныхъ  ин- 
теграловъ. 

4.  Если  система  (6)  им^етъ  пять  частныхъ  интеграловъ,  то  три  изъ 
ея  уравнен1Й  должны  уничтожаться,  или  въ  силу  остальныхъ  уравнен1Й, 
или  тождественно,  при  чеиъ  вс^  ^^  сохраняютъ  значен1я,  отличныя  отъ 
нуля.  Если  число  частныхъ  интеграловъ  системы  (6)  должно  быть  че- 
тыре, то,  или  два  изъ  ея  уравненШ  должны    уничтожаться,    при  чемъ 

ВС*  д,.  ^  О ,  или  уничтожаются  три  изъ  ея  уравнен1Й  и  одна    изъ  про- 

йзводныхъ  д^..  Очевидно,  ни  одинъ    изъ  указанныхъ  случаевъ   не  мо- 
жетъ  им^ть  м^^та.  Поэтому  заключаемъ: 

Задачи  о  равновгьсги  гибкой^  нерасшяоюимой  нитщ  находящейся  подъ 
д1ьйствгемъ  силы,  отнесенной  къ  единицгь  ея  массы,  проекиги  которой  на 
прямолинейныя,  прямоухольныя  оси  координатъ  выражаются  функцгями 
послгьднихъ  и  дуги  нитщ  не  могутъ  илиьть  пяти  и  четырехъ  общихъ 
интеграловъ. 

5.  Если  система  уравнен1Й  (6)  им']^етъ  три  частныхъ  интеграла,  то 
одно  изъ  ея  уравненШ  должно  быть  сл']^дств1емъ  остальныхъ.  Составляя 
функщональные  опред'Ьлители  четвертаго  порядка  изъ  первыхъ  частей 
уравнен1й  (6)  по  перем'Ьннымъ  д^ ,  ^^у^^^^  заключаемъ,  что  един- 
ственное услов1е,  при  которомъ  система  (6)  приводится  къ  тремъ  урав- 
нешямъ,  выражается  равенствами 

^10  =  0.         По  =  0.  (7) 

По  той  же  самой  причине  и  принимая  во  вниман1е  разсужден1Я,  изъ 
которыхъ  мы  пришли  къ  услов1ямъ  (5),  получаемъ 

^11+^11^12+^^18  =  0,  Г^,  +  Г,  К^д  +  ^23  =  О-  (8) 

Уравнен1я,  опред']^ляющ1я  искомые  интегралы,  принимаютъ  видъ 

^0  =  2о+^194+^2?5  =  0, 


Р^=^л[V-у^)^-^у^п'^у,V,,)^^^ 


^^2  =  г2+^?з=о. 

У4 


(9) 
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Эти  уравнен1я  должны  представлять  якоб1евскую  систему,   т.  е.    ра- 
венства 


(^Ро,  ^^1)  =  о,      (Г,,  г,)  =  о, 


(10) 


должны  удовлетворяться  тождественно.    Такъ  какъ   функщи   7,  17  не 
зависятъ  отъ  у^у  у^^  то  изъ  перваго  равенства  заключаенъ 

^71  =  0,         Ц^=0. 

Такииъ  же  образомъ  изъ  остальныхъ  двухъ  равенствъ  находимъ 

11осл(дн1я  уравнен1Я  совместно  съ  (7)  и  (8)  приводятъ    опред'Ьлен1е 
фунБц1й  V  къ  интегрирован1Ю  точныхъ  дифференщаловъ 


ЙГ1  = 


Г^Лх^ 


йхо 


^1+«1         ^1  +  ^1  ' 


У^йх^ 


йхо 


^^2  =  -  .11» 

х^  +  а^      х^  +  а^ 
гд*  а^  —  произвольная  постоянная.  Отсюда 

гдЪ  02,  «3  —  произвольныя  постоянныя. 

Искомые  интегралы  опред']^ляются  интегрирован]емъ  системы    урав- 
ненШ  въ  полныхъ  дифференщалахъ 

^3  +  «3--^(^2  +  »2)  у^ 

Лхо 1 с1х, с1ха  =  о , 

*  ^1  +  »1  '  У4 

У4 


йу.+^;4::7/^>  =  ^' 


ЙУ4-Г 


»5 


а;,  +  01 


ЙХ5  =  0. 
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Интегралы  посл^^днихъ  двухъ  уравцен1Й  очевидны.  Первое  же  урав- 
нен1е  въ  силу  посл1^днихъ  двухъ  интеграловъ  становится  точнымъ  диф- 
ференщаламъ.  Такинъ  образомъ  искомые  интегралы    принимаютъ  видъ 

У5(^1  +  а1)  =  С2, 

Л^З  +  «3  Уъ  ^2  +  «: 


^1  +  ^1  У  А   ^1  +  «1 


=  Сз, 


гд-Ь  С^,  Сд,  Сз  —  произвольныя  постоянный.  Возвращаясь  къ  исходной 
систем'Ь  перем^^нныхъ,  завлючаемъ: 

Задачи  о  равновгьсш  гибкой,  нерастяоюимой  нити,  находящейся  подъ 
дгьйствгемъ  силы,  отнесенной  къ  единицть  ея  массы,  проекцги  которой 
Х^,  Хз ,  Х^  на  прямолинейныя,  прямоугольныя  оси  координатъ  х^,  Х2,  х^ 
выражаются  функцгями  послгьднихъ  и  дуги  нити  х^,  удовлетворяющи- 
ми условгямъ 

^1        ^2        -^3 

^1  +  «1  ~  а?2  +  а2  —  л^з  -{-  Оз  ' 
имгьютъ  три  общихъ  интеграла  ^ 

[Й.Г,  *         их  л 


вх^  йх^ 


^^^  +  '^^^й^-("»  +  «з)й^ 


Лху^  йх^ 


гд1ь  Т — натяженге  нити,  С^ ,  Сд,  С^  —  произвольныя  постоянныя. 

Очевидно,  посл'Ьдн1Й  результатъ  остается  безъ  изм'Ьнен1я  и  въ  томъ 
случа']^,  когда  нить  однородна,  т.  е.  к  —  постоянная  величина,  а  силы 
Х^,  Хд,  Хд  не  зависятъ  отъ  дуги. 

6.  Если  изсл'Ёдуемыя  задачи  ии^ютъ  два  общихъ  интеграла,  то  урав- 
нен1я  (6)  должны  представлять  замкнутую  систему.  Составляя  скобки 
Пуассона  изъ  л-Ьвыхъ  частей  ея  уравнен1й  третьяго  и  четвертаго,    за- 

14 
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ключаенъ,  такъ  какъ  эти  скобки  должны  уничтожаться  въ  силу  т^^хъ 
же  уравнений  1ретьяго  и  четвертаго,  что  и  въ  разсматриваемонъ  слу- 
чеЛ  должны  ии'Ьть  М'Ьсто  уравиен1я  (7)  и  (8).  Такимъ  образомъ  иско- 
мые интегралы  определяются  уравнешями  (9),  которые  въ  этомъ  слу- 
чае приводятся  къ  замкнутой  систем'Ь  прибавлен1емъ  одного  изъ  ра- 
венствъ  (10),  положимъ  перваго. 
Изл'Ьдуемая  система  уравнен1Й  становится 


^'2  =  32  +  ^83  =  0' 

Усдов1я  замкнутости  последней  системы 


01) 


должны  быть  сл'&дств1ями  ураввен1я  Р^  =  0.  Такъ  первое    изъ   этнхъ 
услов1й  даетъ 


У* 


и,-ю. 


^--I^^»+^(7:^-^^)^' 


*^12~    ..      ^'1 


Уа 


13 


^(|р.-Р.)р,.-г^,»-|г, 


130 


С^2.  +  -^С^23 


^^(^^,-^.]^^-^^~^^. 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—    211    — 

Фунвцш  ?7, ,   11^  независятъ  отъ  перем'Ьнвыхъ  у^,  у^.    Поетоиу  взъ 
«юсл^двихъ  равбнствъ  сл'Ьдуют'ь  новыя 

^^2^120"  Цг0^'12  =  0| 

г^з  С7ззо  -  Р;  1^220  +  ^10^^22  -  ^720^72,  =  о  , 

Изъ  7СД0В1Я  (^2 ,  Р^)  =  о  подобвымъ  же  образоиъ  волучаеиъ  ураввен1я 
^2^ш- 2С7,С7-,з2  +  2^1зг7,2  + 2(^7,2  — г/а) С7,з  =  0, 

^2  ^222  *^  ^22  ^^^       ' 

^2^233-Щ^Ш+Щз^22+'Нип-^^2,Щз  =  0. 

Эти  16  уравненШ  выведены  въ  предположенш,  что  ^7,^0,  И^^О- 

Въ  противномъ  предположен1и  ъсЬ  они  удовлетворяются  тождественно  и  по- 
сл']^дн1Й  случай  является  частнымъ  случаемъ  разсматриваемаго.  Будемъ 
называть  эти  уравнеи1я  соотв']Ьтственно  ихъ  порядку  первымъ,  вто- 
рымъ, . . .  шестнадцатыыъ.  Легко  вид']Ьгь,  что  уравнен1я  второе  и  ше- 
<^тое,  девятое  и  тринадцатое,  дв1^надцатое  и  шестнадцатое  и,  нако* 
нецъ,  не'рвое  и  пятое  даютъ  два  интегральныхъ  уравнен1Я 

1^12  =  У>^П       I 

^23  =  ?^г^13»     \ 
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гд^  гр  —  произвольная  функщя  одной  только  переи'1нной  х^-  Въ  силзг 
посл']^днихъ  ураввен]й,  разсматриваеиаа  система  16  уравнев]й  приво- 
дится къ  пяти  везависииыиъ  между  собой  уравнен1ямъ 


^2^120—^20^712  =  0. 

1^1^130- г7;оС71з= О . 

0;17.«,-2СГ2з  =  0. 
Изъ  первыхъ  трехъ  посл-Ьдией  системы  уравнешй  и  изъ  (12)  получаемь 


(13> 


гд*  /* — произвольная  функщя  перем'Ьнныхъ  х^у  х^,  х^>  Внося  эти  зна- 
чен]я  въ  четвертое  и  пятое  уравнен1я  посл']^дней  системы    пяти    урав- 

нен1й  и  полагая  С^!  о  О ,  СГд  ^  О ,  получаемъ    два   уравнен1я,    опред*- 

ЛЯЮЩ1Я  функщю  /*, 


дх.. 


уГ  =  о, 


^^.^^ 


дхо 


{-Г  =  о. 


(14) 


Уь 


Выражен1е  -^—  СГ^  —  С/з  отлично  отъ  нуля,  ибо  функц1И    V    неравны 

У4 

нулю.  Поэтому  уравнен1е  ^^3  =  0,  въ  силу  равенствъ  (13),  принимаетъ 
видъ 

К  =  Ь  —  уЛЯа  +  Ч^Яь)==^' 

Услов1е  {Г^ ,  Г^)^=0  должно  удовлетворяться  въ  силу  посл4дняго  урав- 
нен]я.  Отсюда  получаемъ  шесть  уравнен1й,  опред'Ьляющихъ  функщи  Т^ 


^122 

-2^1^22. 

^^.32 

=  ПУ^- 

^.2). 

мзз 

=  -  2ГГ,з 

* 

^222 

=  рУт' 

^232 

=  ^>г,,„ 

^233 

=^У>Ут^ 

(15) 
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Услов1е  (Р^,  ^\)  =  0  приводить  къ  четыремъ  уравнешямъ.  Въ  силу 
равенствъ  (13),  два  изъ  нихъ  удовлетворяются  тождественно,  а  два 
юстальные  принимаютъ  видъ 

1^21  +  0^29 - УГГ^^^^г  +{Г^+  УГУ.Щ  =  0.  )  ^'^^ 

Наконецъ,  услов1е  {Р^ ,  Р'^  =  О  даетъ  четыре  уравнен1Я.  Въ  силу 
равенствъ  (14)  и  (15),  два  изъ  нихъ  удовлетворяются  тождественно, 
юстальныя  же  приводятся  къ  виду 

^  +  ПГ,,Л'У^Г,,)-Р{Г,-грГ,)^0,  (17) 

({Ч^'  +  У>{У,,-Ч>Г,^)-\-Г^^-у^7,,]  =  0,  (18) 

гд*  р'  обозначаетъ  производную  по  х^  функщи  ^. 

7.  Мы  приходииъ  Бъ  разснотр^Н1Ю  двухъ  случаевъ,  соотвЪтствую- 
щихъ  равенству  нулю  каждого  изъ  двухъ  множителей  л^т1к  части 
уравнен1я  (18).  Вычисливъ  значен1Я  функщй  Г,  Л  въ  предположеши, 
что  первый  изъ  этихъ  множителей  равенъ  нулю,  легко  заключить, 
что  эти  значен1я  представляютъ  частный  случай  значен1й,  кото- 
рыя  мы  получимъ  приравнивая  нулю  второй  множитель  л^вой  части 
уравнен1я  (18).  Въ  самомъ  д1>л^,  если 

/•=0, 

ТО  изъ  уравнен1Й  (7)  и  (15)  сл'Ьдуетъ 

гд4  ^1 ,  г?2»  ^3 »  ^4 —  произвольныя  функд1И  одной  только  переменной  д;^. 
Обозначая  по  Лагранжу  ироизводныя  по  х^  посл']^днихъ  функц1'й,  мы 
получимъ  для  вычислен1я  ихъ,  въ  силу  уравненШ  (8),  следующую  си- 
стему обыкновенныхъ  дифференц1альныхъ  уравнешй 

г;(=  — (г;2  +  г^2^з)» 
^2=— г?2(г^1+^4)» 
^3=  —  ^зЩ-^4)» 
«^1=  —  (^4+^2«'зЬ 
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Общ1&  ивтегралъ  последней  системы  уравнешй  представляется    слЪ> 
дующимъ  образомъ 

^       {х^  +  а^)  Ц  +  а^)  —  а^а^  ' 

«о 


*2          (а?!  +  «1)  (^1  +  «4^  -^  «2«3  '  . 
«3 

^ а^1  +  «4 

*       (лг^  +  а^)  (х^  +  а^)  —  02  «3  ' 

гд*  а^,  02»  Лз,  а^ — произвольныя  постоянныя.  Наконецъ,  интегрируя 
систему  уравнешй  въ  полныхъ  дифференщалахъ 

аГ^=  Г^^ах^+Г^^ах2+  У^^Лх^, 

которая  р-Ьшешемъ  относительно  выражен1Й  Лх^  —  У^Лх^ ,  Лх^  —  У^я:^  ,* 
приводится  БЪ  двумъ  точнымъ  дифференц1аламъ,  иаходимъ: 

^  (Д^1  +  Д])  (а^2  +  ^б)  +  «2  (^8  +  «6^ 
^~       (^1  +  а1){х1  +  а^)  —  ас^а^       ' 

(^1  +  а^)  (д?з  +  а^  +  Лз  (д^з + «б) 


П  = 


'2 


(д?1  +  а1)(а;1  +  а4)--а2а. 


3 


Изъ  уравнен1Й  (13)  и  (16)  сл-Ьдуеть 

^^12  =  0,     г7,з  =  0,     1^22  =  0,     С/2з  =  0, 

Уравнен1Я,  представляюпця  результаты  р']^шен1я  посл'Ьднихъ  двухъ 
уравнешй  относительно  [7^,  Ц^,  легко  представляются  въ  видЪ  точ- 
ныхъ  производныхъ  по  перем'Ьнной  х^»  Отсюда  получаемъ 

'      (x^-\-а^){x^-\-а^)  — а^а^' 

(х,-\-а,)У,(хо)-\-а,У,{х,) 
^~(х1-\-  а,)  (Х1  +  «4)  —  а^а^ ' 

гд*  ^1,  ^2 ~~  "Роизвольныя  функши  перем-Ьиной  х^. 
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8.  Если  /"^0,  то  изъ  уравнен1я  (18)  сл^дуетъ 

У''  +  Ч>(.^^-V>V,^)+V^,-V>V,2==0.  (19) 

Полагаенъ 

Изъ  посл'Ьднихъ  трехъ  уравнешй  (15)  и  уравнений  (8)  получаемъ 
^  =  0        _^^?_  =  о        — =0 

Сл']^довательно 

^  1  , 

ЛГ^  +  С^ 

И  потому  изъ  уравнен1я  (19)  нахолимъ 

гдЪ  с^,  е^,  с^,  с^  —  произвольныя  постоянныя. 

Фувкц1я   7*2  опред'Ёляется  первыиъ  ураввев1еиъ  (8)  и  тремя  первыми 
(15),  которыя  легко  приводятся  къ  сл-Ьдующему  виду  . 


Изъ  посл']^днихъ  трехъ  уравнен!й  получаемъ,  исключая  У^^»  ^18* 

ИЛИ 

^(1^,2  +  ^^18)  +  ?^  ^^(Г,2  +  ?г'Г,з)  =  2«Л 

2  3 

гд*]^  введено  обозначен1е 

^1  ^2     '     ^4 


П  = 


(х,+с,)«- 
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Изъ  уравненШ  (14)  заБлючаенъ,  что 

1 


Г  = 


^3  ~  ^^2  +  ^  ' 


гд-Ь  (р  —  произвольная  функщя  переменной  х^»  Поэтому,  интегрируя 
последнее  уравнен1е  въ  частныхъ  производныхъ  функщи  У12~\~Ч>У1^'* 
мы  получимъ,  въ  силу  уравнен1й  (7), 

гд*  П — произвольная  функщя  перем-Ьнной  Ху^  и  перем-Ьниаго  аргу- 
мента «о  =  д;з  —  рх^'  Внося  значешя  функд1й  /*,  ^52  +  ^^1^13»  ^»  ^  "'^ 
уравнен1е  (17),  получаеыъ 

гд4  (р'  представляетъ  производную  функщи  <р  по  перем-Ьнной  х^*  Та- 
кимъ  образомъ  опредЪленхе  функщи  7^  приводится  къ  интегрирова- 
Н1Ю  системы  трехъ  уравнеп1Й 


гд*]^  мы  положили 


(20) 


Е1ели  уравнев1е  У(у^ ,  ж, ,  х^,  Хз)  =  0  есть общ1й  интегралъ  первыхъ 
двухъ  уравненШ  (20),  то  фувкц!я  ^  определяется  ураввешяии 

Ох^    ■         дх^  ^^1 

Частные  интегралы  со,  щ  перваго  изъ  этихъ  уравнен1Й,  гд-Ь 

(о  =  х^  —  ц>х^,        щ  =  Г^  —  {2-\-у)')х^, 

принимаемъ  независимыми  перем']^нными  вм']^сто  перем{^нныхъ  х^,  х^,  У\ 
значен1е  функц1и  V  въ  повыхъ  иерем'Ьнныхъ  назовемъ  чрезъ  Ф.  Пер- 
вое изъ  нашихъ  уравнен1Й  утождествляется,  второе  же  принимаетъ  видъ 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—    217    — 
гд* 


дф    ■    Д>  +  С8  дФ  а>1      /^  +  Сз    ■      \дФ 


т.      ^    дФ       ф'  +  гпсо,    дФ 

По  теор1и  ЕорБИна  сл'Ьдуетъ 

С=0,        1)  =  0.  (21) 

дФ     дФ 
Такъ  какъ  выражен1е  (С,  -О)   зависитъ  только  отъ  -т— ,  1 — ,  линей- 

но  и  однородно  по  нимъ,  то  равенство  (С,  2>)  =  0  не  можетъ    давать 
новаго  уравиен1Я,  но  должно  уничтожаться  въ  силу  уравнен1я   2)  =  0. 
Отсюда  получаемъ  уравненхе 

Зу'  +  Ц  +  С1)(р'"  =  0, 
которое  даетъ  значен1е  функщи  ^) 

гд'Ь  е^ ,  с^ ,  С,' —  произвольныя  постоянныя.  Система  уравненхй  (21) 
имЪетъ  одинъ  только  частный  интегралъ,  который  находится  интегри- 
рован1емъ  уравненхя  въ  полныхъ  дифференц1алахъ 

йо, -^ ■ — \— ^ — — -  +  (Ох(р  \с1х.-{- 

+  — ^  -{со, -^-Ойа)  =  0, 

гд,Ь  введено  обозначен1е 


Интегралъ  посл:Ьдняго  уравнения  есть 
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гд']^  Н  —  произвольная  постоянная.  Поэтому  для  фувкцш  7*,  получаенъ 
следующее  значен1е 

гд*  Од  —  произвольная  постоянная.  Легко  уб-Ьдиться  непосредственной 
подстановБой,  что  посл^Ьднее  значен1е  У^  утождествляетъ  также  и  третье 
уравненхе  (20).  Вводя  обозначен1е 

Су      с^^      С2С5 

и  пользуясь  уравнешемъ  Гз  —  ц^7^  =  2,  получаемъ  значешя  функщй  V 
въ  слФдующеиъ  вид% 

__  К  +  <^2^2  +  ^з)  (^2  +  О  +  (<^Ь ^2  +  Се)  (^1  4"  С]) 


П  = 


(Л^з  +  ^6^1  +  ^^т)  (^1  +  ^1^  +  (^2^1  —  С4)  (^а  +  ^ьУ 

(^3  +  СаД^г  +  <^з)  (^3  +  <?в^1  +  с?)  +  (^в^2  +  <^8^  (^4  —  ^2^1) 


(Жз  4-  с^д?!  +  С?)  (л?1  +  с^)  -Ь  (Сал;!  —  с^)  (х^  +  с^) 

Значен1Я  функцШ  V  вычисляются   изъ  уравнен1Й  (13)  и  (16).   Вводя 
новую  функщю  Ж,  опред']^ляеиую  уравнешемъ 

получаемъ  изъ  указанныхъ  уравненШ 

дх^       а?1  +  С1         '        (^Х2  '        дх^ 

Отсюда  сл'Ьдуетъ 


Т7  = 


Х1  +  С,' 


гд%  ?^  —  произвольная   функц1я  переи^нвой  х^.    Функщя  ^^   опред']^- 
ляется  уравнен1яни 

•^-  =  71 ^^^г +  '^^^^Щ-8-     (х.  +  с,)5     • 


^18  =  ' 


{х,-^с,Щ 
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ГД'Ь 

^  =  (^3  +  ^0^1  +  ^7^  Ц  +  ^1)  +  (С.,Л?1  —  С^)  (Х^  +  С^)  • 

Поэтому  легко  получить 

(х,  +  с,)  Т^  {х,)  4-  {х,  +  с,)  V,  (х^) 


^1  = 


и-з  +  с^х^  4-  С;)  (л:,  -г  с^)  Н-  (сз^!  —  с^  {х.^  +  С5)   ' 

^  (а^З  +  Сб  Д^1  +  с?)  у;  К)  +  (^4  -"  <^2^\^  ^2^^ 

гд*  Т^  —  ъчо^^л  произвольная  функщя  х^> 

Теперь  легко  уб-Ьдиться,  что  выражен1Я  функщй  Г,  {7,  полученныя 
въ  п^  7  настоящаго  изсл'Ьдован1я,  представляютъ  •  частный  случай  по- 
сл^днихъ  значен1й.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  они  получаются  какъ  пределы 
посл'Ьднихъ  выраженхй,  когда  ^2  =  О ,  а  ностоянныя  с^^  с^ ,  с^ ,  Сз  и 
функщя  ^^(^оЬ  независимо  отъ  значен1Й  перем'Ьнной  х^,  которая  из- 
меняется между  некоторыми  двумя  конечными  пределами,  стремятся 
къ  с» ,  при  томъ  такъ,  что  отношен1я  величинъ  с^ ,  с^ ,  Сд  къ  с^  стре- 
мятся къ  конечнымъ  пред-Ьламъ,  а  отношей1е  функщй  9^{х^  къ  с^ 
стремится  къ  конечной,  но  вполне  произвольной  функцш  переменной  гг^. 

9.  Возвращаемся  къ  уравнен1ямъ  (II),  и  внесемъ  въ  нихъ  найден- 
ныя  значен1я  функщй  Г,  Л-  Искомые  интегралы  011ределяются  инте- 
грирован1емъ  системы  уравнеп1й  въ  полныхъ  дифферепщалахъ 

где  введены  обозначен1я 

А^ 5 ' 

а;,  +^5 
5       ' 

С2(а^З  +  <^7)  +  С4Се 
5 
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а  выражен1е  5  им']^етъ  прежнее  значеиве.  Интегралы  последней   систе- 
мы уравнен1Й  суть 

гд'Ь  а,  /9  —  произвольныя    постоянные.    Въ  самомъ  дЪл'Ь,    мы   им^емъ 
тождества 

{с^x,-с^)^,  +  {x,'\-с,)V^==V,(x^), 
{х^Л'С^х^  +  Ст)1]^  —  {х^  +  с^)1]^=  Щх^). 

Поэтому  сумма  произведен1й  перваго  изъ  нашихъ  уравнен1Й  въ  пол- 
ныхъ  дифференщалахъ  на  с^х^  —  с^  и  второго  на  ж^  +  С!  представляетъ 
точный  дифференщалъ.  Сумма  произведен1Й  перваго  уравнешя  на 
лгд  +  ^6^1  +  ^7  ^  второго  на  —  {х.^  +  с^  тоже  —  точный  дифференщалъ. 

Принимаемъ  во  вниман1е  тождества 

(ГоЛ:,  —  С^  Г^  +  (^1  +  С^)  ^2  =  ^3  +  ^2-^2  +  ^3  ' 

(а^з  4-  с^х^  +  с^)  7^  —  (х^  +]с^)  Г^  =  с^ж^  +  ^8 » 

и  возвращаемся  къ  первоначальной  систем'Ь  перем'1>нныхъ;    вводя    но- 
выя  обозначешя 


«1 

«2 

= 

— 

«3 
«4 

«5 

«6 

«7 

^5 

= 

«8 

«10 

С*  =  —        » 

«9 

а.УДхо)  =  Р,(х,) ,         а,Т,{х,)  =  ^Р,(хо) , 

приходимъ  къ  завлючен]ю: 

Задачи  о  равновгьст  гибкой,  нерастяжимой  нити  плотности  й,  на- 
ходящейся подъ  д^ьйствгемъ  силы,  отнесенной  къ  единицгь  массы  нити, 
проекцги  которой  X^ ,  Хз ,  Хд  на  прямолинейныя,  прямоуюльныя  оси 
координатъ  х^,  х,^,  х^  выражаются  функциями  послгьднихъ  и  духи  нити 
л^о»  удовлетворяющими  услов1ямъ 
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*[«!  ^1  +  «2  ^2  +  «3  ^3  +  «4(^3  ^1  -  ^1  ^з)  +  «5^^1  ^2  —  ^3  ^1)]  =  ^1  (^0  >» 

^КХ^  +  а^Хз  +  а^^Хз  +  авиз^з  — ^з^2)+»1оЦ^~^2^1^]  =  ^2(^о)^ 
импютъ  два  общиал  интеграла 

[йх^  йх^  йх^  I     Лх^  ^^Л 

[йх^  Лх2  с1х^  [      йх^  Й2?2\ 


йа?! 

-^а   '^''^■ 

Ч-а    '^'^'^ 

'Ых, 

'    "'  й:с„ 

^"«<?^о  + 

Ч-«1П 

«1       , 

«йл  Т — натяженге  нити,  С^,  С^  —  произвольный  постоянный. 

10.  Предиоложимъ,  что  нить  однородна,  т.  е.  к — величина  постоян- 
ная, а  силы  Х^ ,  Х^ ,  Хд  не  зависятъ  отъ  дуги.  Легко  видеть,  что  для 
этого  случая  въ  предыдущихъ  формулахъ  п^п®  7,8  произвольный  функ- 
Ц1И  9^1  (л?о),  9^2(^0)  должны  быть  заменены  произвольными  постоянными. 

11.  Переходимъ,  наконецъ,  къ  разсмотр'Ьн1ю  случая,  когда  изсл'Ь- 
дуемыя  задачи  им'Ьютъ  одинъ  общ1Й  интегралъ.  Система  уравнен1Й  (6) 
въ  этомъ  предположен1и  должна  им']^ть  одинъ  частный  интегралъ  и, 
следовательно,  приводится  къ  якобхевской  прибавлен1емъ  одного  урав- 
нен1я.  За  посл']^днее  иы  возьмемъ  уравнен1е,  л']Ьвая  часть  котораго  пред- 
ставляетъ  скобки  Пуассона,  составленная  изъ  л']^выхъ  частей  третьяго 
и  четвертаго  уравнений  (6).  Въ  предыдущихъ  вычислешяхъ  это  урав- 
ненхе  удовлетворялось  тождественно  въсилу  уравнен1Й  (6)  и  приводило, 
такииъ  образонъ,  къ  услов1Яиъ  (7).  Въ  настоящемъ  случа'Ь  посл']^днее 
уравнен1е  является  независимымъ  отъ  уравнений  (6)  и,  сл^^довательно, 
вообще  функщи  7^^,  Т^  отличны  отъ  нуля.  Воспользовавшись  этимъ 
8ам'1чан1емъ,  положимъ 

^=Щ  (22) 

и  зам*тимъ,  что  въ  изсл-Ьдуемомъ  случа-Ь  функция  ТГ^  сохраняетъ  ко- 
нечное и  опред']Ьленнбе  звачен1е.  Искомый  интегралъ  мы  будемъ  вы- 
числять по  способу  Коркина,  исходя  изъ  системы  уравнен1Й  (6).  Част- 
ный интегралъ  а>^  посл']^днлго  изъ  этихъ  уравнен1й,  гд*!) 
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принимаеиъ  независимой  переи'Ьнпой  вместо  двухъ  перемЪнныхъу^,у^. 
Обозначимъ  въ  этонъ  предположен1и  черезъ  5,.,  Ж1,-,-**  частныя  оро- 
изводныя  функщй  л^  ТГ^,  ...  по  перем^ннымъ  значка».  Система  урав- 
нен1Й  (6)  преобразовываетсл  въ  сл-Ьдующуго: 

гд'Ь  легко  составить  выражен1я  значен1й  А ,  В , 
кина  необходимо 


6г.  По  теор1и  Кор- 


Л  =  0,        В  =  0,...         6?  =  0.  (23) 

Если  введемъ  новыя  фуЕ1кцш  1^2,   Т^з»  опредЪляемыя  уравнен1ями 

ТО  изъ  уравнен1й  (23)  получаются  сл']^дующ1я  уравнен1я,  опред']^дяющ1Д 
искомый  интегралъ 

«о—  й^2*4  =  0, 


(24) 


и  уравнен1я,  опред'Ьляющ1я  функщй  ТГ^,  ТГ3, 
^^10  =  0. 

^11-"^»^3^13-    ТГ1^33-"Й^82==0. 

Изъ  уравнен1й  (5)  и  (22)  въ  силу  посл-Ьднихъ  уравнен1Й,  получаемъ 

Наконецъ,  система  уравнен1Й  (24)  должна  быть  якоб1евской.  Состав- 
ляя равенства,  выражающ1я  последнее  услов1е,  получимъ  уравнен1я, 
опрец4ляющ1я  функщй  ТГ, 
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^г. 

=  0,         РГззз  =  0, 

щ, 

-Ж2ТГ8з=0, 

^22 

+  ^«^13  =  0. 

^Ж 

!+ТГш  =  0- 

Ж,зз=0, 


Интегрируя  посл'Ьднюю  систему  одиннадцати  уравнен1й  въ  частныхъ 
производныхъ  трехъ  функщй  Ж,  легко  получимъ  ихъ  значен1Я 

5/2  "Т"  ^1  ^1  "г  ^э 


гд-Ь  (?! ,  Сз ,  Сд ,  ^4  ^  произвольныя  постоянныя,  ^^ —  произвольныя  функ- 

Искомый  интегралъ  определяется  интегрировашемъ  уравнешя  въ 
полныхъ  дифференц1алахъ 

и  представляется  въ  слФдующеиъ  вид*! 

^Мг  +  <^1  ^1  +  ^2)  +     -Р(а:о)йл:о  =  « , 
гд!)  а  —  произвольная  постоянная.  Вводимъ  новыя  обозначен1я 
—  —  ^  — ^  — -_^  — _^ 

Сл  ,  Со         "  1  Со   9  С^  I 

*  «4  ^4  ^4  ^4 

«1  С 

«4  ^^4 

возвращаясь  къ  первоначальной  систем'Ь  перем'Ьнныхъ,  заключаемъ: 

Задачук  о  равновгьсги  гибкой,  нерастяоюимой  нцтц  платности  к ,  нсисо- 
дящейся  подо  дп>йстегемъ  силы,  отнесенной  кь  единицп^  ея  массы,  про- 
екцги  которой  Х^,  Х^,  Х^  на  прямолинейный,  прямоуюльныя  оси  коор- 
динатъ  х^,  х^,  х^  выражаются  функцгями  послпднихъ  и  духи  х^ ,  удо$^ 
летворяющими  условгю 
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А[а,  X,  +  02  Ха  +  о,  Х,  +  аДжаХд  —  ж,  Ха)  +  Я5(а^8^1  —  «1  ■Х'з)  + 

+  Ов(а;,  Хг  —  х^  X,)]  =  УСа-^) , 

имгьютъ  одинь  общгй  интегралъ 

Г     ^х,  йх^  йх^         I     Зх^         йхЛ 

%дгь  Т — натяженге  нити,  С  —  произвольнскя  постоянная. 

12.  Преобразован1я  предыдущаго  п^  И  возможны  только  въ  пред- 
положеши,  что  У^^,  У^о  отличны  отъ  нуля.  Если  же  функщи  7^,  У^ 
не  зависятъ  отъ  x^у  какъ,  наприн'Ёръ,  въ  томъ  случа'Ь,  когда  нить 
однородна  и  силы  Х^,  Х^у  Хд  не  зависятъ  отъ  дуги  х^,  то  для  ра- 
зыскан1я  одного  интеграла  въ  этомъ  случа'Ь  возвращаемся  къ  системе 
пяти  уравнен!й  п^  3 

Л  =  0,         Б  =  0,...         Е  =  0. 

При  нашемъ  услов1и  второе  изъ  этихъ  урявненШ  уничтожается  тож- 
дественно, остальные  же  принимаютъ  видъ: 

У4 


34  +  ^1^5  =  «» 


гд'Ь 


™    ^21     I      М  ^22     1     ^^2  ^23 

'^11     «^   '^Х  '^ЗЗ     I      '^2 '^13 


при  чемъ  функщя  Ж^  зависитъ  только  отъ  перем']^нныхъ  я;^ ,  я;^'  ^з* 
Принимаемъ  частный  интегралъ  посл^днлго  изъ  уравнешй  разсматри- 
ваемой  системы  за  независимую  перем'Ьнную  вм'Ьсто  ^^,  у^.  Очевидно 
дальнМш1я  вычислен1я  будутъ  т'Ь  же,  что  и  въ  п^  11,  лишь  только 
произвольная  функц1я  Р{х^)  должна  быть  зам^^нена  въ  разсматриваемомъ 
случа'Ь  произвольной  постоянной. 
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Обобщен1е  перваго  способа  Якоби  инте- 
грирован1я  диФФвренщальнаго  уравнвн1я 
еъ  частными  производными  перваго  по- 
рядка одной  неизвестной  Функщи. 


Н.  Н.  ОЯЛТЫЕОВД. 


Въ  предлагаемой  стать'Ь  преследуется  мысль  распространить  первый 
способъ  Лкоби  интегрирован1я  одного  уравненш  съ  частными  произ- 
водпыми  перваго  порядка  одной  неизв']^стной  функщи  на  случай  систе- 
мы н'!^сколькихъ  уравнен1й. 

Назовемъ  черезъ  Рх ,  Яг «  -  *  *  ^'п  частныя  производныя  перваго  поряд- 
ка неизвестной  функщи  е  по независимымъ  перем^ннымь  х^^х^^>  *  -х^^ 
Возьмемъ  систему  т  уравнен1Й,  не  заключающихъ  явно  переменной  г , 

Ра+-^а(^1»   ^2>--     ^н»  Рт+1»   ^^т+2»  •••Рн)  =  ^»     1 

Л=  1 ,  2,  . . .  т;  т<п.  ] 

Предполагаемъ,  что  эти  уравнешя  находятся  въ  имомоцхщ  т.  е.  ра- 
венства 


дЩ      дП^,      ""^  {  дЩ     дЩ         дЩ     дН,, 

дх^^       дx^^ 


им^ютъ  м^сто    тождественно    для   вс^хъ    различныхъ    значен1Й  Ь  и  к 
отъ  1  до  т.  Составляемъ  уравнен1Я 

15 
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дН^ 


Рт-Н  = 

— 

т 

■2 

»  =  1, 

2 

,   .  .  . 

и  —  т 

(3) 


11осл']^дн1я  представляютъ,  какъ  изв']^стно,  въсиду  равенствъ  (2),  си- 
стему уравнен1й  въ  подныхъ  дифферевщалдхъ. 

Въ  дальнМшехъ  изложен]И  имеется  въ  виду  установить  зависимость 
между  задачами  иятегрирован1Я  дифференцтальныхъ  уравиен1й  (1)  и  (3), 
вводя  въ  теор1Ю  разсматриваемыхъ  уравнбН1Й  повят1е  о  главной  функцш. 
При  этомъ  въ  излагаемомъ  обобщеши  принимается  за  исходное  то  выра- 
жен1е  главной  функцги  Якоби  для  одного  уравнев1Я,  которое  указано  Майе- 
ромъ  *).  Сл'Ьдуетъ,  однако,  зам']^тить,  что  съ  равнымъ  усп^хомъ  можно  поль- 
зоваться и  соображен1ями  Бертрана  и  Дарбу  **)  отросительно  вида  после- 
дней. Р'1шен1е  вопроса  о  связи  между  задачами  интегрирован1я  урав- 
нений (1)  и  (3)  вытекаетъ  изъ  справедливости  слЪдующихъ  предложен1Й. 

Теорема  первая.  Если  значенге 


0  =  7{Х^  ,    а?2  '  •  •  •  ^я  »    *1  '    ^2  ♦  •  •  •  Ьп-«)  +  *  ' 


(4) 


гдть  Ь ,  Ъ^,  Ьз »  •  •  •  К-т  —  произвольный  постоянныя,  представляешь  пол- 
ный гмтегралъ  уравненгй  (1),  при  чемг  функцгональный  опред^ълитель 


В\ 


дГ 
дх. 


дУ 


'т+1 


дх. 


ж+2 


ь,. 


^2» 


(5) 


отличенъ  отъ  нуля,  то  уравненгя 

дГ 


=  а. 


»=1,  2,...п  —  ж, 


(6) 


♦)  МаШ.  Ап.,  Ва.  3,  8.  433. 

**)  Сотр1е8  К.,  *.  ЬХХ1Х,   р.  1488,  1;.  ЬХХХ,  р.  160,  1;.  ЬХХХП,   р.  641.  ВиПе*. 
дез  всхепсеа  та1Ь.  е(  а81гоп.,  (.  8.  р.  249. 
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гдп  а^ ,  «2 ,  •  •  •  Лп^п  —  ^*овыя  произвольныя  постоянныя^  опред1ьляю1пь 
значенгя  д?„_^.,.,р„^.,  предетавляющгя  общШ  интегралъ  *)  ур<1внен1й  (3). 
Въ  силу  иосл'Ьднихъ  значен1Й  л:,^^,,  Рт+«1  уравивн1я  (6)  становятся 
тождествами.  Дифференцируя  ихъ  но  перем^нныиъ  х^^  ^^ >  *  **  ^т '  ^^~ 
лучаеиъ  рядъ  сл'Ьдующихъ  тождествъ 

д^У       .4^        д^Г        дх^л.1,       <^Рт+. 


дх^х^       и  дx^^^дx^^^   дх^  дх^ 


к 


дЬ.'дх^       2^  ^6,<?Д^„н-*    дх^ 

Дифференцируя  по  х^^^,  Ь^  тождества,  получаехыя  подстановкой  въ 
уравнешл  (1)  ихъ  р']^шен1я  (4),  и  принимая  во  вниман1е  выражев1я 
(6)  функц1й  р^^,  получаемъ  новыя  тождества 

32Г       .  V  ^^;.        д'У       \     дН, 


2^  др^^^  дx^^^,дx^^      дх^^, 


д^У    ,    у^    дН,       д^г     _^ 

■  — ^  у)  • 


Изъ  двухъ    посл'Ьдвихъ  систенъ  тождествъ  легко  получаются    сл^- 

ДУЮЩ1Я 


Ьдх^^дх^^\  дх^        др„^^ 


2^  дЬ^дх„^^  \   дх^        др^^) 

»=  1,  2, . . .  п  —  »1. 

Отсюда,  всл^дств1е  неравенства  нулю  определителя    (о),    приходииъ 
къ  тождестванъ 


*)  Подъ  общищ  внтеграломъ  ураввев1Й  аъ  полннхъ  дифферевц!&1ахъ  разумеет 
р1шев1е  вхъ,  представляющее  звачев1я  эаваеимн»  перен'Ьввыхъ  въ  фунхц|лхъ  везава- 
свмыхъ  в  ороизвольвыхъ  постояввнхъ,  чвсло  которнхъ  равно  числу  завнсвмнхъ  пере- 
н^ввнхъ  в  которня  взъ  зтвхъ  ннтеградьвнхъ  урашаевЛ  ие  исключаются. 
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показывающимъ,  что  значен1я  л?„,^,,  Р|п+|»  опред'Ьляемыя  уравнен1я- 
ми  (6),  утождествляютъ  уравнен1я  (3)  и  представляютъ,  стало  быть, 
ихъ  общ1Й  интегралъ. 

Лемма.  Если  уравненгя 

г  ==  1 ,  2,  . . .  п  —  т , 

гдп»  а,.,  Ь^  —  произвольныя  постоянныя^  представляютъ  общгй  интегралъ 
уравненш  (3),  то  выраженге 


т        к— го 


г()л  коэффицгенты    при  йх^^  —  функиш   перемгьнныхъ   х^,  х^^  -  -  -  х^  и 
постоянныхъ  а,.,  Ь,. ,  еъ  силу  уравненш  (8)  и  (9),   есть  точный  диффе- 
ренщалъ. 
Положимъ 

Въ  силу  тождествъ  (7)  им']^емъ 

д^,      ^  «^4+*       ^й*      V   дЩ     дН, 


дх^       1^/'^'дх^дх^       дх^       ^^дx„^^др„^^ 

1=1  V=1  '  ' 


По  услов1ю  равенства  (2)  им'^^ютъ  м^сто  тождественно,  следовательно, 
они  остаются  таковыми  и  для  (8),  (9)  значен1й  перен'Ьнныхъ  а:^,-, 
Рт-{-г  Отсюда  сл4дуетъ 

дх^        дх^^ 

для  вс']^хъ  одновременно  различныхъ  значений  Ь  та  Ь  отъ*  1  до  т ,  т.  е. 
выражеше  (10)  представляетъ  точный  дифференщалъ.  Назовемъ  его 
через ъ  ли 
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Теорема  вторая.  Пусть  въ  уравнешяхь  (8),  (9)  произвольныя  постоян- 
ныя  а,.,  Ь,.  представляютъ  соответственно  начальныя  значенгя  пере- 
мгьнныхъ  х^^.,  Ри^,-  Выполнивъ  квадратуру  точнаго  дифференцгала 
ЛИ  у  составляемъ  выражение 


У=\    («17+УаЛ  +  Ь, 


%дгь  Ь  —  новая  произвольная  постоянная.  Если  исключить  изъ  послп^дняго^ 
въ  силу  уравненгй  (8),  величины  а,-,  то  полученное  выраженге  V  есть 
полный  интегралъ  уравненгй  (1)' 

Въ  самомъ  дЪл^,  условившись,  согласно  установившемуся  обычаю, 
называть  черезъ  Л  дифференщалы,  соотв']^тствующ1е  прира1цен1ямъ  пе- 
рем-Ьнныхъ  л?! ,  гсз » •  •  ^п »  ^врезъ  6  дифференц1алы,  соотв4тствующ1е 
изм'Ьнен1ямъ  постоянныхъ  а,,  Ь.  и,  наконецъ,  черезъ  А  — ,  соотв4т- 
ствующ1е  прирдщещямъ  об'Ьихъ  системъ  лерем^^нныхъ,  получаемъ  *) 

гд* 

т 
Н--\ 

Такъ  какъ  уравнен1я  (3)  и  (7)  ниЪютъ  м^сто  тождественно,  то  по 
приведенш  находимъ 

п—гл  т 


*)  При^авочвад  постоявнал  Ь  остается  безъ  нз11^нен1л. 
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Лх^  = 


Итакъ, 


И— т  т 

1=1  Л=1 

Какъ  уже  раньше  можно  было  зам']^тить,  уравнен1я  (4)  всегда  раз* 
р'1шаются  относительно  а^,  ибо  функщональный  определитель  фувк- 
Ц1Й  х^_^^  относительно  а,.,  для  начальныхъ  значешй  переиЪнныхъ 
х^у  а:2 » •  •  •  ^т '  принимаетъ  отличное  отъ  нуля  значение,  равное  1 .  По- 
этому, разсматривая  V  какъ  функцию  вс^хъ  х  т  Ъ,  получаемъ  иначе 

Изъ  сопоставленхя  обоихъ  выражен1й  АУ  завлючаемъ  о  существова- 
Н1Н  сл'Ьдующихъ  равенствъ 


дУ   _  дУ_ 


г=  1 ,  2,  .    .  п  —  т. 


л  =1,2,.. 


■  т. 


(11) 


(12) 


Уравнен1Я  (11)  представляютъ  2п  —  2т  различныхъ  зависимостей 
между  переменными  х,  /7^^^  и  произвольными  постоянными  а^,  \.,  ибо 
каждое  изъ  этихъ  ураввен1й  заклгочаетъ  одну  изъ  величинъ,  или  р , 
или  а  такихъ,  которыя  не  входятъ  во  вс^  остальныя;  они  являются  инте- 
гральными уравнен1ями  системы  (3),  отличными  по  виду  отъ  (8)  и  (9). 
Равенства  (12),  въ  силу  значенШ  (11)  р^^^^  представляютъ  результатъ 
подстановки  въ  уравнен1Я  (1)  разсматриваемаго  значен1Я  V  и  т4мъ  до- 
казываютъ,  что  последнее  —  ихъ  интеградъ.  Легко  видеть,    что  это  — 
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полный  интегралъ.  Въ  самохъ  д^л'Ь,  онъ  зависитъ  отъ  п  —  т-^!  раз- 

ЛИЧНЫХЪ   ПрОИЗВОЛЬНЫХЪ     постоянных^    &,   &!)   ^2'*"^п-т'    ^    фуНКЩО- 

нальный  определитель 

/  дУ  дУ  дУ^ 


отличенъ  отъ  нуля,  такъ  вакъ  для  начальныхъ  значен1Й  перембнлыхъ 
ж, ,  х^у    "  х^  функц1Я обращаются    въ   \  и   разсматриваемый 

опред']^литель  становится  равнымъ  1. 

Такимъ  образомъ,  при  помощи  функц1И  7,  мы  получаемъ  вакъ  пол- 
ный интегралъ  уравнен1й  (1),  такъ  и  интегральныя  уравнешя  для  сис- 
темы (3).  Эта  функщя  въ  предлагаемой  теор1и  представляетъ  полную 
авалопю  съ  упомянутой  явоб1евской,  и  мы  можемъ,  по  справедливости 
назвать  ее  главной  функцгей  разсматриваемыхъ  уравнен1Й. 

Въ  заключен1е  изложенной  теор1И  легко  вывести  изъ  нея  н']^сколько 
сл']^дств1Й,  касающихся  интегрировашя  уравнен1Й  (3),  или,  какъ  раз- 
сматриваетъ  С.  Ли,  соотв'Ьтствующей  имъ  системы  линейныхъ  урав- 
нен1Й  съ  частными  производными  *).  Зам^тимъ  прежде  всего,  что  система 
(3)  представляетъ  обобщен1е  канонической  системы  обыкновенныхъ  диф- 
ференщальныхъ  уравненШ,  получаемой  изъ  нея  при  т  =  1 .  Поэтому 
можно  предложить  называть  эти  уравненхя  канонической  системой  въ 
полныхъ  дифференцгсиахъу  а  перем-Ьнныя  д:„^,.,  р„ц^  каноническими  пе- 
рем'Ьнными  соответственно  положительнаго  и  отрицательнаго  классовъ. 

Сл'Ьдств1е  первое.  Если  уравненгя 


(13) 


»=1,2,...п  —  т,  ) 

гдть  Ь^  —  произвОАьныя  постоянныя^— независимые  между  собой  интегралы 
системы  (3)^  находящгеся  въ  инволюцги  **)  и  разргьшающгеся  относи- 
тельно вспхъ  р  у  то  остсиъные  ея  п  —  т  интараловъ  находятся  при  по- 
мощи квадратуръ. 


*)  Ма1Ь.  Ас,  Вд.  11,  8.  4в4.  Сястеша  яявевяыхъ  ура8нс111Й  въ  частвяхъ   проязвод- 
•ыхъ,  еоотв^тствующая  уравне11Я11Ъ  (8),  представяявтса  въ  ввд'! 

^д^  9 — неи8в^етная  функц1я. 
**)  Т.  е.  удовяетворяюпцв  тохдествеяяе  услов1я]гь  . 

ди  нс'1^ъ  раяличвнтъ  аначешй  ^  ■  I;  отъ  1  до  «-— ш. 
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Въ  самомъ  д^^л'I,  им'Ьемъ  тождества 

Л=1,2,...т;     4  =  1, 2, ...п  —  т. 

Поэтому,  въсилу  условШ  (2)  и  инволющи  интеграловъ  (13),  уравне- 
шя  (1)  и  (13)  представляютъ  систему  въ  инволюц1и  п  дифференц1аль- 
ныхъ  уравненШ,  разрешающихся  относительно  вс^хъ  частныхъ  произ- 
водныхъ  р.  Следовательно,  полный  интегралъ  уравнен1Й  (1),  удовле- 
творяющШ  требован1ямъ  теоремы  первой,  получается  квадратурой  точ- 
наго  дифференфала 

с10=  У  рАх^ 


'  =  ^,Ре^ 


Если  интегралъ  посл-Ьдвяго  есть  я=  У-^-Ь,  гд-ЬЬ — новая  произволь- 
ная постоянная,  то  искомые  интегралы  определяются  по  формуламъ- 

Ж.^^''  *^    '  2,...п  — т, 

где  а,.  —  новыя  произвольныя  постоянныя. 

Доказанное  предложен1е  есть  очевидное  обобщен1е  известной  тео- 
ремы Жгувилля  *)  относительно  интегрировав1я  канонической  системы 
обыкновенныхъ  дифференщальныхъ  уравнен1Й.  Высказано  и  доказано  оно 
было  впервые  С.  Ли  '^'*')  въ  несколько  иной  форме,  и  представляетъ, 
несомненно,  одно  изъ  важнейшихъ  его  открыт1й  въ  теор1и  разсматри- 
ваемыхъ  уравнен1Й.  Предлаг^емыя  здесь  формулировка  получаемаго  ре- 
зультата и  самое  его  доказательство  отличаются  простотой  и  краткостью 
сравнительно  съ  первыми. 

Сл'Ьдств1е  второе.  Если  уравненгя 

(14) 
{=1,2, ...А?;    кКп  —  ш,  ) 

гдгь  Ъ^  —  произвольный  постоянныя, — независимые  между  собой  интегра- 
лы сгмтемы  {3),  находящгеся  въ  инволюцш  и  разргьшающгеся  относи- 
тельно к  изъ  перемгьнныхъ  р ,  то  разысканге  остальныхъ  ея  интеграловъ 
приводится  къ  интегрировангю  канонической  системы  2п  —  2т  —  2А 
уравненгй  въ  полныхъ  дифференцгалахъ. 

Пусть  уравнен1я  (14)  разрешаются  относительно  р^г^х^  р„,^^2^  •  •!>«+*• 
Уравнешя  (1),  (14),  а  потому  и  получаемыя  изъ  нихъ  следуюп^хя 


♦)  ^оигпа1  с1е  ЫопуЩе,  1-гв  вбпе,  1;.  XX.  р.  137. 

*♦)  МаЛ.  Ап.,  Вй.  11,  8.  469,  ТЬеогет  I  и  8а12    4,   или   ср.  Ооигва*,  Ьесопв   виг 
р111(ё§га11оп  деа  ёдиаНопв  аих  дёпуёез  раШеИев  ^и  ргетхег  огс1ге,  р.  329,  п°  138. 
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(15) 
Л  =  1,  2,...т  +  Л,  ] 

находятся  въ  инволющи.  Очевидно,  если  значен1е 

гд*  Ь,  Ь^^^ ,  Ь^ц_2 ,  •  * .  Ь„_^  —  новыя  произвольныя  постоянныя, — полный 
интегралъ  последней  системы,  при  чемъ  определитель 


дГ 

дГ              дУ 

<?а:^44-1  ' 

^я;„+1+2 ' ' "  дх„ 

К+1       . 

Ь^^2        »  •  •  •*«-!» 

отличенъ  отъ  нуля,  то  это  же  значен1е  е  есть  полный  интегралъ  систе- 
мы (1),  7довдетворяющ1й  услов1яиъ  теоремы  первой.  Такимъ  образонъ 
задача  приводится  къ  разыскан1ю  указанной  функц1и  V,  или  къ  инте- 
грирован!ю  канонической  системы  въ  полпыхъ  дифференщалахъ 


'^^«•+.=    Л;^;г-'^*' 


т+к 


А=1         '»+• 


(16) 


г=^к-\-  1,  к-{'2,. .  .п — т. 

Итакъ,  если  изв-Ьстны  4  интеграловъ  (14),  то  порядокъ  (т.  е.  число 
уравненШ)  разсматриваемой  канонической  системы  въ  полныхъ  диф- 
ференщалахъ  понижается  на  2к  единицъ. 

Сл'Ьдств1е  третье.  Задача  интегрировангя  канонической  системы  въ 
полныхъ  дифференщалахъ  (3)  состоитъ  въ  (выполненги  ряда  п  —  т 
операцгй  интегрировангя  соответственно  порядковъ  *)  2п  —  2т , 
2л  —  2т  —  2  ,  . . .  4  ,  2  и  одной  квадратуры- 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ё,  пусть  уравнен1в 

?^1  (Л^!  ,    0^2  ,  .  .  .  Х^  ;  р^1  ,  р^_^^  ,  •  •  •  ^?п)  =  ^1  .  ( 1  '^) 

гд4  Ъ^  —  произвольная  постоянная,  —  интегралъ  системы  (3).  Функщя 
р^  есть  интегралъ  системы  линейныхъ  уравнешй  съ  частными  произ- 
водными функц1и  р 


*)  Согласно  установившемуся  обычаю,  называет  операцгей  гмтегрированъя  \».-аю 
порядка  операц1ю  вычисле11]я  одного  интеграла  системы  (л-аго  порядка  уравненхй  въ 
подвнхъ  дифференщалахъ  ;х  +  "^  переменны &ъ,  гд^  V  —  произвольное  цЬдое  число. 

16* 
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(р^-\-В^,  ?Р)  =  0, 

п  ==  I  ,   2  ,  . .  •  ш« 

Последняя,  изв-Ьстно  *),  им^етъ  2п  —  2т  различныхъ  интеграловъ, 
независимы  хъ  между  собой  относительна  д;„^.,  р^^^.  Нредположимъ, 
что  интегралъ  (17)  разрешается  относительно  р^^1^  Въ  силу  пре- 
дыдущаго  предложен1Я,  порлдокъ  разсматриваемой  системы  (3)  по- 
нижается на  АвЬ  единицы.  Съ  полученной  системой  въ  полныхъ  диф- 
ференц1алахъ  вида  (16),  при  А==^1,  поступаем^  какъ  съ  (3).  Продол- 
жая эти  вычислен1я  дал'Ье,  мы  придемъ,  очевидно,  къ  задаче  разыс- 
кан1я  полнаго  интеграла  п  уравнвН1Й  съ  частными  производными  въ 
инволюц1и,  какъ  въ  слгьдствги  первомъ,  и,  стало  быть,  разр']^шимъ,  при 
помощи  указанныхъ  операдШ,  задачу  интегрирован1я'  системы  (3). 

Примпчанге,  По  йредаолоясеа1ю  интегралы  (13),  (14)  и  (17)  заклгн 
чаютъ  перем^нныл  2>  •  Если  эти  интегралы  не  содержать  нхъ  вовсе,  то 
посл*дн1й  случай  приводится,  какъ  показалъ  Майеръ  **),  къ  первому 
переводомъ  вс^хъ  или  части  каноническихъ  перем'Ьнныхъ  положитель- 
наго  класса  въ  отрицательный  и  наоборотъ. 

Сл'Ьдств1е  четвертое.  Если  функцгиЩ  не  зависятъ  отъ  к  катсихг-ниг 
будь  перемтьнныхъ  изъ  ряда  ж^ ,  х^у  •  >  •  х^,  то  число  и  порядокъ  встьхъ 
операцгй,  необходимыхъ  для  интегрироватя  уравненгй  (3),  понижаются 
соотвгьтвтвенно  на  к  единицъ. 

Пусть  перем^нныл  х^,  х^^^-^х^^  не  входятъ  въ  выражешя  функщй 
Лд.  Сл'Ьдуя  Якоби  ***),  принймаеыъ  за  новую  неизв-Ьстную  функц1ю 
выражен1е 

* 

У=^  —  ^р,х, 

И  вм±сто  независимыхъ  перем-Ьнныхъ  ж^,  а^з»--*^*  —  за  н\4Выя  не^га- 
висимыя  перем-Ьнныя  \Р1 »  Рг  *  •  •  •  Р**  Задача  интегрироватя  т-  урав- 
нен1Й  (1),  находлщихъ  въ  инволюц1и,  приводится  такимъ  образомъ  къ 
11Нтегрирован1ю  системы  т  уравнен1й,  также  въ  ннволюц1и,  но  гд'Ь  чис- 
ло независимыхъ  перем^нныхъ  есть  п  —  Тс. 

По  услов1Ю  фуЁкщя  в  не  входитъ  явно  въ  уравнен1я  (1).  Легко  рас- 
пространить изложенную  теорш  съ  соответствующими  измененхями  и 
на  тотъ  случай,  когда  разсматриваемыя  уравнен1я  завиеятъ  явно  отъ 
неизвестной  функщй. 


*)  1огс1ап,  Соигв  <1'Апа1у8е,  %,  1П,  р.  74—6. 

**)  Ма1:Ь.  АН.,  Вй.  УПГ,  8.  313. 

***)  Уогкзип^еп  йЬег  Вупашхк,  гугеИе  АиагаЪе  1884,  8.  164. 
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Теор1я  капиллярности  и  гидростатика. 


1.  К.  Грувннцева. 


I. 

Задача  о  равнов'1^сш  жидкостей  встречается  &ъ  неханиК'Ё  и  фтяаЛ. 
Ъъ  первой  —  она  составляете  предметъ  гидростатики,  —  во  второй-же 
разсматривается  какъ  съ  точки  зр^вхя  гидростатики,  такъ  и  съ  точки 
ар'1н1я  такъ  называемой  теор1И  капиллярности. 

Такимъ  образомъ  задача  о  равнов^сш  жидкостей  въ  обычномъ  изло- 
жен1и  разбивается  на  дв^,  независимыя  одна  отъ  другой,  Въ  гидро- 
статик'Ь  теор1я  строится  на  11онят1и  о  гидростатическомъ  давлен]и  или, 
другими  словами,  на  опредгьленш  жидкости,  какъ  деформируюп^агося 
т']^ла,  характеризующагося  способностью  передавать  давлен1е  равно- 
м']^рно  ко  всЬмъ  направлен]ямъ  нормально  къ  элементу  поверхности. 
Въ  ученш  же  о  капиллярности  вводятся  внутренн1я  молекюлярныя  си- 
лы и  молекюлярное  давлен1е,  на  опред1ьлен%и  которыхъ  и  основывается 
вся  теор1я. 

Эти  ввутренн1я  молекюлярныя  силы  разсматриваются  или  сами  по 
с^6% — это  молекюлярная  теор1я  капиллярности  (Ляпляса,  Пуассона  и 
Гаусса)  или  со  стороны  того  поверхностнаго  натяжен1я,  которое  он^ 
вызываютъ. 

И  результаты  гидростатики  и  теор1и  капиллярности  совершенно  раз- 
личны: въ  то  время,  какъ  первая,  основанная  на  понят1и  о  гидроста- 
тическоиъ  давлен1И,  только  и  даетъ  рядъ  заключений  объ  этонъ  давле- 
Н1И  въ  изв']^стны^  прост'!1^йшихъ  случаяхъ, — вторая  даетъ  полную  тео- 
рш  явлев1Й  въ  жидкостяхъ  при  ихъ  раввов'Ьсхи.  Можно  сказать  бо- 
лгЬе:  гидростатика  даетъ  услов1я  равнов^€1я  жвдвост»  только  для  осой 
баго  чаетнаго  случая,  давая  въ  остальвыхъ  случаяхъ  вев^рввя  сл'Ьд^ 
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СТВ1Я,  между  т^мъ  вакъ  теор1я  капиллярныхъ  явлен1Й,  дополняя  ре- 
зультаты гидростатики,  т']^мъ  самымъ  даетъ  услов1я  равнов^ая  для 
общаго  случая. 

Но  ШЕ^  кажется,  что  должна  существовать  такая  общая  теоргя  рае- 
новгьЫя  оюидкостейу  которая  обнимала  бы  всБ  случаи,  т.  е.  должна 
быть  построена  на  самомъ  общемъ  опред-Ьденш  того  аггрегатнаго  со- 
СТ0ЯН1Я,  которое  мы  называемъ  жидкимъ. 

Въ  этой  стать*]^  мы  и  попытаемся  дать  такую  теор1Ю  жидкостей. 

Какое  же  опред']^лен1е  жидкости  положить  въ  основан1е  новой  тео- 
р1и?  Опред']^лен1е,  принимаемое  въ  гидростатик']^,  представляетъ  въ 
сущности  законъ  Паскаля,  но  понятно,  что  въ  рацюнальной  теорш 
равнов*Ьс1я  жидкостей,  этотъ  законъ  долженъ  быть  полученъ,  какъ  сл-Ьд" 
ствхе  теор1и  вм']^ст']Ь  съ  другими  законами,  управляющими  явлеи1ями 
равнов']Ьс1я  жидкостей,— сл']^довательно,  этимъ  закономъ  не  должно  поль- 
зоваться, «какъ  основанхемъ  теор1и.  ТЬмъ  бол'Ье  имъ  нельзя  пользовать- 
ся, что  онъ  им']Ьетъ  место  лишь  внутри  свободной  массы  жидкостей. 

Мы  положимъ  въ  основан1е  новой  теор1и  сл']^дующее  опред'Ёлен1е 
жидкости,  вытекающее  изъ  прост^йшихъ  явлен1й.  Жидкость  мы  бу- 
демъ  разсматривать,  какъ  систему  матергальныхъ  точекъ^  сплошнымъ 
образомъ  наполняющихъ  данный  объемъ  и  между  которыми  дтьйствуютъ 
внутреннгя  силы^  работа  которыхъ  зависитъ  отъ  плотности  жидкости 
и  радгуса  сферы  молекюлярнаго  дгьйствгя. 

Первая  часть  этой  зависимости  вытекаетъ  изъ  того  опытнаго  факта, 
что  давлеи1е  въ  жидкости  не  зависитъ  отъ  формы  или  вида  сосуда,  въ 
которомъ  она  находится,  а  лишь  отъ  ея  плотности,  а  вторая — изъ  фак- 
та существован1я  поверхностнаго  натяжен1я  въ  жидкостяхъ. 

Что  же  касается  вообще  внутреннихъ  силъ,  то  мы  принимаемъ,  что 
эти  силы,  хотя  не  сами  по  себп,  а  лишь  всл'Ьдств1е  свл^ей,  существуго- 
щихъ  между  частицами  т']^лъ  во  всякомъ  аггрегатномъ  состоян1и,  суть 
силы,  им'Ьющ1Я  потенц1алъ.  Для  твердаго  упругаго  т-Ьла,  наирим*ръ, 
эти  силы  или,  лучше,  этотъ  потенцхалъ  есть  функц1я  шести  деформа- 
щй,  т.  е.  трехъ  коэффищентовъ  изм*нен1я  длины  и  трехъ  коэффи- 
щентовъ  скашивашя.  Для  жидкостей  же — это  функщя  плотности  и  ра- 
Д1уса  сферы  молекюлярнаго  Д'1>йств1я. 


II. 


Облечемъ  теперь  сказанное  въ  математическую  форму  и  сд^^лаемъ 
общ1е  выводы.  ^ 

Пусть  им-Ьемъ  жидкость  въ  сосуде  и  пусть  въ  эту  жидкость  погру- 
жена какая-нибудь  система  твердыхъ  т*лъ;  для  краткости  р-Ьчи  въ 
послЪдующемъ  мы  будемъ  говорить  просто  „твердое  т-Ьло"   вместо  со- 
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суда  (ст-ЬнЕи  его)  и  система  твердыхъ  т-Ьлъ.  Сосудъ  и  твердые  т4ла 
будемъ  предполагать  для  простоты  разсужден1Й  уравнов-Ьшенными  са- 
мостоятельной системой  силъ.  Сверхъ  того,  мы  предположимъ,  что  на 
свободной  поверхности  разсматриваемая  жидкость  соприкасается  съ 
другой, — скажемъ,  съ  воздухомъ. 
Разсмотримъ  какую-нибудь  точку  жидкости  М  съ  координатами 

и  пусть 

будутъ  составляющая    вн^шнихъ    силъ,    приложенныхъ   къ  этой  точк^^ 
жидкости,  а 

X,.,     Г,.,    2^ 

составляющ1я  внутреннихъ  силъ,  приложенныхъ  къ  той  же  точк^. 

При  этомъ  подъ  первыми  силами  мы  будемъ  подразум^^вать  силы, 
источникъ  происхожден1Я  которыхъ  лежитъ  внть  нашей  системы  (на- 
прим^ръ,  это  силы  тяжести)  и  мы  будемъ  считать  ихъ  заданными  на- 
передъ.  Подъ  вторыми  силами  мы  будемъ  подразум']^вать  силы,  про- 
исходящ1я  отъ  взаимод^^йств1й  между  точками  системы;  это,  следова- 
тельно, силы,  источникъ  происхожден1е  которыхъ  лежитъ  внутри  си- 
стемы. Аггрегатное  состоян1е  системы  и  обусловлено  характеромъ  этихъ 
посл']^днихъ  силъ. 

Теперь  основная  теорема  статики  даетъ  для  равнов']^с1я  точки  М 
сл^дующхя  услов1я: 

Уе-^7,  =  0  (а) 

2,  +  2,  =  0. 

О  внутреннихъ  силахъ  отдгьльно  мы  ничего  незнаемъ,  а  можемъ  сд-Ь- 
лать  н']Ькоторыя  заключен1я  лишь  объ  ихъ  рабапть,  такъ  какъ  на  опытЪ 
мы  наблюдаемъ  обыкновенно  не  самыя  силы,  а  ихъ  д']Ьйств1е,  т.  е.  ра- 
боту. Поэтому  вообразимъ,  что  точка  М  получила  н']^которое  возмож- 
ное безконечно-малое  перемпгценге,  проекщи  котораго  на  координатныя 
оси  пусть  будутъ: 

бх,     бу ,     да. 

Напишемъ  дал']Ье  уравнен1Я  (а)  во  1'ХЪу  для  всякой  точки  внутри 
массы  жидкости,  во  2'хъ,  для  всЪхъ  точекъ  свободной  поверхности  жид- 
кости, т.  е.  для  точекъ  соприкосновен!я  разсматриваемой  жидкости  съ 
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другой  жидкостью  (обыкновенно  съ  воздухомъ)  л  наконецъ  въ  3-ал,  ддл 
точекъ,  дежащихъ  да  поверхности  соприносно$етя  жидкости  сь  птвер- 
дымъ  тгьломъ*^  (т.  е.  со  ст']^нками  сосуда  и  погруженныхъ  въ  жидкость 
твердыхъ  т^лъ);  зат^мъ  умвожииъ  получевныя  ураэненш  на  со'отв'Ьт^ 
ственныа  перем^щешя: 

каждой  точки  этихъ  трехъ  областей  и  результаты  сложимъ;  получинъ: 


(1) 


при  чемъ  для  внпшнихъ  силъ  всЬ  три  суммы  обозначены  пока  однимъ 
символомъ, — это  заданный  силы  и  ими  нечего  заниматься.  Что  же  ка- 
сается внутренниосъ  сюгг^  то  руководствуясь  принципомъ  сохранения 
энергги,  прилагаемомъ  и  къ  случаю  возмоэюныхъ  перемгьщенШ  системы  и 
опредгьленгемъ  жидкости,  какъ  такого  аггрегатнаго  сотояшя,  при  кото* 
ромъ  работа  внутреннихъ  силъ  выражается  изм']^нен1емъ  некоторой 
опред'Ьленной  функции,  называемой  внутреннимъ  термодинамическимъ 
потенщаломъ,  можемъ  написать,  что 

'^^{Х,бх+т,бу+г,б0)  =  -би^, 
2^,  {х,бх + г,с^у + г,бе) =-би^. 


Количества: 


сг„   и^ 


могутъ  быть  выражены  при  помощи  плотности  м  толи]^ины  того  полерх- 
ностнаго  слоя  на  свободной  поверхности  жидкости  и  на  поверхности 
соприкосновен1я  съ  „твердымъ  тЪломъ^,  въ  воторомъ  проявляется  мо* 
верхноапное  натяженге.  Понятно,  что  эта  толщина  зависитъ  отъ  ра* 
д1уса  сферы  молекюлярнаго  притяжен1я. 
Что  же  касается  количества 

ТО  его  мы  должны  считать  функщей  лишь  плотности  жидкости  внутрь 
ея  массы. 
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Пусть 

будутъ  удгьАьныя  звачев1я  функщй 

^м^     Р^.     ^у. 

т.  е.  значен1я  этихъ  фуввц1Й,  разсчитаввыхъ  ва  едивицу  объема  жид- 
кости и  единицу  ея  свободной  поверхности  соприкосвовен1я  съ  ,твер- 
дымъ  т^'лоиъ";  вслЪдств1е  сплошности  жидкости  получаеыъ: 


и^,^{щг,     С7^=Гсг,й5,     0^=Гц,,й5' 


(2) 


при  чемъ  йг  есть  элементъ  объема  внутри  жидкости,  Л8  —  элементъ 
свободной  поверхности  жидкости,  а  с13^  —  элементъ  поверхности  сопри- 
косновешл  ея  съ  „твердымъ  Ч!±АОЪкъ^,  Кром'Ь  того,  если  плотность 
жидкости  внутри  ея  массы  будетъ  ^,  плотности  въ  поверхностныхъ 
сдоахъ  ^^  1А  д\  л  толщина  ихъ  е^  и  €\  то  будемъ  им'Ьть: 

V  =  П9) ,    ип  =  (^(91  ^  ^1) ,    ^п^  =  Же' .  ^').  (3) 

Положимъ  еще  для  краткости  письма: 

2  {Х,бх  +  Т^бу  +  ^/^)  =  в,.  (4) 

Подставляя  теперь  все  это  въ  равенство  (1),  получимъ  основное  урав- 
ненге  нашей  теор1и  въ  сл^^дующемъ  %1^^^: 


В,  — б  Г  Щх  —  д  Г(г7„й5+  Т1^,й8')  =  0. 


(5) 


Зд']^сь  первый  интегралъ  долженъ  быть  распространенъ  на  вс1^  точ- 
ки объема  жидкости,  а  второй  на  вс^Ь  точки  поверхности,  ограничи- 
вающей жидкость. 

Необходимо  зам']^тить,  что  слои  перем'Ьнной  толщины  г^  и  е'  должны 
при  всЪхъ  оерем'Ьщен1яхъ  состоять  изъ  однихъ  и  т^хъ  же  точекъ. 
Этимъ  зам^чан1емъ  мы  ниже  воспользуемся  при  опред'Ьлен1И  де^  и  6в' . 

Преобразуемъ  теперь  Е^-  Мы  приняли,  что  къ  свободной  поверх- 
ности изсл']Ьдуемой  жидкости  прилегаетъ  другая  жидкость,  наприм']^ръ 
воздухъ;  но  мы  можемъ  отвлечься  отъ  этой  жидкости,--стоитъ  только 
вообразить  себ'Ь  приличнымъ  образомъ  выбранную  систему  силъ,  при- 
ложенныхъ  ко  вс^мъ  точкамъ  свободной  поверхности  жидкости;  эта 
система  силъ  должна  быть,  сл'Ьдовательно,  подобрана  такъ,  что  равно- 
в^с]е  жидкости  не  нарушится,  если  воздухъ  надъ  жидкостью  будетъ 
устраненъ. 
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На  основан!»  сказаннаго  можно  положить: 

в,=  ихбх+тбу+гбе)ат+их^х'{'1^у^'г^^)а8   (6) 

при  чеиъ  первый  интегралъ  распространенъ  на  всЬ  точки  объема  жид- 
кости, а  второй  на  век  точки  свободной  поверхности  ея,  а  силы 
Х^,  1^,  2^  и  представляютъ  ту  систему  поверхностныхъ  силъ,  кото- 
рая зам'Ьняетъ  дМствхе  жидкости,  прилегающей  къ  изсл^Ьдуемой. 

Соединяя  теперь  все  сказанное  ъы'кстк,  мы  напишемъ  основное  урав- 
нен1е  нашей  теор1и  жидкостей  иъ  сл']^дующей  форм*]^: 


({Хдх  +  1ду-{-гб0)ат-^'  ^(x^x'^'Т^у  +  г^0)(18— 


(Л) 


Это  уравненхе  должно  дать  полную  теоргю  рсмновгьсгя  о/сидкостей, 
т.  е.  оно  должно  дать  какъ  уравнешя  гидростатики  въ  обычномъ 
смысл'Ь  этого  слова,  такъ  и  основныя  уравнен1я  теор1и  каппиллярности. 

И  оно  даетъ  все  это. 

Если  разсматриваемая  жидкость  несжимаемая,  то  къ  уравнен1ю  {А) 
надо  присоединить  услов]е  несжимаемости,  —  услов1е,  представляющее 
разницу  между  капельно-жидкимъ  и  газообразнымъ  состоян1ями  тЬлъ, 

Это  услов1е  можно  написать,  какъ  изв'Ьстно,  въ  форм*]^  сл^дующаго 
равенства: 

'''       -  (7) 


дбх   .   дбу 
дх         ду 


да 


=  0 


или,  лучше,  въ  видЪ  интеграла,  распространеннаго  на  вс^^  точки    объ 
ема  жидкости: 

^  дбх  ^^  дбу   . 


Н 


дх 


ду 


дг 


)йг  =  0, 


(8) 


при  чемъ  Р  будетъ  н'Ькоторая,  неизвестная  пока,  функщя  координатъ. 
Услов1е  (8)  при  помощи  изв^стнаго    пр1ема    Грина   „интегрирован1я 
по  частямъ'  можетъ  быть  зам^^нено  сл']^дующимъ: 


I 


Р  {[со8(па;)  бх  -\-  со8(иу)  бу  +  со8(ихг)  бг\  й8  + 


+  [со8(п'а;)  бх  +  со8(п'у)  бу  +  со8(м^)  б  г}  с18'}  + 


1(^1^'+|^^+^^')*-. 


{В) 


гд'Ь  п  и  п'    суть   направлен1я  нормаловъ    къ    йВ  и  й8\  проведенныхъ 
внутрь  жидкости. 
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III. 

Теперь  намъ  надо  преобразовать  уравненхе  (Л),  т.  е.    составить    ва- 
р1ащи  входищихъ  въ  него  интеграловъ. 
Мы  подробно  остановиися  на  опред^лен1и  вар1ац1И  интеграла: 


Гс7,й5=Гв(р,,  ^,)Й5 


и  по  ней  уже  легко  составииъ  вар1ац1Ю  интеграла: 
Мы  им-Ьемь: 


Составимъ  сначала  вар1ац1ю  элемента  с18  свободной  поверхности  5 
жидкости.  Эта  поверхность  5  ограничена  н*которымъ  контуромъ,  а 
именно  лин1ей  иерес']^чен1а  свободной  поверхности  жидкости  со  стан- 
ками сосуда  и  съ  поверхностями,  ограничивающими  погруженный  въ 
нее  твердыя  т4ла;  поэтому  6-с1В  будетъ  состоять  изъ  двухъ  частей: 
одной,  происходящей  отъ  возможныхъ  перем%щен1й  точекъ  свободной 
поверхности  жидкости  и  другой — огь  перем^щешй  точекъ,  лежащихъ 
на  контур'Ь,  ограничивающемъ  свободную  поверхность  жидкости. 

Обозначимъ  эти  вар1ац1и  знаками  (1)  и  (2);  тогда 

Первую  изъ  этихъ  вархащй  найдемъ  по  геометрическому  способу^ 
данному  еще  въ  1832  году  Бертраномъ  *). 

Пусть  АВС1)  =  й8  будетъ  элементъ  свободной  поверхности  жид- 
кости до  перем'Ьщен1я  (т.  е.  до  деформации  жидкости),  ограниченный 
ЛИН1ЯМИ  кривизны;  А^В^С^В^  =  й8у^  тотъ-же  элементъ  посл-Ь  деформа- 
Ц1И  и  пусть  АА^  =  бп  будетъ  нормальное  перем4щен1е  точки  А\  тогда: 

6^.й8  =  Л8^  —  й8> 


*)  ^оигпа1  де  ЫоиуШе,  1.  ХП1;  р.  117.    Можно  опред-Ьдить    эти    вархаади  ж    ана- 
литически. 
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Такъ  какъ  зд4сь  АВ  и  АС  будутъ  элементы  двухъ  ортогональныхъ 
ЛИН1Й  кривизны,  проведенныхъ  на  поверхности  черезъ  подошву  А  нор- 

маля  Ап^    направленнаго    внутрь    жид- 
кости, то: 

а8  =  АВ^АС;   а8^  =  А^в^и,с,-, 

но  очевидно,  что: 


при  чемъ   ^0^  и  АО^   будутъ   рад1усами 
кривизны  нориальныхъ  С']^чен1й  АВ  и  АС. 
Подставляя  это  въ  вцражен1е   д^-йВ, 
паходимъ: 

Черт.  1-*. 
ВО,  если  обозвачимъ  22,  и  122  главные   рад!усы    вривизпы  поверхности 
въ  точбЪ  Л{х,  у,  е),  то  по  теорен'Ь  Эйлера  им^екъ: 


1 


+ 


1 


1 


+ 


а  потому 


ЛО,    '   ЛО,       ^1       Лг' 


^,,8=^{±  +  1-^Ш«. 


(10) 


Мы  написали  въ  кривой  части  два  знака  :!=,  такъ  какъ  на  черте- 
же взятъ  случай  выпуклой  иоверхности  (знакъ  -{-),  т.  е.  такой,  для 
которой  рад1усы  кривизны  совпадаютъ  по  направлен1ю  еъ  нормаломъ  п 
къ  иоверхности;  для  вогнутой-же  поверхности  эти  направления  пряно 
противоположны  и  придется  взять  знакъ  — . 

Опред']^лииъ  теперь  д^ЛВ- 

Пусть  I  будетъ  кривая  перес1^чен1я  свободной  поверхности  жидкости 
съ  твердымъ  т'Ьломъ  или  стенкой  сосуда  до  переи']^щен1Я,  а  1^  посл'Ь 
перем']^щен1я,  и  V  безконечно-близкое  положен1е  I  на  свободной  по- 
верхности жидкости  тоже  посл'Ь  дефориащи,  но  получаемое  изъ  I 
всл']^дств1е  нормальныхъ  перем'Ёщен1й  ея  точекъ. 
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Въ  такомъ  случа-Ь  ин^Ьенъ: 

при  чемъ  (Я  будетъ  возможное   пе- 
реи^щен1е  точки  а  на  поверхности    ц/ 
соприкосновен1я  жидкости   съ  твер- 
дыиъ  т^ломъ  или  стенкой  сосуда. 

Пусть,  дал-Ье,  Ьп  и  Ьп  будутъ  на- 
правленш  нориаловъ  къ  свободное 
поверхности  жидкости  и  поверх* 
ности,  „твердаго  т4ла"  и  »  будетъ 
уголъ  между  нами,  —  это  такъ  на- 
зываемый- краевой  уголъ  или  уьолъ 
принаровленгя;  тогда  получимъ: 

аа  ЬЬ'  =  еУЯ  йг ,       ЬссЬ'  =  61 Ц  со8  * 

и  сл']^довательно: 

еУ2.й5  =  со8>.ЛсГЯ, 


(11) 


Зам^тимъ  кстати,  что  между   6п  и  6Х  еуществуетъ   простое    соотно- 
111ен1е;  треугольникъ  аЬСу  прямоугольный  при  точк'Ь  с,  даетъ: 


т-  е. 


ибо 


61'. 


81Пг 


ас  =  сУп ,        аЬ  =  6Х. 

И  такъ  получаемъ  для  полной  вар1ац1и  элемента  новерхности  сл*]^- 
дующее  выраженхе: 

(У.й5  =  ±[~-  +  ~-]й5с^»-|-со81с?г.<УЯ.  (12) 

Отсюда-же  мы  найдемъ  вар1ащю  элемента  поверхности  соприкосно- 
вен1я  жидкости  съ  твердымъ  т']^ломъ  или  со  станками  сосуда; — это  бу- 
детъ на  черт.  2  площадь  ааЪЬ\ — сл']^довательно,  получимъ: 


д.а8'  =  6Х.сП. 
Опред^лимъ  теперь  вар1ац1и  6^,  6д^  и  6д'. 


(13) 
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Всд^дстхе  неразрывности  массы  имЪенъ  усдов1е: 

6.{дс1г)  =  0, 

тд,^  йт  элеиентъ  объема  жидкости. 
Находимъ  изъ  этого  7Слов1я: 

6^  =  —  ^в  =  0  (14) 

ибо 

—  всл']Ьдств1е  несжимаемости  жидкости. 
Дал^Ье  для  поверхностнаго  слоя  им^емъ  аналогичное  равенство: 

откуда  при  помощи  (12)  находимъ: 

и  точно  также  для  поверхности  соприкосновен1я  съ  „твердымъ  т^ломъ": 

6о\а8'  =  —  9'бХа1  (16) 

такъ  какъ  для  поверхности  твердаго  т^ла  или  ст^нокъ  сосуда  частицы 
жидкости  могутъ  перемещаться  лишь  въ  касательныхъ  плоскостяхъ,  то 

(^п  =  0,        г  =  0. 

Теперь  надо  выразптъ  6п  и  61  въ  функцш  бх^  6у^  бе. 
Очевидно  им^емъ: 

бп  =  сов  {пх)  бх  +  С08  {пу)  бу  +  С08  {т)  бе.  (17) 

Величину  бХ  найдемъ  изъ  равенства: 

6Х=.^6х-\'^бу^^бе.  (18) 

дх        ^    ду    ^   ^    де  ^ 

Точно  также  очевидно,  что: 

де^  де.  де. 
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IV. 


Теперь,  подготовивъ  все,    иы  иожемъ    вернуться    къ  нашему   основ- 
ному уравнешю  (Л). 
Развивая  его,  получаемъ: 

если  воспользуемся  равенствомъ  (14)  и  услов1емъ  несжимаемости   жид- 
кости. 

Пользуясь  дал-Ье  равенствами  (12),  (13),  (15),  (16),  (17),  (18),  (19)  и 
(20),  получаемъ  посл^  очевидныхъ  приведен1й  сл^Ьдующее  равенство: 


иХ6х^76у-\-2бг)йг  — 


+  ^'^У  +  ^^^'\^^  +  \^'^п^''+^^У  +  ^п^'>)^8='^- 


{А  Ыв) 
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Входящ1я  сюда  вар1ащи  должны  удовлетворять  еще  услов1Ю  (Б)« 
Вычитая  равенство  [В)  изъ  (Л  Ыз),  волучимъ  уравнен1е,  въ  кото- 
ромъ  вар]ац1и  6х,  6у  ^  бе  ^  какъ  въ  объемноиъ  интеграл-Ь,  таБЪ  и  въ 
поверхностныхъ  и  въ  интеграл*]^  по  контуру  будутъ  совершенно  произ' 
вольны^  а  потому  коэффищенты  при  нихъ  будутъ  отд'1^льно  равны  нулю. 
Отсюда  находшгь:  во  первы/хъ^  вш^ри^  жидкой  ндсе»  должнн  еуще- 
ствовать  уравнен1я: 

х-§?=о.      Г-^=0.      ^-^=0.  (С) 

дх  ду  д0 

Во  вторыхъ,  на  свободной  поверхности  жидкости  должны  удовлетво- 
ряться уравнен1я: 

Рсов(п.)±(о;-.,^-)(;^  +  ^)соаЫ  +  ^^-Х,=0(2)) 

И  подобныя  же  уравнен1я  для  осеЁ  у  и  е. 

Въ  третыАХЪу  на  поверхности  твердаю  тгьла  и  стгьнкахъ  сосуда: 

Рсо«М  +  ^|^-0  (Ю 

И  подобяыя  уравнен1Я  для  осей  у  у^  а- 

И  наконецъ  еь  четвертыа^г  ^^  понтурп»  свободной  поверхности  жид- 
кости должны  быть  соблюдены  условия: 

[(,._,^)„.+(,.,_,^)]|.„    ,.> 

и  подобныя  же  для  осей  у  и  е- 
Цоложимъ  теперь: 

^п-^^-^='Р^^      С7„,-е-^=1».  (21) 

Заи']^тимъ  еще,  что  е^  и  а  ,  какъ  толщины  слоевъ  жидкости,  иви^- 
ряются  по  нормаламъ  къ  ихъ  поверхностянъ,  а  потому  всегда  можно 
опред^Ьлить  такихъ  два  вектора  К  и  К\  чтобы: 

дП^де,  ди^де.  дИ^де,  ^  ,     ^ 

^^=.2^сов(«.).      ^-^  =  ^Гс08(пу).      -^^  =  ^Гс«8М(22) 

и 
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(В  Ыв) 


При  такихъ  положепяхъ  ураввев1а  (1)),  {Ж)  я  (!")  обращаются   вф 
сл^дующ1я: 

7,=  [р+я±р,(1-+1.)]««м 

на  свободной  поверхности  жидкости. 

на  поверхности  приноеноветя  жидкости  съ  „твердымъ  тЬялыъ''. 
На  контурть: 

Р' 
со8е  =  —  -р-.  {Р  Ыв) 

-^  1 


и  такъ  уравнен1я  равнов^с1я  жид1Ц)сти  будутъ: 
Внутри  жидкой  массы: 

дР_^      дР_^      дР_гг 


(I) 


Функщя  Р  есть    такъ   называемое   гидроетатищеское   давленге.    Езъ 
этнхъ  уравиеи1й  вытекаетъ  законг  Паскаля. 
На  свободной  поверхности  жидкости  изъ  (2)  Ыз)  находинъ  для  давле* 

шя  р^=\/ЩТу!+21 


Л^г~^^} 


Это  давлен1е  состоитъ  изъ  двухъ  главныхъ  частей: 

Р, 

не  зависящаго  отъ  формы  свободной  поверхности  и  давлен1я: 


да) 


^±'''(ж+Ж^ 
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завислщаго  отъ  формы  свободной  поверхности  жидкости;  это  такъ  на- 
зываемое капиллярное  давленье  въ  окидкости. 

Давлен1е  К  есть  такъ  называемое  поверхностное  натяженге  жидкости. 

По  равенству  (II)  полное  капиллярное  Заедете,— назовемъ  его  Р^, 
будетъ: 


Р,=К 


-■(хН)- 


Очевидно,  что  К  будетъ  капиллярнымъ  давлен1емъ  на  плоской  сво- 
бодной поверхности  т.  е.,  когда  им^емъ: 

Е^  =  В^  =  оо. 

Давлен1е  К  происходитъ  отъ  поверхностнаго  натяжешя  въ  поверх- 
ностномъ  сло'Ь  жидкости. 

Еа  контурп>  поверхности  существуетъ  услов1е  для  краеваго  угла: 

Р 
С08г  =  — —^  (III) 

^\ 

Этотъ  уголъ  г  зависитъ  отъ  поверхностныхъ  плотностей  жидкости 
(>!  и  р'  и  толщинъ  поверхностныхъ  слоевъ,  г^  иг',  т.  е. 

С08*  =  Ф((>1,  ()';  €^,  е').  (III  Ыз) 

Значитъ  уголъ  г  постояненъ  по  стольку,  по  скольку  постоянны  ()^, 
р',  г^  и  г'.  Зд-Ьсь,  намъ  кажется  и  лежитъ  разгадка  того  факта,  что 
краевой  уголъ  жидкости,  напр.  ртути,  изменяется  со  временемъ;  по- 
нятно, что  окислен1е  ртути,  запылен1е  и  т.  п.  изм*няютъ  и  поверх- 
ностную плотность  и  сц']Ьплен1е  частицъ  поверхностнаго  слоя,  т.  е.  его 
толш;ину. 

Точно  также,  замечая,  что  плотности  ^  и  толщины  е  суть  функцш 
температуры,  мы  всегда  ножемъ  допустить  такое  значен1е  для  темпе- 
ратуры, при  которомъ  функщя  Ф  обращается  въ  нуль,  т.  е.  тогда  по- 
лучимъ: 

другими  словами  жидкость  не  будетъ  смачивать  твердаго  т^ла. 

У  насъ  еще  осталось  уравнен1е  {Е')^  но  его  смыслъ  очевиденъ:  оно 
даетъ  давление  жидкости  на  поверхности  „твердаго  т*ла". 
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П. 

Въ  предыдущемъ  иы  приникали,  что  ваша  жидкость  несжимаема; 
но  наши  общ1я  выводы  получатся  и  для  случая  сжинаемой  жидкости. 
Разница  анализа  будетъ  во  1-хг,  въ  томъ,  что  равенство  (В)  надо  от- 
бросить и  во  2-хъ,  что  членъ: 

не  изчезаетъ,  а  потому  въ  л^вой  части  равенства  {А  Ыз)  надо  приложить 

Шт. 


Но: 


ибо 

Положимъ: 

^-^Щ  —  ^'  (24) 

Подставляя  значен1е  в  и  применяя  пр1емъ  преобразован1Я  Грина, 
находииъ: 

—  <^.  I  Шт  =  —  I  Р{[со8(пл;)е^д;  +  со8(му)сУу4-  С08М(^;е^]й^8  — 

—  [со8(п'а:)  бх  +  со8(п'у)  ^У  +  со8(п'^ег)  6я]  с18']  — 

Вводя  это  выраген1е  въ  Л'Ьвую  часть  равенства  (А  Ыз)  и  приравни- 
вая нулю  коэффищенты  при  сУа;,  <Уу,  да  во  всЬхъ  интегралахъ,  полу- 
чимъ  т4же.уравнен1я  {С),  (1)),  (Е)  и  (Р)  съ  той  лишь  разницей,  что 
функц1я  Р  определяется  равенствоиъ  (24).  Это  равенство  можно  на- 
писать въ  вид'Ё: 

Р  =  /-((>).  (25) 

Это  есть  равенство  характеризующее  газы. 


16 
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ГЦ. 

Изложенная  теор1Я  помимо  того,  что  она  сводитъ  къ  одному  ис- 
точнику и  теор1Ю  гидростатики,  и  теорхю  капиллярности,  обладаетъ  въ 
сравненш  съ  старыми  теор1лми  Ля  пляса  и  Гаусса  т^Ьмъ  ореимуще- 
ствомъ,  что  сразу  вводить  поверхностное  натяжение,  чего  Н'Ьтъ  въ  тео- 
р1и  Гаусса  и  даетъ  очень  просто  условхе  (III)  для  краеваго  угла,  чего 
непосредственно  теор1я  Ляпляса  не  даетъ.  Наша  теор1я  им'Ьетъ  пунктъ 
соирикосновен1я  съ  теор1ей  капиллярности  Пуассона  въ  томъ  обстоя- 
тельств^Ь,  что  у  насъ  поверхностная  плотность  не  равна  плотности 
внутри  жидкости. 
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Объ  оеновныхъ  предложен1яхъ  теорш 
функц1й  двухъ  вещеетвенныхъ  пере- 

М'ЁННЫХЪ. 


Диитр1я  Граве. 


Настолщад  статья  представллетъ  опытъ  установлен1я  основан1й  общей 
теор1и  функц1й  диухъ  вещеетвенныхъ  перем^^нныхъ,  независимой  отъ 
какого  либо  аналитическаго  нхъ  представлен1Я. 

Будемъ  разсматривать  фупкщю  /"(д;,  у)  двухъ  вещеетвенныхъ  пере- 
м'Ьнныхъ  независимыхъ  о:  и  «/ ,  которая  обращается  въ  нуль  для  всЬхъ 
точекъ  н']Ькотораго  замкнутаго  контура  С.  Внутри  контура  функщя 
однозначна,  конечна  и  неирерывна  вм'Ьст'Ь  съ  ея  частными  производ- 
ными перваго  порядка.  Относительно  лронзводныхъ  порядка  выше  пер- 
ваго  мы  не  д'Ьлаемъ  никакнхъ  оредположен]й.  Эти  производныя  мо- 
гутъ  переставать  быть  конечными  и  непрерывными  и  даже  могутъ  не 
существовать.  , 

И  такъ,  мы  им']^емъ,  очевидно,  право  предполагать,  что  функЦ1я 
/(я;,  у)  им'Ьетъ  внутри  контура  положительвыя  8начев1я,  ибо  если  бы 
функщя  была  отрицательна  или  нуль  для  вс^Ьхъ  точекъ  внутри  кон- 
тура, то  мы  переи^нили  бы  ея  знакъ,  разсматривая  —  ({х^  у)^ 

Будемъ  разсматривать  касательную  къ  контуру  (7,  определяя  этимъ 
^ерминомъ  такую  прямую,  которая  им^етъ  одну  или  н-Ьсколько  общихъ 
€Ъ  контуромъ  точекъ,  и  относительно  которой  весь  контуръ  лежитъ  по 
одну  сторону.  Такое  опред4лен1е  будетъ  годиться  для  всевозможиыхъ 
вонтуровъ:  когда  контуръ  им^етъ  точки  перегиба,  особенныя  точки  или 
прямолинейныя  части. 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


ъ 


—    252    — 

Очевидно,  что  каждому  направлен1ю,  проведенному  на  нлоскостИу. 
соотв'Ьтствуютъ  л,ъ^  касательныя,  оараллельныя  этому  направлен1Ю, 
между  которыми  лежитъ  разсматриваемый  контуръ.  Сопоставимъ  раз- 
личный касательныя  къ  контуру  значен1ямъ  в^^котораго  угла. 

Возьмемъ  начало  прямоугольныхъ  координатъ  гд'Ь  нибудь  внутри 
контура.  Обозначимъ  черезъ  со  уголъ,  образуемый  положительнымъ  на- 
правлен1емъ  оси  а:-овъ  съ  направлен1емъ  перпендикуляра,  опущеннаго- 
на  касательную  изъ  начала  координатъ,  причемъ  дто  направлен1е  бу- 
демъ  считать  идущимъ  отъ  касательной  къ  .началу  координатъ. 

Кром*  того,  обозначимъ  черезъ  р  разстоян1е  этой  касательной  отъ  на- 
чала координатъ. 

Обозначая  черезъ  а  линейную  функц1ю 

р  +  а;  созсо  +  у  вшо) , 

получимъ  уравнеше  касательной  въ  вид']Ь 

а  =  0, 

причемъ  а  >  О  съ  той  стороны,  гд4  находится  контуръ. 
Разсмотримъ  теперь  функщю 

гдЪ  я  произвольный  параметръ. 

Относительно  новой  функщи  1"  легко  зам'Ьтить,  что  ея  первыя  про- 
изводныя  выражаются  такъ: 

1г*^  =  /"^  — Ясозю 

2^У  =  /"у  — Язшо). 

Будемъ  давать  параметру  Я  возрастающ1я  положительныя  значен1я,. 
начиная  отъ  нуля. 

При  Я  =  0  функд1Я  Р  совпадаетъ  съ  /"  и  по  предположен1Ю  им4етъ^ 
внутри  контура  положительныя  значен1я. 

При  положительныхъ  значен1яхъ  Я  для  вс']^хъ  точекъ  внутри  кон- 
тура Яа>  0. 

При  достаточно  малыхъ  положительныхъ  значен1яхъ  Я  будутъ  оста- 
ваться внутри  контура  положительныя  значен1я  функцш  Р. 

Очевидно,  что  всякому  значен1ю  угла  со  будетъ  соотв'Ьтствовать  не- 
которое опред'Ьленное  пред']^льное  зиачен1е  Я ,  для  котораго  Р  перестаетъ^ 
яы^ть  положительныя  значен1я  внутри  контура, 

Обозначимъ  пред']Ьльное  значен1е  Я ,  соответствующее  углу  со ,  черезъ^ 
Я^.  Это  предельное  значен1е  можетъ  быть,  конечно,  безконечностью.  Да- 
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вал  углу  ш  всевозможвыя  значен1я  отъ  О  до  2л,  ин  будеиъ  разсма- 
тривать  соотв'Ьтствевныя  значен1я  Я».  Нетрудно  вид']^ть,  что  Яш  ии'Ьетъ 
ютличную  отъ  нуля  нижнюю  границу  Яо. 

11осл']^днее  обстоятельство  сл'Ьдуетъ  изъ  неравенства 

5    ^    ((^1  >  Ух) 


гд'Ь  Дх^,  У|)  одно  изъ  положительныхъ  значен1Й  фувкщи  внутри  кон- 
тура, а  А  наибольшее  изъ  разстоянШ  между  параллельными  касатель- 
ными къ  контуру. 

Будемъ  разсматривать  на  вспомогательной  плоскости  П  величины  а> 
и  Я,  какъ  полярныя  координаты:  со  полярный  уголъ  и  Я  рад1усъ-векторъ. 

Проведемъ  въ  плоскости  П  кругъ  ^  рад1уса  Яо  изъ  полюса,  какъ 
центра.  Тогда  каждой  точк*  внутри  круга  ^  соотв*тствуетъ  своя  функ- 
Ц1Я  2^.  Эта  функц1я  1"  обращается  въ  нуль  на  н'Ькоторомъ  контуре 
<7, ,  лежащемъ  внутри  контура  С,  и  им'Ъетъ  положительныя  значен1я 
внутри  этого  контура;  на  самомъ  контур'Ь  С  значен1Я  Р  отрицательны 
«  равны  нулю  въ  точкахъ  общихъ  контуру  и  касательной. 

Разсмотримъ  функцию  2^,  соответствующую  некоторой  точк*  6г  вну- 
три круга  ^^ 

Мы  видимъ,  что  внутри  даннаго  контура  С  функц1я  Р  им^етъ  по- 
ложительныя звачен1я,  но  такъ  какъ  она  конечна  и  непрерывна  вну- 
три этого  контура,,  то  она  достигаетъ  гд*  нибудь  внутри  контура  сво- 
его ваибольшаго  положительнаго  значен1я.  Это  значен1е  ножетъ  дости- 
гаться функщею  въ  одной  точк-Ь  или  въ  н^сколькихъ. 

Доказательство  то-же,  что  и  данное  Вейерштрассомъ  для  случая 
функщи  отъ  одной  перем'Ьнной  независимой. 

Будемъ  называть  совокупность  точекъ  внутри  контура  С,  соотв*т- 
«твующихъ  тахшит'у  функщи  Р  фигурою  тахгшх  функцги  Р* 

И  такъ,  мы  видимъ,  что  каждой  точк4  О  внутри  круга  ^  соотв4т- 
ствуетъ  В'1^которая  фигура  тах1т1  внутри  контура  С» 

Прежде  ч^мъ  мы  перейдемъ  къ  изучен1ю  различныхъ  фигуръ  тах1- 
Щ],  соотв'Ьтствующихъ  разнымъ  точкамъ  6г  плоскости  Л ,  и  къ  изуче- 
шю  перем']^щен1я  ихъ  въ  зависимости  отъ  11ерем']^щен1я  точки  &,  ука- 
жемъ  на  известное  обобщен1е  теоремы  Ролля,  состоящее  въ  тоиъ,  что 
для  каждой  точки  фигуры  тах1т1,  обЬ  частныя  производныя  Р'^,  Р^ 
должны  равняться  нулю  т.  е.  должно  быть: 

.г^;  =  /';-Ясо8а)  =  0,        2?'^  =  /-^  — Язшо^О. 
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И  такъ,  мы  видимъ,  что  прямоугольные  координаты  точки  Сг 

1>  =  Ясо8а),         д  =  Я8Ша) 

опрел'Ьляютъ  значешд  производныхъ  /]^,  /^  заданной  функщи  въ  точ- 
кахъ  фигуры  тах1т1  функц1и  1^,  соотв'Ьтствующей  точк-]^  бг. 

Обратимся  къ  изучен1Ю  главн-Ьйшихг  свойствъ  фигуръ  тах1т1.  Преж- 
де всего  надо  сказать  о  вид'Ь  фигуры  тах1т1. 

Можетъ  произойти  несколько  сдучаевъ. 

Во  первыхъ  тах1тит  функщи  можетъ  соответствовать  конечному 
числу  отд^льныхъ  точекъ  внутри  контура.  Будемъ  говорить,  что  им^етъ 
м'Ьсто  случай  обычноввннаго  пунктирнаю  тахгтит'а. 

Словомъ  обыкновенный  мы  будемъ  отличать  этотъ  случай  отъ  слу- 
чая особеннаго  пунктирнаго  тахшгт'а^  когда  число  точекъ,  соотв^т* 
ствующихъ  наибольшему  8начен1ю  функщи  безконечно  велико.  Очевид- 
но, что  въ  особенномъ  пунктирномъ  тах1шит':&  точки  должны  асимп- 
тотически группироваться  или  около  отд'Ьльныхъ  точекъ,  или  около 
цфлыхъ  ЛИН1Й,  ибо  иначе  не  можетъ  въ  конечномъ  пространств!  за- 
давнаго  контура  пом']^ститьсд  безчисленное  множество  отд'Ьдьныхъ  то* 
чекъ,  разстояц1Я  между  которыми  ковечныя. 

Можетъ  случиться,  что  тах1тит  функции  соотв'Ьтствуетъ  точкамъ,  за- 
полняюп^имъ  конечное  число  отд'Ьльныхъ  замкнутыхъ  линШ,  или  же 
не  замкнутыхъ  частей  прямыхъ  или  кривыхъ  линШ  какого  либо  вида 
и  взаимнаго'  расположен1я.  Такой  тах1тит  мы  будемъ  называть  обыкно- 
веннымъ  линейнымъ  тахтит'омъ.  Особеннымъ  ли$1€йнымъ  т(1хгтит^омь 
будемъ  называть  случай  безчисленнаго  множества  линШ. 

Наконецъ  мы  будемъ  называть  тах1тит  обыкновеннымъ  поверхности 
нымъ,  если  соотв']^тствующ]я  ему  точки,  заполняютъ  конечное  число 
площадокъ  ограниченныхъ  н']Ькоторыми  контурами.-  Особеннымъ  поверх^ 
ностнымъ  тахшит'омъ  мы  будемъ  называть  тах1тит  въ  случа^Ь  без- 
численнаго множества  отд'Ьльныхъ  площадокъ.  При  счет'Ь  числа  от- 
д^льныхъ  площадокъ  могутъ  встретиться  площадки  не  сплошь  занл- 
тыя  точками,  такъ  что  внутри  площадки  могутъ  быть  пустыя  м^ста 
не  занятый  точками  фигуры. 

Мыслимы  самые  разнообразные  случаи,  представляюпце  комбинац1и 
указанныхъ  трехъ  основныхъ  видовъ  расположев1я  фигуры  шах1ш1,  при- 
чемъ  въ  случае  линейныхъ  шахгтиш'овъ  лив1и  могутъ  обладать  самыми 
'  разнообразными  особенностями  вида  и  особенными  точками  самыхъ  раз- 
нообразныхъ  свойствъ.  Подобнымъ  же  образомъ  контуры,  ограничиваю* 
Щ1е  отдельвыя  части  поверх ностнаго  шах1тиш'а  могутъ  быть  самаго 
разнообразнаго  вида. 

Введемъ  теперь  новое  понят1е,  которое  позволитъ  наши  разсужден1я 
значительно  упростить,  а  именно  понят1е  о  касательной  прямой  къ 
фигуре  тах1т1. 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—    255    — 

Мы  будемъ  называть  прямую  Ь  касАтедьною  къ  фигуре  тахт!, 
если  по  одну  сторону  прямой  Ь  н'Ьтъ  точекъ  фигуры  и  кром-Ь  того 
существуютъ  точки  фигуры,  разстоян1е  которыхъ  до  прямой  меньше 
произвольно  выбраннаго  положительнаго  числа. 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  каждому  направленхю  на  плоскости  соотв']^т- 
ствуютъ  дв'Ь  касательныя,  парадледьныя  этому  направленш,  между  ко- 
торыми лежитъ  разсматриваемая  фигура  шахгт!. 

Доказательство  существования  этихъ  двухъ  касательныхъ  то-же,  что 
и  данное  Вей^рштрассомъ  для  существовашя  верхней  и  нижней  гра* 
ницы  конечной  переи'Ьнной. 

Будемъ  теперь  непрерывно  изм']^нять  направдеше  пары  касательныхъ. 
При  такомъ  изм^нен1и  касательныя  будутъ  огибать  часть  плоскости, 
ограниченную  н^которымъ  контуромъ,  неим^ющимъ  выпуклости  во 
внутрь. 

Будемъ  называть  полученный  такимъ  образомъ  контуръ  внгьшнимъ 
кантуромъ  фигуры  тсштг* 

ВпЪтяОк  контуръ  обращается  въ  точку,  если  мы  им'Ьемъ  д^ло  съ 
пунктирнымъ  тах1тит'оиъ,  состоящимъ  изъ  одной  точки.  ВнЪшн1й  кон- 
туръ обращается  въ  отр']^зокъ  прямой,  если  им'Ьемъ  дЪло  съ  прямоли- 
нейнымъ  тах1тит'омъ,  или  же  съ  пунктирнымъ  тах1тит'омъ,  состоя- 
щимъ изъ  точекъ,  расположенныхъ  вдоль  по  прямой  или  же  наконецъ 
только  изъ  двухъ  точекъ. 

Во  всЬхъ  остальныхъ  случаяхъ  вн^шнхй  контуръ,  представляетъ  фи- 
гуру выпуклую  со  вс^хъ  сторонъ,  состоящую  изъ  ряда  прямолиней- 
ныхъ  или  криволинейныхъ  частей. 

Такъ  для  фигуры,  состоящей  изъ  трехъ  точекъ,  не  лежащихъ  на 
одной  прямой,  вн^^шн1Й  контуръ  обращается  въ  треугольникъ,  верши- 
нами котораго  служатъ  три  точки. 

Дуга  круга  даетъ  черезъ  прибавлен1е  хорды  сегментъ  какъ  ве^^шн1Й 
контуръ. 

ИтакЪу  назвавъ  касательною  къ  вн'Ьшнему  контуру  прямую,  имею- 
щую одну  или  н']Ьсколько  съ  нимъ  общихъ  точекъ,  относительно  кото- 
рой весь  контуръ  лежитъ  по  одну  сторону,  мы  зам'Ьтимъ,  что  касатель- 
ная къ  внешнему  контуру  касается  его  или  въ  одной  точк-Ь,  или  вдоль 
по  прямой  сторон'Ь.  Будемъ  въ  первомъ  случа*]^  называть  точку  каса- 
Н1Я  выходящею  точкою  вн'Ьшпяго  контура. 

Очевидно,  что  касательная  къ  вц']^шнему  контуру  есть  въ  тоже  вре- 
мя касательная  къ  соответственной  фигур']^  шахипь 

Нетрудно  убедиться,  что  если  функпдя  /  непрерывна,  то  всЬ  выхо- 
ДЯЩ1Я  точки  должны  быть  въ  то  же  время  точками  соответственной 
фигуры  шах1т1.  Возьмемъ,  въ  самомъ  д^л^,  одну  изъ  выходящихъ 
точекъ.  Еъ  ней  можно  провести  одну  или  несколько  касатель- 
ныхъ.    Цусть    будетъ     указана   какал    нибудь    касательная     Ь   выхо- 
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дящей  точки  М^(x^,  у^)  вн^шняго  контура.  По  предыдущему  должны' 
существовать  точки  фигуры  тах1т1  безконечно  близкая  къ  касательной 
^.  Эти  точки  должны  быть  безконечно  близки  къ  точк^^  М^,  ибо  всЬ 
остальныя  точки  прямой  Ь  находятся  вн'Ь  контура  и,  сл']Ьдовательно, 
на  конечномъ  разстоян1И  отъ  ъ&кхъ  точекъ  фигуры  тах1т1.  Можетъ 
произойти,  сл^^довательно,  одно  изъ  двухъ:  или  точка  М^  есть  точка  фи- 
гуры тах1т1,  и  тогда  теорема  доказана,  или  же  точка  М^  такова,  что  къ  ней 
асимптотически  приближаются  точки  М^{дс^\  у^  фигуры  тах1т1.  Не- 
трудно убедиться,  что  во  второмъ  случа*  мы  приходимъ  къ  противо- 
р'Ьч1ю. 

Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  разсмотримъ  рядъ  точекъ  фигуры  та^Ш!  М^{х^,  у^), 
-9^3(^2)  У2^^  -^з^^з'  Уз)^**'>  неопред'Ьленно  приблиакающихся  къ  точк^ 
М^{х^у  Уо),  при  чемъ,  очевидно,  будетъ: 

Разсмотримъ  функц1Ю  1'{х,  у),  соотв1>тствующую  данному  внешнему 
контуру.  Если  функщя  /*  непрерывна,  то,  очевидно,  должна  быть  не- 
прерывна и  функц1я  р. 

Дал'Ье 

Лл?! ,  Ух)  =  Р{х^ ,  Уа)  =  .  •  •  =  1'{х^ ,  у,)  =  Л, 

гд*  л  наибольшее  значеи1е  1"  внутри  контура,  ибо  точки  (х^,  у^)^ 
(^2«  Уг)'*'*  ^  '^'  ^'  принадлежатъ  фигур'Ь  тах1т1. 

На  основан1И  непрерывности  функщи  Р{х,  у)  значеше  ]Р(х^^  у^)  бу- 
детъ пред'Ьльнымъ  для  значен1Й  ^Х^.»  У,)>  которыя  всЬ  равны  ^.;  сле- 
довательно, это  предельное  значенхе  будетъ  А ,  и  точка  М^  принадле- 
житъ  фигур'Ь  тах1т1,  что  противор-Ьчитъ  предположен1Ю. 

Точки  внутри  вн-Ьшняго  контура  и  на  самомъ  контур4,  неоотв4т- 
ствуюпця  фигуре  тахшп,  будемъ  называть  свободными  точками. 

Докажемъ  несколько  весьма  важныхъ  лредложен1й  относительно  фи- 
гуръ  тах1ш1  и  внешнихъ  коитуровъ. 

Для  удобства  дальнейшихъ  разсужден1Й  вместо  функцш  7' (л;,  у), 
достигающей  наибольшаго  значения  А  въ  некоторой  точке  М^(x^,  у^), 
соответственной  фигуре  тах1т1  2 ,  будемъ  разсматривать  функщю 

Ф{х,  у)  =  Г{х,  у)  —  Г(х,,  у,). 

Новая  функщя  Ф{х,  у)  имеетъ  ту  же  фигуру  тахт!  что  и  функ- 
щя Г{х,  у);  только  она  равна  нулю  для  всехъ  точекъ  фигуры  тахШ 
и  удовлетворяетъ  неравенству 

Ф(х,  у)<0 

для  всехъ  остальныхъ  точекъ  внутри  контура  С- 
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Нетрудно  видеть,  что  ф7нкц1Я  Ф  выражается  сл']^дующимъ  образоиъ 

Ф{х,  у)  =  /■(«,  у)  — Да:^,  Уо)  —  ^[{х  —  я^о)^о^<^  +  (у  —  у^)ш(о]  = 

» 

=  /■(^5,  у)  —  й^оу  Уо)—Ро(^  —  Хо)  —  9о(у—Уо)^ 

ГА^  Ро  И  ^^  значен1л  частныхъ  производныхъ  /]^ ,  ^^  для  точекъ  фигу- 
ры тах1т1  Е. 

Лемма  I.  ДвЪ  фигуры  гоах1т1,  соотв{>тствующ1я  двумъ  различнымъ 
точкаиъ    Сг^,    О^  плоскости  П  не  могутъ  яш^тъ  общихъ  точекъ- 

Доказательство  очень  иросто.  Предположинъ  обратное;  иусть  будетъ 
существовать  общая  точка  М^^х^,  у^)  у  двухъ  фигуръ  тах1т1.  Обоз- 
начая оряиоугольныя  координаты  точекъ  О^,  0^  черезъ  {р^,^^), 
(^2  1  92^9  получимъ  равенства 

С(^1  »    Ух)  =  Рх  »  /*у(^1  »    Ух)  =  «1  ^ 

/х(^1  »    Ух)  =  Р2  «  /"у  (^1  »    Ух)  =  «2  У 

который  противор^чатъ  существоваи1Ю  для  точки  М^  опред1^ленныхъ 
частныхъ  производныхъ  перваго  порядка,  ибо  точки  О^  и  О^  по  пред- 
положен1Ю  различны  между  собою  и,  следовательно,  не  иогутъ  удо- 
влетворяться заразъ  неравенства  Ру=Р2^  в'1  =  ?2- 

Изъ  этой  леммы,  какъ  сл'1^дств1е,  вытекаетъ,  что  дв*]^  фи17ры  та- 
х1т1,  соотв'Ьтствующ1я  различнымъ  точкамъ  плоскости  ^7,  должны  ле- 
жать одна  вн^  другой.  При  этомъ  линейныя  или  площадныя  части 
одной  фигуры  не  могутъ  касаться  подобныхъ  же  частей  другой,  ибо 
при  переход*  черезъ  точку  касан1я  съ  одной  фигуры  на  другую  част- 
ныя  производныя  перваго  порядка  переставали  бы  быть  непрерывными. 

Лемма  II.  Пусть  будутъ  даны  дв*  фигуры  тах1т1  З^  и  Бг*  соот- 
в4тствующ1я  двумъ  точкамъ  ©Д^!,  ^^)  ©2(^2»  ^г)  плоскости  Л-  Возь- 
мемъ  любую  точку  фигуры  2)  и  обозначимъ  ея  координаты  черезъ  л;^, 
у, ;  подобнымъ  же  образомъ,  пусть  будутъ  координаты  произвольной 
точки  фигуры  Е2  обозначены  черезъ  а^з»  Уг* 

Будетъ  всегда  им^ть  м^сто  неравенство 

(^1  —  ^2)  (Рг  —  Рг)  +  (у  1  —  Уг)  (?1  —  г2)<  ^  ' 

Въ  самомъ  д4лЬ,  на  основан1и  того,  что  точка  (х^ ,  у^)  принадле- 
житъ  фигур*  тах1т1,  соответственной  точк*  О^,  им^егь  м-Ьсто  нера- 
венство 

/*(л?»  у)— Лл?!,  У,)— ^^Дд^— Д?!)  — гДу— У1)^0, 
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гд'Ь  знакъ  равенства  относится  къ  точкамъ  фигуры  тах1т1  З}.  Взявъ 
точку  (а^з,  Уа)  второй  фигуры  тах1т1,  получаемъ  неравенство 

(1)  ({х^ .  Уг)  —  А^1  >  Ух)  —  VI  (л?2  —  ^х)  —  91  (Уг  —  Уд  <  ^  • 

Подобнымъ  же  образонъ  для  фигуры  шах1т1  ^2  ии^Ьетъ  м^^сто  не- 
равенство 

Ял?»  у)  — /'(л:2,  У^  —  р%{х  —  х^  —  ^^{у  —  у^  <0> 

Примененное  къ  точк*  {х^ ,  у^)  первой  фигуры,  оно  даетъ 

(2)  /(Л^!  ,    Ух)  —  ЯЛ?2  У    Уд  ~  Р2^^1  —  ^2^  —  92 ^У1  "  У2^  <  ^  ' 

Складывая  неравенства  (1)  и  (2),  получимъ 

(Р2  —  Рх)  (^2  —  ^1)  +  (^2  —  «1)  (У2 -- УхХ  О  ' 

что  и  требовалось  доказать. 
Итакъ,  мы  видимъ,  что  им']Ьетъ  м^сто  всегда  неравенство 

ЛхЛр-\-АуЛд  <0, 

гд*  Лх  и  Л  у  суть  приращен1я  координатъ^  соотвЬтствующхя  пере- 
ходу отъ  точки  одной  фигуры  гаахгш!  ^\  къ  точк'Ь  другой  фигуры  Ег, 
а  Лр  и  Лд  суть  соотв'Ьтственныя  приращев1я  первыхъ  частныхъ 
производныхъ. 

Обращаемся  теперь  къ  закону  перем'Ьщен1Я  вн^шнихъ  контуровъ  при 
перем'Ьщен1и  точки  в-  внутри  круга  ^. 

Лемма  III.  Два  вн'Ьшнихъ  контура  Зь  Зг»  соотв'Ьтствующ1е  двумъ 
точкамъ  6^1  (р^,  81),  6^2(^2»  ^2)  плоскости  27,  не  пересекаются  между 
собою,  а  лежатъ  одинъ  ва^  другого. 

Разсмотримъ  на  плоскости  даннаго  контура  прямую  X,  определяе- 
мую  уравнен1емъ 

^1  {х  —  х^)  +  ^1  (у  —  Ух)  —ро{х  —  х^  —  ^з^У  —  Уа)  + 

+  /^^1»    У1)  — Д^2'    У2)  =  ^» 

где  д;, ,  у^  координаты  какой  нибудь  точки  фигуры  шах1по11  З] ;  х^^у^ 
координаты  какой  нибудь  точки  фигуры  Зг-  Покажемъ  теперь,  что 
все  точки  фигуры  21  лежатъ  по  одну  сторону  прямой  Ь  на  конечномъ 
разстоян1и;  подобнымъ  же  образомъ,  все  точки  фигуры  Ег  лежатъ  по 
другую  сторону  этой  прямой. 
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Обозначииъ  черезъ  х[,  у[  координаты  какой  нибудь  точки  фигуры 
Е1,  отличной  отъ  точки  (жц  у^);  если  фигура  Е1  будетъ  состоять  изъ 
одной  точки,  то  будетъ  х^^х^,  у[  =  Уг 

Обозначая  первую  часть  уравпен1я  нрямой  Ь  черезъ  (о{х,  у),  по- 
лучимъ 

(^(х[.  у[)^Р1(х[  —  х^)  +  д^(у[  —  у^)  —  р^(х[--х^)  —  д^{!у[—у^)-\г 

Разсмотрииъ  функфю  Ф(х,  у),  соотв']^тствую1цую  фигур^^  тах1т1  3) 
и  ея  точк*  (а?!,  у^),  и  обозпачимъ  ее  черезъ 

^..../^'  у)- 

Получаеиъ 

*»1Л^^'  »)  =  А^»  у)  — /"(л^х.  У1)  —  Р1{х'-х^)  —  д^(у-'у^), 

^^*^1у/^1'  уО"^  ^  сл-Ьдовательно, 

/■^1,  У1)  +  Р1(Д^1  — л:,)  +  «1(у1  — у,)  =  Ад:1',  Ух). 
Следовательно 

о){х[ ,  у;)  =  Ф^у^(х[ ,  у!)  ^  —  «^1 ,  ' 

гд*  (^1  есть  разность  между  -^'^р^^^Сл^г»  Уг)  **  наибольшимъ  значен1емъ 
Рх^у^{х ,  у)  для  различныхъ  точекъ  фигуры  Е^ . 

Нетрудно  вид'Ьть,  съ  другой  стороны,  что  с()(х^^  Уд),  гдЬ  х^,  Уа 
суть  координаты  какой  нибудь  точки  фигуры  3»2,  можетъ  быть  выра- 
жена черезъ  значеи1е  функцш  Фх^^^^(х,  у),  а  именно 

гд4  (^2  есть  разность  между  ^^^^^{хх^  у^)  и  наибольшимъ  значен1емъ 
функцш  1'^^^^(х,  у)  для  различныхъ  точекъ  фигуры  Ез-  Отсюда  мы 
видимъ,  что  ш(л;(,  у[)  и  <х>{х2,  Уг)  равныхъ  знаковъ  и  по  абсолютной 
величин'Ь  не  меньше  меньшаго  изъ  чиселъ  ^1  ^  б^.  Сл^^довательно,  дв^^ 
фигуры  гаах1т1  Ег ,  &2  >  &  сл'Ьдовательно,  и  ихъ  внешн1е  контуры  ле* 
жатъ  по  разныя  стороны  прямой  ^^  Кром'Ь  того,  если  мы  проведемъ 
прямыя  параллельным  прямой  X:  одну  со  стороны  контура  &1  на  раз- 
стоян1и 
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другую  со  стороны  контура  Е2  ва  разстоян1и 

б. 


ТО  въ  иространств']^  между  этими  прямыми  не  будетъ  точекъ  принад- 
лежащихъ  контурамъ  Е}  и  Зд  >  что  и  требовалось  доказать. 

Введемъ  теперь  въ  разсмотр^н1е  разстояше  межлу  двумя  внешними 
контурами,  разумея  подъ  нимъ  кратчайшее  разстолн1е  между  точками 
этихъ  двухъ  контуровъ. 

Будемъ  теперь  дв'Ь  точки  плоскости  П  сближать;  покажемъ,  что  раз- 
стояние  между  соответственными  контурами  можетъ  быть  сд']Ьлано  сколь 
угодно  малымъ  при  достаточномъ  сближен1и  точекъ.  Докажемъ  для  этой 
ц'кли  следующую  лемму. 

Лемма  IV.  При  безиред']^льномъ  приближен1и  точки  О^  къ  точк'Ь  бг, 
соотв-Ьтственпый  контуръ  Ед  безпред-Ьльно  приближается  къ  контуру  21. 

Эта  лемма  можетъ  быть  точн']^е  формулирована  такъ:  при  достаточ- 
номъ сближен1и  точекъ  О^  и  О^  можно  сд'Ьлать  разстояше  между  дву- 
мя соотв']^тственными  контурами  меньше^  всякаго  напередъ  заданнаго 
положительнаго  числа.  Допустимъ  обратное,  а  именно,  что  вокругъ 
контура  21  можно  описать  контуръ  О,  ьЛ  точки  котораго  на  конеч- 
номъ  разстоян1и  отъ  точекъ  контура  21,  и  внутрь  котораго  не  могутъ 
попадать  точки  контура  22 ,  какъ  бы  мы  близко  отъ  точки  О^  нк"  вы- 
бирали точку   02  • 

Возьмемъ  неравенство 

Тогда,  принимая  во  вниман1е,  что 

гд*  1'\у^{х1,  у,)  =  -4  есть  тахтига  функщи  ^^гху,^^'  У)»  получимъ 

Въ  самомъ  д*л*,  точка  (^2,  Уг^  ио  предположен1Ю  остается  всегда 
вн-Ь  контура  С;  .сл-Ьдовательно,  -Рд.  ^/д^г  У2)  '^^  превосходитъ  н-Ькото- 
раго  положительнаго  числа  В  меньшаго  Л. 

И  такъ,  мы  видимъ,  что 

откуда 
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Мы  приходимъ  въ  очевидному  противор']Ьч1Ю,  ибо  при  достаточнонъ 
сближении  точевъ  (х^  и  Сг^  приращенхя  Ар  и  ^^  могутъ  быть  сколь 
угодно  малы. 

Лемма  V.  При  приближенш  точки  0.(%=1,  2,  3...)  къ  точк*]^  в-^ 
соответственный  вн'1шн1й  ковтуръ  3,2  приближается  къ  вв^^шнему  кон- 
туру 5о  такимъ  образомъ,  что  точка  фигуры  тах1т1  3^  не  можетъ 
приближаться  къ  точкамъ  свободной  стороны  контура  2о- 

Допустимъ  обратное.  Предположимъ,  что  точка  (х^  у,)  фигуры  та- 
Х1т1  2^  приближается  къточкЬ  (х^,  у^)  свободной  стороны  контура  2о- 
Будемъ  обозначать  черезъ  х^,  у^  координаты  какой  нибудь  изъ  точекъ 
фигуры  шах1т1  2о  >  не  указывая  которой  именно. 

Разсмотримъ  тождество 

<^*,у/^о .  Уо)  —  Ф*,у,(^о «  Уо)  =  ^^хвуо^^о  у!)  + 

+(Ро  —  р,)(л?о— л;о)-+(го  ^?|)(Уо— Уо)- 
Точку  (х^у  у^  можно  всегда  выбрать  такимъ  образомъ,  чтобы  было 

(Ро  — Р<)(^о  — ^о)  +  (9о  — «ЛУо  — Уо)^^5 

для  этой  ц']^ли  достаточно  указать  касательную  къ  контуру   &о  парал- 
лельную прямой 

такую,  чтобы  точки  {х^  у^  и  контуръ  2о    лежали    по  разныя    стороны 
этой  касательной. 
Получаемъ  неравенство 

Такъ  какъ  точка  {х'^,  у^)  не  иринадлежитъ  фигур'Ь  тах1т1  3^,  то 
существуетъ  такое  положительное  число  с^,  что  им'кетъ  м']Ьсто  нера- 
венство 

Ф.оУо(^0    Уо)  <  -  ^• 

Отсюда,  принимая  во  вниман1е,  что  Ф^.у^х^,  у^К^у  получимъ 

1*х,у/^о  Уо)1>*- 

'  и  такъ,  мы  пришли  къ  очевидному  протввореч1Ю,  ибо  последнее  нера- 
венство должно  им'Ьть  м'^сто  при  всевозможныхъ  значешлхъ».  Но  при 
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увеличенш  значка  г  И11']^мъ,  что  11т(а:^)««я?о,  Ит(у,.)зау^.  Отсюда 
на  основаши  непрерывности  функщи  /(х,  р)  и  йОнечности  велячинъ 
р^  и  д.  получимъ,  что  при  достаточно  большихъ  значен1яхъ  »  будетъ 
им'Ьть  м']^сто  неравенство 

\%1,Мо  »^'1-=|Дл?а  Уо)-Г(^^  У)—рМо  —  ^1)-9М  —  уМ<''^ 

гл:Ь  €  произвольно  малое  положительное  число,  что  противорЪчитъ  не- 
равенству, написанному  раньше. 

Лемма  VI.  При  безпред']&льномъ  приближен ш  вн^шняго  контура  &2 
къ  контуру  3|  точка    О2  приближается  къ  точк*   в^. 

Эта  лемма  есть  предложен1е  обратное  лемм*  IV  и  сл^дуетъ  непо- 
средственно  изъ   леммы   У    и  непрерывности    первыхъ    производныхъ 

К(^4  у).  /'уСл^,  у)' 

Возьмемъ  на  плоскости  И  дв4  определенный  точки  Сг^  и  Сг^.  Пусть 
будутъ  соота-Ьтственные-^внйпнИе  контуры  Нх ,  Ег-  Нетрудно  убе- 
диться, что  иерем'Ьщен1Ю  точки  по  прямой  О^Сг^  будетъ  соответство- 
вать непрерывная  полоса  внешиихъ  ковтуровъ,  идущая  отъ  контура 
^1  къ  контуру  22-  Въ  сказанномъ  мы  убедимся  сл^дующимъ  обра* 
зомъ.  Проведемъ  произвольное  поперечное  с^ченхе  Р  заданаго  контура, 
делящее  внутренность  контура  на  две  области  Л^  В,  въ  которыхъ 
лежатъ:  въ  одной  контуръ  Ё1 ,  въ  другой  контуръ  &2  •  Покажехъ  те- 
перь, что,  какъ  бы  ни  было  проведено  поперечное  сечете  Р,  буде^гъ 
существовать  на  прямой  О^  О^  между  точками  в^  и  О^  такая  точка 
6^0,  соответственный  контуръ  которой  Зо  имеетъ  общ1я  точки  съ 
лин1ею  р. 

Разделимъ  отрезокъ  6?^  (л^  пополамъ  точкою  вд.  Координаты  этой 
последней  будутъ 

/Р1+Р2     ^1  +  д2\ 

I      2      '        2      ;• 

Раасмотримъ  контуръ  Зз»  соответствующ1й  точ&е   О^. 

Можетъ  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  этотъ  контуръ  3^  будетъ 
иметь  точки  общ!я  съ  лин1ею  Р,  и  тогда  теорема  справедлива,  или  же 
нетъ.  Тогдй  контуръ  3^ ,  не  касаясь  лин1и  Р,  долженъ  лежать  въ  одной 
изъ  областей  А,  В'  Пусть  Зз  лежитъ  въ  области  А\  тогда'  возьмемъ 
за  новыя  точки  в!^^ ,  Сг^^^  точку  О^  и  точку  в-^ ,  при  чемъ  первой 
соответствуетъ  контуръ  Зз ,  лежащ1й  въ  области  А ,  а  второй  контуръ 
З2,  лежапий  въ  области  В-  Если  контуръ  Зз  попадаетъ  въ  область  Б, 
то  принимаемъ  за  точки  Сг!^\  в^^>  точки  О^,  О^^  Делимъ  те- 
перь далее  отрезокъ  Сг^^  О^^  точкою  &^^  пополамъ  и  ириннмаемъ 
ва  новыя  точки    (?р\  а^^  илп   точки    в^^  6?^*>,  или  точки    0^\  О^^^ 
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такииъ  образомъ,  чтобы  вонтуръ  точки  0[^^  лежалъ  въ  области  Л,  а 
контуръ  точки  О^^^  въ  области  В.  Мы  предполагаемъ  конечно,  что 
контуръ  точки  (?^^>  не  ии'Ьетъ  общихъ  точекъ  съ  лин1ею  Р,  ибо  ина- 
че справедливость  теоремы  сл'Ьдуетъ  непосредственно. 

Продолжал  дал^е  скаванное  д'Ьлеше  нромежутковъ,  мы  или  придемъ 
непосредственно  къ  точк'Ь  бгз^^,  контуръ  которой  им^етъ  общ1я  точки 
съ  лин1ею  Р,  или  же  оолучииъ  два  безконечвыхъ  ряда  точекъ 

&1'  б^1^^  ер.  рг^...,е^ 

приближающихся  къ  н']^которой  точк'Ь  69^^'  Докажемъ,  что  эта  пре*^ 
Д'Ьльная  точка  им'Ьетъ  контуръ  Ео,  им&ющ1й  общхя  точки,  съ  линхею 
р.  Допустимъ  обратное,  а  именно,  что  контуръ  2о  н<^  ии^етъ  общихъ 
точекъ  съ  лин1ею  Р  и  что,  сл'Ьдовательно,  онъ  лежитъ  въ  одной  изъ 
областей  А^  В.  Предположимъ,  что  онъ  лежитъ  въ  области  Л*  Раз- 
смотримъ  контуры,  соотв1^тствующ1е  ряду  точекъ 

Вс^  эти  контуры  лежатъ  въ  области  В  и,  сл'Ьдовательно,  на  конеч- 
номъ  разстоян1и  отъ  контура  &о «  ^'''о  приводитъ  къ  противор'Ьч1ю,  ибо 
точки  О^^  съ  увеличен1емъ  значка  г  приближаются  сколь  угодно  близ- 
ко къ  точк*]^  Сг^.  И  такъ,  мы  видимъ,  что  предельный  контуръ  2о 
долженъ  ииЬтъ  обиця  точки  съ  лишею  Р. 

Высказанное  иредложен1е  можетъ  быть  выражено  еще  такъ:  при  пе- 
рем'Ьщев1и  точки  по  прямой  (З^^б^з  соотв'Ьтствевный  вонтуръ  описы- 
ваетъ  некоторую  непрерывную  полосу.  Будемъ  называть  подобную  по* 
лосу  прямолинейною  полосою,  связывающею  два  контура  Е}  и  Зз- 

Очевидно,  что  всякхе  два  произвольныхъ  контура  могутъ  быть  свя- 
заны одною  и  только  одною  прямолинейною  полосою. 

Возьмемъ  въ  плоскости  П  некоторый  сомкнутый  криволинейный  кон- 
туръ простого  вида,  т.  е.  такой,  который  пересекается  всякою  прямою 
въ  двухъ  точкахъ.  Возьмемъ  на  этомъ  контуре  рядъ  точекъ  (т^ ,  О^, 
^8'  "* '  ^п*  Соедивимъ  эти  точки  пр^шыми  лишями;  тогда  получимъ 
некоторый  многоугольникъ  (т),  6^2»  *  -  *>  ^п*  ^1  >  иписанный  въ  разсма- 
триваемый  контуръ.  Построивъ  внешше  контуры  Е] ,  Е^ , .  - . ,  Еп ,  со- 
ответствующ1е  различнымъ  вершинамъ  нашего  многоугольника,  мы  мо- 
жемъ  съ  каждой  изъ  сторонъ  многоугольника  сопоставить  прямолинейную 
полосу,  связывающую  каждые  два  последовательные  изъ.  ряда  внеш- 
нихъ  контуровъ  2) ,  Ег,  ...,Ея.  Получимъ  рядъ  прямолинейныхъ  по- 
досъ,  начинающ1йся  съ  нЪкотораго  контура  Е^,  непрерывно  проходя- 
Ш\й  черезъ  все  контуры  Е|^1 , . . . ,  Еп ,  Е1 , . .  • ,  Е»^1  я  заканчивающШса 
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въ  томъ  же  контур'Ь  2^-  Такимъ  образомъ  мы  прихолимъ  къ  понят1Ю 
о  мноюуюльномь  цикли  вн'Ьшнихъ  контуровъ. 

Увеличивая  до  безконечности  число  сторонъ  вписаннаго  многоуголь- 
ника такимъ  образомъ,  чтобы  вс^  стороны  беяконечно  уменьшались,  мы 
приходимъ  къ  П0ЯЯТ1Ю  о  криволинейномъ  ииклть,  какъ  пред'Ьльной  фи- 
гуре по  отношению  къ  соотв']^тствующему  многоугольному  циклу. 

Всяк1Й  криволинейный  циклъ  будетъ  обладать  свойствомъ,  что  ияъ 
всякой  его  точки  можно  будетъ  попасть  въ  другую,  принадлежащую 
ему  точку,  непрерывнымъ  передвижен1емъ  по  точкамъ  цикла.  Бу- 
демъ  называть  каждый  изъ  контуровъ,  образующихъ  циклъ,  элементомъ 
цикла.  Каждый  криволинейный  циклъ  разбиваетъ  вс^  контуры  на  дв^ 
категорш:  внутреннее  относительно  цикла  и  вн'Ьшн^е  относительно  него. 

Мы  будемъ  называть  контуръ  внутреннимъ  относительно  цикла,  если 
нельзя  попасть  изъ  точекъ  его  на  основной  контуръ  С  непрерывнымъ 
движешемъ,  не  пересекая  цикла. 

Нетрудно  уб']Ьдиться,  что,  если  мы  разсматриваемъ  Я'Ькоторый  циклъ 
X  и  соответственный  контуръ  Л  на  плоскости  1Г,  то  контурамъ  ша- 
хт], внутреннимъ  относительно  цикла  X,  будутъ  соответствовать  точ* 
ки  плоскости  П,  лежащ1я  внутри  контура  А\  и  обратно. 

Мы  докажемъ  это  предложение,  проводя  черезъ  контуръ,  лежащ1Й 
внутри  цикла  X,  всевозможныя  прямолинейныя  полосы  и  замечая,  что 
каждая  изъ  этихъ  полосъ  должна  пересекать  циклъ  по  крайней  м^ре 
въ  одномъ  элементе. 

Теперь  обрап;аемся  къ  доказательству  следующаго  весьма  важнаго 
предложен1я. 

Теорема.  Внешн1е  контуры  заполняютъ  непрерывнымъ  образомъ  вну- 
тренность цикла,  соответствующаго  кругу  ^^ 

Можно  было  бы  доказать  предложен1е  более  общее,  что  внешнее 
контуры  заполняютъ  непрерывнымъ  образомъ  внутренность  заданнаго 
контура  С'  Въ  виду  того,  что  подобное  доказательство  должно,  оче- 
видно, основываться  на  свойствахъ  данваго  контура,  а  также  въ  виду 
того,  что  это  распростраше,  не  представляя  особенной  трудности,  из- 
лишне для  ближайшей  цели,  поставленной  въоснованее  всего  мемуара, 
мы  здесь  ограничимся  доказательстиомъ  теоремы  въ  томъ  виде,  какъ 
она  высказана. 

Не  трудно  видеть,  что  наша  теорема  можетъ  быть  иначе  формули- 
рована такъ:  всякая  точка  плоскости  внутри  цикла  К^  соответствую- 
щаго кругу  ^  плоскости  Л,  должна  принадлежать  какому  нибудь  изъ 
внешнихъ  контуровъ  или  лежать  внутри  его. 

Возьмемъ  произвольную  точку  ТГ  внутри  цикла  К.  Разобьемъ  фи- 
гуру ^  плоскости  П  сетью  пересекающихся  поперечныхъ  сеченхй  на 
меньшая  части.  Напримеръ,  для  определенности   речи    можно    будетъ 
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разбить  &онтуръ  ^  на  Бвадраты  сЬтью  орямыхъ  лин1й.  Очевидно,  что 
сЬти  квадратовъ,  проведенныхъ  на  плоскости  Л,  будетъ  соответство- 
вать на  плоскости  {х,  у)  сЬть,  образованная  двумя  пересекающимися 
системами  прямоливеЁныхъ  лолосъ,  разбивающая  внутренность  цикла 
К  на  известное  число  участковъ,  ограниченныхъ  цик^тми,  соответ- 
ствующими контурамъ  квадратныхъ  кл^токъ  нашей  с^ти.  Случится, 
очевидно,  одно  изъ  двухъ:  или  точка  IV  окажется  принадлежащей  ка- 
кому либо  контуру  сети  иолосъ,  или  будетъ  находиться  внутри  одно- 
.го  изъ  этихъ  участковъ  ^^.  Въ  первомъ  случаЬ  точка  ТУ  удовлетво- 
рлетъ  высказанному  предложен1ю,  во  второмъ  же  случае  беремъ  соот- 
ветственный квадратъ  п^  плоскости  П-  Разобьемъ  этотъ  квадратъ  на 
меньш1е;  тогда  внутренность  цикла  ^^  разобьется  на  систему  новыхъ  цик- 
ловъ,  и  опять  возьиемъ  тотъ  изъ  новыхъ  цикловъ  ^2  1  внутри  котораго 
лежитъ  разсматриваемая  точка  ТУ,  если  только  эта  точка  не  попадаетъ 
на  какой  нибудь  контуръ  сети.  Укажемъ  квадратъ  ^2,  соответствую- 
Щ1Й  циклу  К^,  и  будемъ  его  делить  на  новые  квадраты.  Такимъ  пу- 
темъ  можетъ  произойти  оддо  изъ  двухъ:  или  точка  ТУ  попадетъ  на 
одинъ  изъ  контуровъ  одной  изъ  указанныхъ  сетей,  или  же  получимъ 
безконечный  рядъ  квадратовъ 

обладающей  следующими  свойствами: 

1)  каждый  изъ  этихъ  квадратовъ  заключаетъ  внутри  себя  все  по- 
следующ1е, 

2)  этимъ  квадратамъ  соответствуютъ  циклы  ^?^ ,  ^V2 ,  •  • .  ,  обладаю- 
щ1е  свойствомъ  заключать  внутри  себя  точку  ТГ* 

Бели  стороны  квадратовъ  ряда  п, ,  п^,  п, ,  •  •  •  убываютъ  такимъ 
образомъ,  что  отиошеи1е  стороны  каждаго  следующаго  квадрата  къ 
стороне  предыдущаго  не  превосходитъ  некотораго  числа  меньшаго  еди- 
ницы, то,  очевидно,  что  такой  рядъ  квадратовъ  определяетъ  некото- 
рую предельную  точку  п^  плоскости  Д  или,  другими  словами,  неко- 
торую пару  чиселъ  р  и  д. 

Внешн1Й  контуръ,  соответствующ1й  точке  По  долженъ,  очевидно, 
представлять  изъ  себя  фигуру,  къ  которой  приближается  циклъ  К^^  по 
мере  увеличен1я  значка  к  и,  следовательно,  предельный  внешн1Й  кон- 
туръ долженъ  представлять  фигуру,  заключающую  внутри  себя  точку 
ТУ-  Въ  частномъ  случае  контуръ  можетъ  обратиться  въ  точку    ТУ» 

Внешн1е  контуры,  какъ  мы  уже  видели,  образуютъ  всегда  простую 
сомкнутую  фигуру  безъ  входящихъ  частей  и,  следовательно,  могутъ 
иметь  въ  качестве  нредельныхъ  фигуръ  или  точку,  или  отрезокъ 
прямой. 

17 
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Будеиъ  называть  случай  вн'Ьшняго  контура,  обращающагосл  въ  точ- 
ку, случаемъ  изолированнаю  пклхтит'а. 

Прямолинейные  вн']^шн1е  контуры  зюгутъ  заполнять  площадки  ко- 
нечныхъ  разм1^ровъ,  которыя  будемъ  называть  линейчатыми. 

Дадииъ  теперь  строгое  доказательство  существован1Я  безчисленнаго 
множества  изолированныхъ  тах1гаа. 

Возьмемъ  произвольный  вн'Ъшн1Й  контуръ  Л  и  на  немъ  выходящую 
точку  М*  Изъ  точки  Л/,  какъ  центра,  онишемъ  окружность  В  тако- 
го рад1уса,  чтобы  она  пересекала  данный  вн'Ьшн1Й  контуръ.  Я  утвер- 
верждаю,  что  точкамъ  круга  В ,  лежащимъ  вн'Ь  контура  А ,  долженъ 
соответствовать  циклъ  внешнихъ  контуровъ,  огибающ1Й  некоторое  про- 
странство, заключенное  внутри  круга. 

6ъ  самомъ  д'Ьле,  разсмотримъ  касательную  въ  точке  М  къ  внешне- 
му контуру  А>  Эта  касательная  пересекаетъ  кругъ  В  въ  двухъ  точ- 
кахъ  М^  и  Ж2  д1аметрально  противоположныхъ.  Точки  встречи  ^^  и 
^2  круга  съ  внешнимъ  контуромъ  Л  должны  лежать  по  одну  сторону 
касательной  Ж^^122,  ибо  весь  контуръ  А  лежитъ  по  одну  сторону  ка- 
сательной. Точки  а^  и  ^2  могутъ  конечно  совпадать,  если  данный  кон- 
туръ прямолинейный.  Возьмемъ  на  круге  В  две  произвольныя  точки, 
лежаЩ1я  вне  контура  А,  носътой  же  стороны  касательной,  что  и  кон- 
туръ: одну  Р^  между  точками  М^  и  N1,  другую  Р^  между  точками 
Жз  и  ^Уд.  Точки  Р^  и  Р^  не  могутъ  принадлежать  одному  и  тому  же 
внешнему  контуру  А^ ,  ибо  въ  обратномъ  случае  прямая  Р^Р^  пересе- 
кала бы  контуръ  А  и,  следовательно,  контуры  А  и  А^  имели  бы  об- 
Щ1Я  точки.  И  такъ,  двигаясь  по  кругу  В  въ  обе  стороны  отъ  контура 
А,  мы  получаемъ  две  криволинейныя  полосы  контуровъ,  которыя  дол- 
жны, очевидно,  замкнуться  въ  циклъ.  Нетрудно  видеть,  что  этому 
циклу  О  будетъ  соответствовать  замкнутый  контуръ  2  на  плоскости 
Л.  Возьмемъ  внутри  контура  2  произвольную  точку  Д.  Этой  точке 
внутри  цикла  в-  соответствуетъ  некоторый  внешн1Й  контуръ  Л'.  Этотъ 
контуръ  можетъ  обращаться  въ  точку,  и  тогда  существование  изолиро- 
ваннаго  юах1тит'а  доказано.  Если  контуръ  А'  не  обращается  въ  точ- 
ку, то  мы  разсуждаемъ  относительно  его  такъ  же  какъ  относительно 
контура  А-  Беремъ'на  немъ  выходящую  точку  31\  проводимъ  изъ  точ- 
ки М'  какъ  центра  кругъ  В'  рад1уса  меньшаго  половины  рад1уса  круга 
Б,  пересекающ1й  контуръ  А'  и  не  встречающ1Й  цикла  О,  что  всегда 
возможно,  ибо  контуры  не  касаются  между  собою.  Кругу  В'  будетъ 
соответствовать  новый  циклъ  О'  и  новый  контуръ  2\  лежащ1Й  вну- 
три контура  2.  Возьмемъ  внутри  контура  2'  произвольную  точку  Ы'  * 
Этой  точке  будетъ  соответствовать  контуръ  А"*  Если  контуръ  А" 
обращается  въ  точку,  теорема  доказана.  Если  же  контуръ  А"  не  пред- 
ставляетъ  точки,  продолжаемъ  разсужден1е  далее.    Беремъ  на  контуре 
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А*  выходящую  точку  ж ,  изъ  этой  точки  какъ  центра  проводинъ  кругъ 
В'  рад1уса  меньше  половины  рад1уса  круга  Ъ' ,  не  встр^чающ1Й  цикла 
От'.  Продолжал  дал^е  указанное  построение,  мы  придемъ  къ  одному  изъ 
двух'Ь  случаевъ:  или  непосредственно  укажемъ  изолированный  тах1тип), 
или  рядъ  круговъ  ^В,  Ъ\  В",'»-  будетъ  неоиред']^лено  продолжаться, 
и  тогда  эти  круги  приближаются  къ  н']^которой  предельной  точк'Ь  М^- 
Докажемъ  теперь,  что  предельная  точка  М^  будетъ  изолированнымъ 
тах1шит'омъ. 
Докажемъ  предварительно  следуюп;ую  лемму. 

Лемма  VII.  На  вслкомъ  внешнемъ  контуре,  соотв^тствующемъ  точке 
Сг^(р1,  ^^)  плоскости  27 ,  можно  указать  точку  (я;^,  у^) ,  принадлежащую 
фигуре  тахш],  такую,  что  для  всякой  свободпой  точки  {х[,  у[)  этого 
контура  имеетъ  место  неравенство 

где 

КуМг  •  Ух) 

функц1Л,  соответствующая  точке  Сг^  плоскости  л.    Пусть   будутъ    ко- 
ординаты точки  Оо  Ро  ^  ^о' 
Тогда  имеемъ,  очевидно, 

где 

^  =  (Р1  —  Яо)  К  —  ^х)  +  («1  —  «о)  (У1  —  2/1^  • 

Теперь  мы  видимъ,  что 

ибо  точка  (х[у  у'^  не  припадлежитъ  фигуре  тах1т1. 

Что  же  касается  величины  4,  то  мы  всегда  можемъ  точкою  (ж^ ,  у^) 

распорядиться  такъ,  чтобы  было  ^^0. 

Въ  самомъ  деле,  проведемъ  къ  контуру,  соответствующему  точке 
О^ ,  касательную,  наиравлен1е  которой  перпендикулярно  къ  прямой 
Сг^в^,  если  оси  координатъ  плоскости  Л  считать  совпадающими  съ 
осями  координатъ  плоскости  (гс,  у),  заставляя,  конечно,  обЪ  плоскости 
совпасть.  Такихъ  касательныхъ  будетъ,  очевидно,  две;  возьмемъ  бли- 
жайшую къ  точке  (х^,  Уо).  Точки  касан1я  этой  касательной  съ  соот- 
ветственною фигурою  тах1т1  могутъ  быть  приняты  за  точку  (л;, ,  у^) , 
ибо  тогда  для  всехъ  точекъ,  принадлежащихъ  контуру,  имеетъ  место 
неравенство  ^^0,  что  и  требовалось  доказать. 
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Продолжаемъ  теперь  прерванное  доказательство.  Возьнемъ  нроизволь- 
ную  точку  внутри  даннаго  контура  С;  пусть  координаты  этой  точки 
будутъ  а?^,  у^.  Эта  точка  М^  будетъ  находиться  на  площади  н*ко- 
тораго  внешня  го  контура.  Предиоложимъ,  что  точка  М^  принаддежитъ 
соответственной  фигур*]^  тах1т1;  потомъ  разсмотрииъ  случай,  когда  точ- 
ка (а?!,  у^)  будетъ  свободная.  Пусть  точка  М^  принадлежитъ  фигуре 
тах1т1,  соотв'Ьтствующей  точк'Ь  (тДр^,  2^)  плоскости  П.  Обозначимъ 
координаты  предельной  точки  М^  черезъ  x^,  у^-  Разсмотрииъ  рядъ 
круговъ  В  у  В\  ^В*,  •-•  .  Соединимъ  на  плоскости  П  прямою  точку 
6г,  съ  точкою  бгд,  ии^юп^ей координаты  |?о,  д^,  съ  которою  стремятся 
совпасть  (на  основан1и  леммы  VI)  контуры  2 у  ^ ,  2^" , . . .  .  Этой  пря- 
мой соотв^тствуеть  прямолинейная  полоса  контуровъ  на  плоскости  о;,  у. 
Разсмотрииъ  циклы,  соответствующее  кругамъ  В ,  В' ,  ^5* ,  •  -  •  Эти 
циклы  пересекаются  съ  прямолинейною  полосою  по  ряду  контуровъ 

5  а'   а" 

Будемъ  обозначать  черезъ  х^у  у^  координаты  точки,  принадлежа- 
щей фигуре  гааххт!  Е^*К — Контурамъ  Е^'^  будутъ  соответствовать  на 
прямой  О^  О^  точки  0^{р^,  д.) ,  приближающ1яся  съ  возрасташемъ  чис- 
ла г  къ  предельной  точке  бг^. 

Докажемъ  теперь,  что  точка  М^  будетъ  представлять  изолированный 
шах1тит. 

Для  этой  цели  достаточно  показать,  что  функц1я 

^хоуо^^»  »)  =  /(л^»  у)  — Ял?о,  Уо)— Ро(^  — ^о)  — ?о(у  — »о) 

будетъ  отрицательная  для  всякой  точки  {х^,  у^)  отличой  отъ  (x^у  у^). 
Согласно  услов1Ю,  мы  предполагаемъ  сначала,  что  {х^ ,  у^)  принадле- 
житъ некоторой  фигуре  тах1т1  51.  Покажемъ  теперь,  что,  если 

Ф:с.у.и»  у)  =  Ал?,  у)  — /*(л?,.,  у,)  —  р^(x  —  x,)  —  ^.(у  —  у^), 

где  {х^,  у,.)  одна  изъ  точекъ  фигуры  тах1т1  Е^*\  то  будутъ  иметь 
место  неравенства 

Последнее  неравенство  очевидно;  что  же  касается  перваго,  то 
можно  заметить,  что  будетъ  иметь  место  тождество 
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гд4 

^  =  (Рг  —  Рг^х)  (^1  —  ^.+1)  +  (^.-  —  ^,+1)  (^^1  —  У^^^)  ' 

Нетрудно  видеть,  что  общая  величина  дробей 

Рг—Р,Ц-1  ?«"~^,4-1 

есть    число    положительное  ^ ,     представляющее   отношен1е    отр']Ьзвовъ 
(^4  6^,4-1 '  ^1  ^н-!  ♦  всл-Ьдств!?  чего  получаемъ 

на  основав1и  же    леммы    II  мы  видимъ,  что  ^  <  О :    кром']Ь  того,    оче- 
видно, 

Сл']^довательно,  неравенство  доказано. 

Будемъ  безпред-Ьльно  увеличивать  число  г .  Тогда  им-Ьемъ 

Ига(л:^)  =  х^ ,        Ига  (у.)  =  у^ . 

Съ  другой  стороны,  на  основаш'и  непрерывности  функцш  ^{х,  у), 

\т[(х.,  у.)  =  /*(а:о,  Уо). 
и  наконецъ 

такъ  что  им'Ьеиъ 

На  основан1и  же  неравенства,  выведеннаго  выше,  получаемъ 

что  и  требовалось  доказать. 

Остается  теперь  разобрать  случай,  когда  точка  (х^^ ,  у^)  свободная. 
Въ  этомъ  случа'Ь,  на  основан1И  леммы  У11,  получимъ  для  одной  изъ  то- 
чекъ  (х[,  у[),  принадлежащихъ  фигур*  тах1га1  контура  З^,  неравенства 

и  доказывающ1я  предложеше. 
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Приведенное  доказательство  существован1я  ияолированныхъ  тах1та 
показываетъ,  что  около  каждой  выходяо^ей  точки  каждаго  нзъ  вн'Ёш- 
нихъ  контуровъ  существуетъ  бевчисленное  множество  изолированныхъ 
тах1та. 

II. 

Обратимся  теперь  къ  геометрическому  толкован1ю  приведенныхъ 
общихъ  инсл'Ьдован1Й,  а  также  сд'Ёлаемъ  н']^которые  выводы,  относя- 
щ1еся  къ  теор1и  уравнен1й  съ  частными  пршзводными  первагО  порядка. 

Если  для  вс']^хъ  точекъ  внутри  контура  С  задана  однозначная  не- 
прерывная функщя  /*(гк,  у),  обрао^ающаяся  въ  нуль  для  точекъ  кон- 
тура и  им'Ьющая  опред'Ьленныя  и  непрерывныя  внутри  контура  С 
частныя  производныя  ('^^x ,  у) ,  ('^{х ,  у) ,  то  т-Ьмъ  самымъ  задана  часть 
поверхности,  ограниченная  плоскимъ  контуромъ  С  Подобная  часть  по- 
верхности можетъ  быть  названа  сегментомъ. 

Независимыя  перем']^нныя  хну  можно  разсматривать,  какъ  это  мы 
и  д'Ьлали  въ  первой  глав']Ь,  какъ  прямоугольныя  координаты  на  плос- 
кости контура  С  Если  мы  возставимъ  въ  начал'Ь  координатъ  перпен- 
дикуляръ  къ  плоскости  Ху  у  1Л,  примемъ  его  за  ось  )ег-овъ,  то  урав- 
нен1е  поверхности  будетъ 

е  =  ({х,  у)  у 

при  чемъ,  по  опред']^лен]ю  функц1и,  это  уравнение  им'Ёетъ  м^сто  лишь 
для  точекъ  лежащихъ  внутри  контура. 

Возьмемъ  какую  нибудь  точку  0^{р^,  ^^)  плоскости  П.  Ей  будетъ 
соответствовать  н-Ькоторый  вн4шн1й  коитуръ  Но-  Пусть  будетъ  одна 
изъ  точекъ  фигуры  тах1т1  этого  контура  М^(x^,  у^). 

Уравнен]е 

^  =  Ро(^  —  ^о)  +  9о(У  —  Уо)  +  /'(^о »  Уо) 

представляетъ  уравнен1е  плоскости  Р,  касательной  къ  поверхности  въ 
ея  точк* 

К»  Уо»  Я^о»  »о)]- 

Эта  касательная  плоскость  им^етъ  общими  съ  поверхностью  всЪ  точки, 
проекц!и  которыхъ  на  плоскость  х^  у  принадлежатъ  фигур'Ь  тахш! 
2о.  Будемъ  называть  фигуру  на  касательной  плоскости,  проекц^ею  ко- 
торой на  плоскости  х^  у  является  вн'Ьшн1Й  контуръ  2о}  элементомъ 
касангяш 

Элементомъ  касания  будетъ  точка,  если  соответственный  тах1тит 
будетъ  изолированный.  Въ  последнемъ  случае  мы  будемъ  называть 
точку  касан1Я  выходящею  точкой  поверхности. 
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Прим'Ьры  простМшихъ  поверхностей:  шара,  эллипсоида  и  другихъ 
показываютъ,  что  выходящ1я  точки  могутъ  заполнять  собою  всю  по- 
верхность. 

Мы  доказали  въ  первой  глав*!  необходимость  существован1Я  безчис- 
леннаго  множества  выходящихъ  точекъ  поверхности.  Является  теперь 
важнымъ  узнать,  будутъ  ли  он'Ь  непрерывнымъ  образомъ  заполнять 
в^^которую  часть  конечныхъ  разм']^ровъ. 

Посл-Ь  6езусп']^шныхъ  попытокъ  доказать  это  свойство,  не  предпола- 
гая существован1Я  вторыхъ  проивводныхъ,  л  пришелъ  въ  уб'}^жден1Ю, 
что  оно,  вообще  говоря,  не  им-Ьетъ  м*ста,  т.  е.,  что  могутъ  существо- 
вать поверхности,  выходящ1я  точки  которыхъ  не  заполняютъ  сплош- 
нымъ  образомъ  никакой  площади  конечныхъ  разм'Ьровъ. 

Покажемъ  достойный  вниман1л  прим'Ьръ  поверхностей  такого  рода. 
Эти  поверхности,  которымъ  я  далъ  назван1е  полгэдральныхъ  *),  обла- 
даютъ  следующими  свойствами. 

Он-Ь  представляютъ  н'Ьчто  среднее  между  многогранниками  съ  од- 
ной сторойы  и  кривыми  поверхностями  съ  другой.  Эти  поверхности  суть 
действительно  кривыя,  ибо  при  непрерывномъ  перем'!>щен]и  точки  ка- 
сан1я  касательная  плоскость  всегда  существуетъ  и  м^няетъ  свое  на- 
поавлеше  непрерывно.  Съ  другой  стороны  эти  поверхности  заполнены 
сплошь  плоскими  частями,  число  которыхъ  безконечно  велико.  11о  пос- 
леднему свойству  эти  поверхности  близки  къ  многогранникамъ. 

Подъ  сплошнымъ  заполнен1емъ  плоскими  гранями  мы  разум^емъ  сле- 
дующее свойство  пол1Эдральныхъ  поверхностей.  Какую  бы  часть  по- 
верхности конечной  площади  мы  ни  взяли,  въ  нее  попадаютъ  плоск1я 
грани.  Это  свойство  можетъ  быть  формулировано  еще  точнее. 

Какъ  бы  мала  ни  была  площадь  разсматриваемой  части  пол1Эдраль- 
ной  поверхности,  эта  часть  или  принадлежитъ  вся  плоской*  грани,  или 
въ  нее  попадаетъ  безчисленное  множество  плоскихъ  граней  или  ихъ 
частей. 

Пояснимъ  теперь  теоретическ1я  соображен1я  первой  части  на  при- 
мере пол1Эдральныхъ  поверхностей. 

Возьмемъ  функщго  <^(х)  определяемую  следующимъ  образомъ. 
Определимъ  ее  для  положительныхъ  значен1Й  х> 
Всякое  положительное  число    х  можетъ    быть    представлено    однимъ 
только  образомъ  при  помощи  ряда 

а, 


1=1 


*)  ОтаVё.  8аг  1е8  Л^ев  сотровёев  <1е  раПзев  гёсин^пеа.  Сотр1е8  Кепдав  с1е  1'Аса<1. 
ае  Рап8  (1898.  п^  II). 
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гд*  п  нечетное  число,  а  а^ ,  а, ,  ад ,  •  •  •  Ц'Ьлыя  положительиыя  числа 
или  нули,  при  чемъ  а.<п,  если  I  >  О ;  и  эти  числа,  начиная  съ  н*- 
котораго,  не  равны  не*  п  —  1  - 

Нетрудно  видеть,  что  сказанное  совпадаетъ  съ  представлен1емъ  чис- 
ла X  по  системе  счислен1я,  основание  которой  равно  п- 

Можетъ  произойти  одно  изъ  двухъ: 

а)  въ  ряду  чиселъ 

всЬ  четныя,  будетъ  ли  отличныхъ  отъ  нуля  число  конечное  или  и^тъ, 
ибо  мы  причисляемъ  нуль  къ  числамъ  четныиъ; 

Ъ)  существуготъ  числа  нечетныя,  изъ  которыхъ  первое  а^. 

Пусть  будетъ  п  =  2т — 1  ,  гд*  т  произвольное  натуральное  число. 

Опред']^лимъ  функц]ю  ^{х)  особенно  для  каждаго  изъ  двухъ  слу- 
чаевъ  а),  Ь). 

Въ  случа'6  а)  положимъ 

а,  Оз  а, 

-^  =  ^1 ,     —    =  ^2 »  •  •  •  » "2"  "^  ^^ »  •  •  •  ' 

и  пусть  значен1е  функц1и  ^(х)  будетъ 
Въ  случа*]^  Ъ)  положимъ 


•=*  ь.. 


и  пусть  значен1'е  функщи  ^{х)  будетъ 

1=1 

Мы  исключили  случай,  когда  всЬ  числа  а,.,  начиная  съ  нЬкотораго, 
равны  п — 1,  но  нетрудно  вид-Ьть,  что  опред'Ьлен1е  функц1и  &{х)  го- 
дится и  для  этого  случая. 

Разсмотримъ  это  обстоятельство. 

Если  въ  ряд-Ь  чиселъ  /:|^ ,  аз,  ад,  •••  число  отличныхъ  отъ  нуля  ко- 
нечно, при  чемъ  последнее  а^,  тогда  число  х  можетъ  быть  представ- 
лено въ  двухъ  видахъ 
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•=/-1 

а,    .    а. 


•=г-1  ,         •=00 


^=1  1=1+1 

Если  изъ  чиселъ  а^,  «2 » •  *  •  » ^/  нечетное  только  последнее  а^ ,  то 
число  X  по  первому  виду  представлешя  принадлежитъ  къ  случаю  6),  а 
по  второму— къ  случаю  а). 

Нетрудно  вид^^ть,  что  оба  вида  представлен1Я  числа  х  даютъ  одно 
и  тоже  зиачен1е  функщи  ^(о:). 

Въ  самомъ  ]1Ц^л%  обозначая 

и  зам^Ьчая,  что 

получимъ  для  д-{х)  два  равныхъ  между  собою  значешя 


^^^-^^^>'^^    :;^  +  ^. 


•  =  1 

•=1  <=Ч-1 

Подобнымъ  же  образомъ  не  нриводятъ  къ  противор%ч1ю  и  случаи, 
когда  въ  ряду  чиселъ  а^ ,  Оз ,  •  •  •  ,  а,  или  н-Ьтъ  нечетныхъ,  или  нечет- 
ныя  <А1сла  появляются  раньше  посл^^дняго  а,. 

Итакъ  видимъ,  что  функщя  д'{х)  определена  вполн-Ь. 

По  этому  опред'Ьлен1ю  получаемъ 

^(0)  =  0,         ^(1)=1,         ^(2)  =  2         и  т.  д., 
и,  вообще  говоря,  для  всякаго  натуральнаго  числа  р  получаемъ 
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Кром'Ь  того,  справедливы  сл*дую1Д1я  неравенства:  если  р<л?<р+^, 
то  р<  ^(х)  <  /)  +  1 ,  а  если 

гд* 

0<а<1, 

то 

Щх)=р  +  На). 

Отсюда  мы  видимъ,  что  достаточно  разсматривать  значения   фуакц1И 
ори  а;  <  1  ,  т.  е.  предполагать  а^  =  О . 
ПоЕажеиъ,  что  функщя  ^(х)  неубывающая. 
Возьмемъ  два  значения  х 

•=00 


Если  Х2>  х^,  то,  очевидно,  должно  быть 

а|  =  «1  ,       а2  =  «2  »  •  •  •  »  ^1-1  ~  ^1-1  »       «1  >  «/  э 

гд*]^  число  I  можетъ  быть  равнымъ  единиц!^. 

Если  первое  нечетное   число    въ  этихъ  двухъ    разлозкенхяхъ    будетъ 
^*  =  ^*»  гд*  к<1,  то,  очевидно,  будетъ 

Пусть   теперь    первое    нечетное    число    въ  ряд*  чиселъ    а^ ,  Од , .  •  - 
будетъ  а^^,  а  въ  ряд*  а[,  аз,  «з»  •••    будетъ    а,. 
Придется  разсмотр'Ьть  четыре  случая 

I)  *>г,       5>г, 

II)  к  =  1,        з>1, 

III)  *>г,       5  =  г, 

IV)  к  =  з  =  и 
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- 

•=1 

1=1 

+^ 

гд* 

а,. 

Ь^=  2     при  1<А     и 

^=-г 

Ь^.=  2^    11риу<5     и 

^•~       2 

Мы  видииъ,  что 

Ьу  =  Ьу  при  У  <  г      и 

Ь\>Ьг, 

сл^Ьдовательно, 

Нх^)  >  Нх, 

)• 

Доказательство  не  нарушается,  если  одно  изъ  чиселъ    Тс,  в   или; оба 
безконечно  велики. 

II)  а,+  1  =  2г>,,         а;  =  2&;. 

Тогда  им^емъ 

2б;>2г>,  — 1, 

и,  следовательно, 

ш)  а,=2г»,,     а;ч-1  =  2ь;. 


Тогда  ин^еиъ 


и,  следовательно, 


Ь\>Ъ^, 


IV)  о,  +  1=2Ь,,       о;  +  1  =  2Ь;,       б;>ь,, 

*(а;2)>*(ж,)- 
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Итакъ  доказано,  что  функщя  ^(х)  неубывающая. 

Легко  теперь  доказать  непрерывность  функц1и  *(а;). 

Въ  самомъ  д-Ьл*,  не  трудно  убедиться  въ  сораведливости  неравенства 


0<*(^  +  :^)-*(л:)^;;^, 


гд4  к  произвольное  ц*лое  число. 

Функц1я  ^(х),  какъ  непрерывная,  должна  проходить  черезъ  всякое 
значеше  между  О  и  1  при  изм']^ненш  х  отъ  О  до  1. 

Нетрудно  найти  значен1Я  х ,  при  которыхъ  функщя  эта  имЪетъ  данное 
значеше  у. 

Представииъ  это  значен1е  у  въ  ыахк  ряда 


1=1 


гд*!  &.  ц'Ьлыя  числа  меньшая  т  или  нули. 

Если  въ  ряд-Ь  чиселъ  Ь^ ,  Ьд »  Ьд ,  •  •  -  безчисленное  множество  отлич- 
ныхъ  отъ  нуля,  то  это  значен1е  у  фупкщл  принимаетъ  при  значе- 
Н1И  X  равномъ 

Если  въ  ряд%  чиселъ  Ь^,  \,  &з  *  "  *  конечное  число  отличныхъ  отъ 
нуля  чиселъ,  пусть  последнее  отличное  отъ  нуля  число  будетъ  Ь^; 
тогда  это  знвчен1е 

«=* 


I 


•=1 

фувкц1я  принимаетъ  для  вс^^хъ  значев1й  х  въ  промежутке 

Этотъ  промежутокъ  будегь  представлять  изъ  себя    такъ  называемый 
промежутокъ  неизм'Ьняемости  (^пVа^^аЬ^1^(:а1;82ид)  функц1И  д-(х). 
Такъ  какъ  числа  вида 

1=1 
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гд'Ь  въ  ряду  чиселъ  Ъ^,  2>2  >  *  * '  безчисленное  множество  отличныхъ 
отъ  нуля,  не  заполндютъ  сплошнымъ  образомъ  никакого  промежутка 
между  О  и  1 ,  то,  сл^^довательно,  как1Я  бы  два  числа  а  и  /?  мы  ни  взя- 
ли между  О  и  1 ,  между  ними  будутъ  существовать  промежутки  неиз- 
м'Ьндемости  функщи. 

Обращаемся  къ  разсмотр-Ьв!»  производной  функц1и  ^{х)- 

Нетрудно  вид'Ьть,  что,  если  въ  ряду 


•=оо 
1=1 


существуетъ  по  крайней  м^р'Ь  одно  нечетное  число  а^ ,  при  чемъ  рядъ 
не  обрывается  на  первомъ  изъ  этихъ  чиселъ,  то  x^  попадаетъ внутрь 
промежутка  неизм'Ьняемости  функц1И  ^(х),  и  производная  равна  нулю 

Очевидно,  что  для  начала  каждаго  промежутка  иеизм']^няемости  су- 
ществуетъ равная  нулю  правая  производная,  а  для  конца  промежутка 
равная  нулю  л'Ьвая  производная. 

Покажемъ  теперь,  что  для  копцовъ  промежутка  не  существуетъ 
опред']Ьленной  производной.  Тогда  не  будетъ  опред']^ленной  производной 
и  для  значен1й  д;,  для  которыхъ  ис'Ь  числа  а^^  а2,  ад,  •••   четныя. 

Достаточно  разсмотр'Ьть  начало  промежутка  пеизм^няемости 

9=к 


гд4 
Возьмемъ  два  значения 

^2  =  ^0  +  5  1 
1_ 

^1         -^0  ^^1   » 

гд^^  I  ц'Ьлое  и  безпред'Ьльно  возрастающее  число,  при  чемъ   !>&,  а  ^ 
выражается  такъ 

§—      7 Г.  а>0. 
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Нетрудно   видеть,    что  можно   число    I   подобрать    настолько    боль- 
шимъ,  что  §  будетъ  удовлетворять  неравенствамъ 

Въ  самомъ  д-Ьл*,  §  >  О ,  когда  ат'  <  п' ,  сл-Ьдовательно,  когда  удов- 
летворяется неравенство 


{^)'>- 


а  для  этого  достаточно  положить 

т{а-'  1) 


г> 


т  —  1 


Съ  другой  стороны,  всегда  можно  указать  столь  большое  число  I,   что 
^  будетъ  меньше  всякаго  напередъ  заданнаго  положительнаго  числа  ^. 

Сл-Ьдовательно,  начиная  съ  н4котораго  I,  неравенства  0<^<— г-   б?- 

п 

дутъ  удовлетворяться  и  должно  быть 

•=1 
1=1 


и,  следовательно, 


Но  при  безпред^льномъ  возрастан1и  числа  I  им^еиъ 

Иш — =  а. 

Всл'!^дств1е  совершенной  произвольности  числа  а  мы  заключаемъ  объ 
отсутств1и    производной^  для  значен1я  x^^ 

Итакъ,  опред']^ленная  нами  функщя  ^(х\  будучи  непрерывною,  надеть 
производную  равную  нулю  въ  однихъ  точкахъ,  въ  другихъ  же  точ- 
кахъ  производная  отсутствуетъ. 
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Разсиотрииъ  теаерь    опред']^ленный  ивтеградъ    отъ    нашей   функцЫ, 
взлтый  въ  границахъ  отъ  О  до  гг: 

(о{х)=  I    ^{х)с1х' 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  этотъ  интегралъ  вычисллется  безъ  особаго  за- 
труднена. 

Цусть  верхн1й  пред^лъ  интеграла  будетъ  равенъ 


*г=оо 


Если  въ  ряду  чиселъ  а^ ,  а^ ,  «з » • '  •  существуютъ  нечетныя,  то  пер- 
вое изъ  нихъ  пусть  будетъ  а^^;  тогда  получимъ: 


1=00  •=*  /  I       *\ 


/=*     ,  1=00 

"^2/ т'  2и  ~п* 


(1) 


гд*])  по  прежнему 


а^  =  26, ,       ад  =  26^ ,  . . .  ,а^^__^  =  2Ь^_1 ,       а^,+  1  =  26^. 

Для  случая,  когда    всЬ  числа  ряда  а^ ,  а^^"»    четныя,    получается 

формула  аналогичная  и  отличающаяся   отъ  приведенной  только    т^иъ, 
что  /1;  =  оо. 

Приведенные  ряды  очень  удобны  для  вычислен!я  значенШ  функщи 
(о{х).  Необходимо  зам^Ьтить,  что  въ  случае  ращональнаго  значен1я 
верхняго  пред'Ьла  рядъ  чиселъ  а^,  а^,  а^у  --•  или  конечный  или  пе- 
р1одическ1Й;  следовательно,  всЬ  ряды  въ  (1)  суммируются,  и  получает- 
ся ращональное  значеше  дли  (о{х).  Итакъ  мы  видимъ,  что  функщя 
€о{х)  им^етъ  рашональныя  значен]я  при  ращональныхъ  значен1яхъ  х- 

Распространим!»  функц1Ю  а7(а:)*наотрицательныя  значен1я  я;,  предпо- 
лагая ее  четною  т.  е.  удовлетворяющею  равенству 

(о{—х)  =  (о{х)' 
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Нетрудно  вид^^ть,  что  лив1я  въ  илоскости  ирямоугольныхъ  коорди- 
натъ  Ху  у^  опред'Ьллемал  уравнеихемъ 

у  =  со{х), 

обладаетъ  сл']^дую1цим11  зам']^чательными  свойствами. 

Въ  каждой  ен  точк^^  суи^ествуетъ  определенная  касательная,  кото- 
рая им^еть  съ  кривою  общими  или  одну  точку  касан1я,  или  безчис- 
ленное  число  точекъ  касан1Я,  сплошнымъ  образомъ  заполняющихъ  н:Ь- 
которую  прямолинейную  часть  кривой.  Касательная  изм'Ьняетъ  свое 
направлен1е  непрерывно  ори  ненрерывномъ  иерем'Ьщен1и  точки  касан1я 
но  ЛИН1И.  Лин1я  вся  состоитъ  изъ  прямолинейныхъ  частей,  соотв'Ьт- 
ствующихъ  промежуткамъ  неизи'кпяемости  производной 

(о'{х)  =  д'{х). 

Такимъ  лин1ямъ  можно  дать  назван1е  полихональныхъ  кривыхъ. 

Такъ  какъ  для  полигональной  кривой  вторая  производная  функщи, 
ее  опред'Ьляющей,  отсутствуетъ  въ  безчисленномъ  числ1>  точекъ,  то  въ 
этихъ  точкахъ  отсутствуетъ  само  понят1е  о  кривизн*  въ  томъ  смысл1^, 
какъ  оно  дается  въ  геометрическихъ  приложен1яхъ  дифференщальнаго 
исчисления.  Понят1е  о  выпуклости  и  вогнутости  можетъ  быть  установ- 
лено, при  чемъ  придется  судить,  понятно,  не  по  второй  производной, 
а  по  приращен1ю  первой  производной. 

Сд'&лаемъ  еще  несколько  весьма  важныхъ  зам*чаи1й  относительно 
функщи  оо{х). 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  им-Ьютъ  м^сто  неравенства 

ж  — -г— <  ^(л;)  <  д;  + -Г-»      "РИ     х>0. 
2п  —  —  2п 

Отсюда,  интегрируемъ,  получаемъ 

X  х^,.х.х 

-2— 2^<"(^><    2-+2П- 

Отсюда  , 

х^ 

1ип[ш(д:)]^^^  =  — . 

иокажемъ  теперь,  какъ  р']^шить  уравнеи1е 

(о{х)  =  а, 

гд*]^  а  данное  положительное  число:  другими  словами,  покажемъ,    какъ 
вычислять  функц1ю  обратную. 
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Всл%дств1е  четности  фунвц1и  а>{х)  получаются   два    корня    одинако- 
вые по  абсолютной  величин^^  и  разные  по  знаку. 
Разсмотримъ  )/2а  и  обозначииъ  ц^лую  часть  корня  черезъ  а^,  такъ  что 

1/2а  =  ао  +  *-        гд*        *<!. 

Будемъ  вычислять  положительный  корень. 
Нетрудно  вид'Ьть,  что  им'Ьютъ  м'Ьсто  неравенства 

а)(ао)<«<а>(ао+1). 

Будемъ  разсматривать  рядъ  чиселъ 

^о>      ^0  +  —  '      «0+  —  »      «0*1-  — '•••»«оН 1— •  (2) 

л  п  п  п 

Можетъ  случиться  одно  изъ  двухъ:  1)  при  н-^которонъ  изъ  этихъ  чи- 
селъ  а^Н функц1я  а)(а;)  точно  равна  а;  тогда    уравнен1в  решено; 

2)  ни  при  какоиъ  числ^  изъ  ряда  (2)  уравнен1е  не  удовлетворяется; 
тогда  на  основан1и  возрастан1я  функц1и  а>{х)  ножно  будетъ  найти  та- 
кое число  а^  меньшее  п,  при  которомъ  будетъ 


со 


(».+^)<«<«'(-+^)- 


а  тогда  искомый  корень  уравнен1я  х  будетъ  удовлетворять  неравенствамъ 

«1  «1+1 

"       п  "  п 

Продолжая  дал^е  разсужден1е,  мы  придемъ  или   къ  величине  корня 
X,  равной 


1=1 

ИЛИ  придемъ  къ  неравенствамъ 

»(««+!-^)<°<"(«.+Т-^+^) 

Если  эти  неравенства  будутъ  им^^ть  м^ЬЬто  при  всякихъ  значен1яхъ  %, 

то  искомый  корень  х  будетъ  равенъ 

18 


а,+  1 
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•=оо 


•=1 


Полученное  р'1шен1е  им^етъ  много  общаго  съ  извлечен1емъ  корня 
квадратнаго.  Нетрудно  видеть,  что  при  вычислен1н  послЪдовательныхъ 
ц^лыхъ  чиселъ  а^ ,  а^,  а^, .  •. ,  входящихъ  въ  составь  корня,  прои- 
зойдетъ  значительное  упрощен1е,  если  появится  нечетное  число. 

Пусть  первое  нечетное  число  будетъ  а^^,  и  пусть 


$=к 

ж  =  «о  +  2-2-  +  ^- 

1=1 


Для  нахожден1я  ^  получаемъ  прямо  равенство 
гдЬ 


^о--<^о  +  ^-^ 


Пояснимъ  сказанное  прим^^ромъ. 
Требуется  р4шить  уравнен1в 


а)(а;)=а=3 


въ  случа*  т  =  2  ,  п  =  3 . 
Такъ  какъ 


1/б  =  2+к,         то         а:  =  2  +  -^  +  ||+-. 


Для  чиселъ  а,,  возможны  значения  0,1,2. 
Ищемъ  число  а^  изъ  неравенствъ 


у+^-)<^«^{^ 


Итакъ,  надо  найти  наибольшое  ц1лое  число,   удовлетворяющее  нера- 
венству 

а,        а,(а, +  1) 
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Получаемъ  а,  =  1  •  Бъ  самомъ  а^лЬ 


со 


(2  +  т)=2т<3.     «>(2+1-)=3^>3. 


Втакъ  мы  зам^чаемъ,  что 


(3+1) 


=  2+4-1 


Сл']^доватедьно,  получииъ 


2|  +  |§  =  3. 


откуда 

"^  '^  10  '        "^^ "  ^  "^  "з  "^  Г6  "* ""  30 


5  =  1         ^  =  24--^-4-1-2^ 


Вудемъ  обозначать  черезъ  (о^1{х)  функц1го  обратную  со  (а:).  Тогда 
въ  данноиъ  прим']&р% 

«-.(3)  =  ±21?. 

Итакъ  мы  видимъ,  что  функщи  со  (ж),  о)^1{х)  иредставляютъ  новые 
аналитичеокве  элементы,  весьма  просто  вычксляемые  и  нм^10Щ|е  боль- 
шую аналопю  съ  функщями  х^,  У^* 

Разсмотримъ  теперь  поверхность,  опред'1ллемую  уравнен1емъ 

1^  =  а){г)  —  со{х)  —  со{у) , 

гд^^  г  заданное  число.  * 

Функцхя  со  (г)  —  со  (ж)  —  со  (у)  положительная  внутри  контура  С,  опре- 
д'Ьдяемаго  уравнев1емъ 

а)(х)-\'ф(у)  =  со(г). 

Нетрудно  вид-^ть,  что  этотъ  контуръ  есть  сомкнутая  лин1я,  по  виду 
близкая  къ  кругу  и  обраш^аюпияся  при  т  =  ^  иъ  кругъ 

д;2  +  у2  =  Г^ 

Покажемъ,  что  кривая  С  полигональная. 
Найдемъ  производную  у  ио  х 

Нх)Лх'\'Ну)с1у  =  0, 
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откуда 

йу  ^      д'{х) 
их  "■      Ну) ' 

Нетрудно  вид']^ть,  что  для  всякаго  промежутка  неизменяемости  зна- 
менателя д-(у)  числитель  д-{^)  долженъ  им'Ьть  промежутки  неизм'бняемо- 
сти,  ибо  въ  противномъ  случае  функц1я  ^{х)  внутри  н']^котораго  проме- 
жутка конечныхъ  размЪровъ  не  им'Ьла  бы  промежутковъ  неизм'Ьняемости, 
что  противор']^читъ  опредЪлешю  функщи  1^(а;).  Итакъ,  кривая  О  полиго- 
нальная; будемъ  ее  называть  полигональнымъ  круюмъ. 

Нетрудно  видеть,  что  всякое  плоское  сЬчешё  поверхности 
0  =  со(г)  —  со{х)  —  оо(у)  будетъ  полигональною  кривою. 

Итакъ,  функц1Я  0  положительная  внутри  полигональнаго  круга  С  и 
обращается  въ  нуль  для  точекъ  его.  Возьмемъ  пару  значен1й  х^^  у^ 
перем']^нныхъ  независимыхъ  и  обозначимъ  соотв'Ьтствеиныя  значен1я 
частныхъ  производныхъ  черезъ  р^  ^  ^^\  тогда  получимъ  ' 

Разсмотримъ  функщю  Ф^^^^{ху  у)- 

^гоуо (^ '  у)  =  ^М  —  ^(^)  ~  ^(У)  —  [«'И  —  ^(^о)  —  ^(Уо)]  + 
+  ^(^оК^  -  л^о)  +  ^(Уо)  (у  -  Уо)  = 
=  о)(д;^)  — а)(д;)  +  |^(д:о)(а:  — л^о)  +  ®(Уо)  — ^(у)  +  '^(Уо)(у-Уо)• 
Пусть  разложен1я  чиселъ  ж^  и  у^  въ  ряды  вида 

а, 


"0  +  2  п^ 

•=1 


оканчиваются  первымъ  нечетнымъ  числомъ.  Пусть,  кром*  того,  это  по- 
сл']^днее  число  для  х^  будетъ  им']^ть  значекъ  к,  а  для  у^  значекъ  I; 
тогда,  кашя  бы  ни  были  числа  х  т  у^  удовлетворяющ1я  неравенствамъ 

0<х  —  х^^^,        0<у  —  у^^-^, 

будемъ  им-бть 

(х>{х)  =  (о{х^)  +  Нх^{х  —  х^), 

<о{у)  =  <о(у^)  +  НУо)  (у  —  Уо) ' 

и,  сл'Ьдоватольно,  для  ъсЪхъ  точекъ  внутри  прямоугольника  А ,  образе- 
ваннаго  четырьмя  прямыми 
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^  =  ^^^  +  -^^      У^Уо-г-^^ 

будетъ  им-ЬтБ  м-Ьсто  равенство 

ДалЪе,  мы  зан'Ьчаемъ,  что,  если  буденъ  разсматривать  функщю 
у;(х)  =  (о(х)  —  со(х^)  —  Нхо)  {х  —  Хо)  , 
производная  которой  будетъ, 

то 

у^'  (д:)<  о ,         если         x<x^, 

1/)'{х)  =  0,        если        х^^х^х^-] 4-, 

4>'(х)>0,        если        х>х^  +  —^. 

71 

Сл'Ьдовательно, 

гр{х)  =  0    при     Хг.<^х<Ха-{---й 
и 

Ц^(х)>0     при     ж<Жо,     или     д:>а:оН — 4-. 

Итакъ  мы  видимъ,  что  для  точекъ  ви*]^  прямоугольника  А 

Фх.».(^.У)<0- 

Следовательно,  прямоугольвикъ  ^^  будетъ  вн'Ьшнимъ  контуромъ  ша- 
Х1т1  функц1И'Ф^у^,  сама  же  фигура  будетъ  представлять  обыкновен- 
ный поверхностный  1пах1тит,  точки  котораго  заполняютъ  сплошь  вну- 
тренность даннаго  прямоугольника  А. 

Прямоугольникъ  А  обращается  въ  прямую  лин1Ю,  если  одна  изъ  пе- 
рем'1нныхъ  везависимыхъ  x^,  у^  им^етъ  бёзчисленное  число  четныхъ 
чиселъ  въ  ряду  а^^  а^^^  а^>. .  .  Если  оЬЬ  перем']Ьнныя  х^  и  у^  им'Ьютъ 
бёзчисленное  число  четныхъ  чиселъ,  то  мы  получимъ  точку,  пред- 
ставляющую изолированный  тах1тит. 

Поверхность  наша,  конечно,  пол1эдральная,  при  чемъ  грани  ея  суть 
параллелограммы,  лежащ1е  въ  касательныхъ  плоскостяхъ 

;?-со(г)  +  ш(хо)  +  а)(уо)  +  ^(^о)(^  — ^о)  +  ^Ы(у-Уо)==0 
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и  проэкщи  которыхъ  на  плоскости  ху  суть  прямоугольники  д.  Еогда 
прлмоугольникъ  Д  обращается  въ  прямую,  то  элементъ  касан1я  6у- 
детъ  отр^зокъ  прямой,  и  накоиецъ  получаемъ  выходящую  точку  по- 
верхности, когда  прямоугольникъ  Д  обращается  въ  точку. 

Нетрудно  убедиться,  что  .пол1эдральныя  поверхности  могутъ  быть 
Р']^шен1ями  самыхъ  простыхъ  уравнеи1Й  перваго  порядка  съ  частными 
производными. 

Возьмемъ  уравцен1е  поверхностей  цидиндрическихъ 

''•^  +  ^^  =  ^-  ^> 

Мы  видимъ,  что  поверхность,  опред']^ляемая  уравнен1емъ 

у  —  Ь^  ==  «>(а;  —  ая)^ 

будетъ  удовлетворять  уравнен1Ю  С*")  и  представитъ  цилиндрическую  по- 
верхность, проходящую  черезъ  полигональную  кривую  у  =  €о{х) ,  л  =  0. 
Эта  цилиндрическая  поверхность,  очевидно,  пол1эдральная. 

Такое  р^шен1е  уравнен1я  (*)  наводитъ  на  н:]^которыя  соображен1Я 
относительно  существующихъ  опред']^лен1й  общаго  интеграла.  Амперов- 
ское  опред^ленхе  оставляетъ  по  видимому  въ  сторон*]^  пол1эдральныя 
Р'1^шен1я,  ибо  предполагаетъ  дифференцируемость  въ  неограяиченномъ 
числ*]^  разъ.  Въ  данномъ  же  случа'Ь  функщя  о  можетъ  быть  диффе- 
ренцируема только  одинъ  разъ,  чего  и  достаточно  для  уравнен1я  пер- 
ваго порядка. 

Съ  другой  стороны,  и  измененное  опред']^лен18  Дарбу  не  обнимаетъ, 
невидимому,  пол1эдральныхъ  р']^шен1й,  ибо  оно  им^етъ  въ  виду  инте- 
гралы Коши,  требующ1е  для  своего  существован1я  разложимость  въ  ряды. 

Для  уравнен1я  коническихъ  поверхностей 


{х-а)^+{у-Ъ)^  =  г-с 


получаемъ  р-Ьшенхе 


у  —  Ь 
— «=  о 


(X  —  а\ 
7^1' 


представляющее    пол1Эдральный    конусъ,    ты'кющЦк    вершивою  точку 
(а,  Ь,  с). 
Если  мы  будемъ  вращать  нашу  полигональную  кривую 

у  =  (Х){х) 

вокругъ  оси  у-овъ,  то  получимъ  некоторую  поверхность  вращен1я,.  кото- 
рая будетъ  определяться  уравнен1емъ 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—  287  — 

которое  будетъ  р']&шен1емъ  уравнен1я 

дг         дв 
^  дх         ду 

Эта  поверхность  состоитъ  вел  изъ  полосъ  коническихъ  поверхностей, 
образованныхъ  вращен1еиъ  прямолинейныхъ  частей.  Элементы  касан1я 
суть  точки  и  прдмыя. 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  пол^эдральныя  цилиндрнчесшя  и  коническ1я 
поверхности  суть  развертываю1ц1яся,  хотя  ов,^  и  не  уд^вдетворяютъ 
уравнен1Ю 

г1  —  8^  =  0, 

ибо  для  безчисленнаго  числа  точекъ  на  нихъ  вторыя  прризводныя   не 
существуютъ. 
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Новое  доказательство  основной  теоремы 
учеюя  о  неявныхъ  Функц1яхъ. 


Дмитр1я  Г1М1ве. 


Въ  стать*  „2иг  ЬеЬге  уои  йев  ипеп1^1скеиеп  Гипсиопеп"  (8112ипд8- 
Ьег1сЫе  ёег  ВегИпег  Аса(1ет1е  1897,  8.  948)  ироф.  Шварцъ  далъ  стро- 
гое доказательство  основной  теоремы  ученгя  о  неявныхъ  функщяхъ. 
Это  прекрасное  доказательство  основано  на  представлен1и  функцШ  беэ- 
конечными  рядами.  Въ  настоящей  стать*  я  даю  новое  доказательство 
той  же  теоремы,  которое,  будучи  вполн*  строгимъ,  не  требуетъ  введе- 
шя  въ  разсмотр*н1е  рядовъ  и  основано  на  соображен1яхъ  совершенно 
элементарныхъ. 

1.  Начнемъ  со  случая  одной  функщи  у,  отъ  п  перем*нныхъ  незави- 
симыхъ  Х|,  ^2«'">^п«  определяемой  одннмъ  уравнешемъ 

(1)  1'{у,  х^,  х^,  ...  ,х^)  =  0. 

Сд*лаемъ  сл*дующ1я  предположенхя: 

I.  Уравнеше  (1)  удовлетворяется  некоторою  бистемой  вещественныхъ 
численныхъ  значешй  аргументовъ  у,  а?!,  а^д,  . . .  ,а;^.  Для  простоты 
можно  предполагать,  что  эта  система 

(2)  у  =  О ,         а?!  =  О ,         а^а  =  О ,      ...,    х^  =  0. 

II.  При  значен1яхъ  п+1  аргументовъ  у,  х^,  х^у...,х^,  удовлетво- 
ряющихъ  неравенствамъ  1  у  I  <  ^М  а;,  |  <  (У' ,  |  а;2 1  <  ^' ,  •  •  •  >  I  а:^  I  <  ^' » 
гд*  б'  прили^нымъ  образомъ  указанное  число,  функция  /  вещественна, 
однозначна  и  непрерывна  и  им*етъ  непрерывную  первую  производ- 
ную /]^(у.  а?!,  ^2,  •  •  •  ,а;^,  значеше  которой  при  систем*  значешй 
(2)  п  +  1  аргументовъ  отлично  отъ  нуля. 
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Нужно  доказать,  что  для  значенШ  п  перен^Ьнныхъ  независимыхъ 
«1 »  л;^ , . . . ,  л?^ ,  лежащихъ  въ  области,  опред4ляемой  неравенствами 

гд4  б  некоторое  определенное  положительное  число,  существуетъ  одно- 
значная, непрерывная,  вещественная  функщя  Г,  которая,  будучи  подстав- 
лена вместо  у  въ  уравнен1е  (1),  обращаетъ  его  въ  тождество  и  которая 
безконечно  мала  для  безконечно  малыхъ  значешй  п  перем^нныхъ  не- 
зависимыхъ х^,  ^2  >  *  "  V  ^»  * 
Разсмотримъ  функц1ю  отъ  одной  переменной  у 

ч>{у)  =  Г{у.  О,  0,...,0), 

которая  получается  изъ  первой  части  уравнен1я  (1),  если  мы  вместо 
аргументовъ  х^,  ^2 «  "  *  » ^п  подставимъ  равныя  нулю  численныя  значе- 
Н1Я.  Разсмотримъ  производную 

взятую  по  у.  По  предположешю,  значеше  этой  производной  при  у  =  О, 
которое  можно  обозначить  9*  {0\  не  равно  нулю.  Им^емъ  право  пред- 
положить 9'  (0)  >  О,  ибо  въ  обратномъ  случае  можно  переменить  знакъ 
у  функщи  (.  По  задан1Ю,  9^  (0)  =  О ;  следовательно,  можно  дать  аргу- 
менту у  два  значен1я  +  ^  и  — «,  где  в  достаточно  малое  положитель- 
ное число,  так1я,  что  будетъ 

<ЗР(+^)>0.         (р(—е)<^ 

или,  что  одно  и  тоже, 

/•(+^,  О,  0,...,0)>0,        А-в.  О,  о,...,о)<о. 

Имея  въ  виду,  что  функц1я  /*  непрерывна  относительно  всехъ  аргу- 
ментовъ, мы  видимъ,  что  можно  всегда  указать  такое  положительное 
число  б,  что   при 

\х,\<б,        \х,\<б,    ...,     \х,\<б 
будутъ  иметь  место  неравенства 

Г(+^»    Х^,    Л?2»'--»Л^„)>0,  /*(— ^,    Х^,    Ж2»"-»^п)<^- 

Область  чиселъ  (г,  определяемая  неравенствами 

1»!^^.        \х,\<6,        \х,\<6,    ...,      \х,\<б, 
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выборомъ  чиселъ  а  и  6  можетъ  быть  сд^аыа  такою,  для  которой  [^ 
остается  числомъ  подожитедьнымъ. 

Возьмемъ  н']^которую  по  произволу  выбранную  систему  численныхъ 
значешй  п  аргументовъ  а?!,  «2»- •  ч^п  изъ  рассматриваемой  области. 
Пусть  эти  значенхя  будутъ 

.^19      ^2  9    •  •  •  »  •''и  • 

Разсмотримъ  тогда  функщю  отъ  одной  аерем']^нной  у 

Очевидно,  что  эта  функция  удовдетворяетъ  неравенствамъ 

кром4  того,  при  |у|^5,  9^1  (у)  >0.  Следовательно,  при  возрасташи 
аргумента  у  отъ  значен1я — г  до  значен1я-(-г  функщя  др^  возрастаетъ  и 
изменяется  отъ  отрицательнаго  значен1я  ^^{ — е)  до  положительнаго 
значен1я  9^1  (+^).  На  основаши  непрерывности  функщи  /*  мы  заклю- 
чаемъ,  что  существуетъ  одно  определенное  8начен]е  Т^  переменнаго  у, 
заключающееся  между +  е  и  —  е,  при  которамъ  д>^(Т^)'=^0.  Совокуп- 
ность значен1й  Г^,  соответствующихъ  веевозможнымъ  значен1емъ  пере- 
менныхъ  неаавмсимыхъ  х^,  ^2<'"'^п  Р&зсматриваемой  области  (г,  со- 
ставляетъ  однозначную  вещественную  фувкщю  Т  отъ  п  п^еменныхъ 
независимыхъ  х^,  х^,...,х^,  удовлетворяющую  уравнешю  (1)  и  безко- 
нечно  малую  при  безконечно  малыхъ  значен1яхъ  аргументовъ.  Послед- 
нее обстоятельство  следуетъ  изъ  неравенствъ 

\1\<е,     \х,\<д,     \х,\<д,    ...,    \х^\<6. 

2.  Обращаемся  теперь  къ  общему  случаю. 
Пусть  будутъ  заданы  т  уравнен1Й 


(1) 


Сделаемъ  оредположен1я: 

I.  Уравнения   (1)   удовлетворяются   следующей  системой  численныхъ 
значен1Й  т  +  ^  аргументовъ 

У1  =  0,  У2  =  0,...,у„  =  0,  Х1  =  0,  х^  =  0,...,х^  =  0. 
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II.  При  значев1яхъ  т-{-п  аргунентовъ  у^,  У2,-  •  •,у„,  х^,  агз,.  ••,»„, 
удовдетворнющихъ  неравенстванъ 

\У1\<<У,  ЫК'У К1<<^', 

гд'Ь  6"  опред 'Пленное  положительное  число,  функц1И  /*^,  гд*]^  Я  одно  изъ 
чиселъ  I,  2,  3, .  - .  т,  однозначны,  вещественны  и  непрерывны  и  ямЬ- 
ютъ  опредЪленныя  первыя  производныя 

которыя  въ  разсматриваемой  области  суть  непрерывныя  функщи  п-^т 

аргуМеНТОВЪ   у^,    У2»---»Ут'   ^1»    ^2У"-^^п' 

Ш.  Опред']^литель  т-го  порядка,  составленный  изъ  яначен1й 
{\^^(0,  О,. .  .,0)  =  а;^  ^^^,  которыя  при нииаютъ  частныя  производныя  /*^^р, 
ври  равныхъ  нулю  значен1яхъ  аргуиентовъ,  им'Ьетъ  отличное  отъ  нуля 
численное  значеше  2). 

Надо  доказать,  что  для  известной  области  вблизи  значешй  Х1=^0, 
^2=0,. .  .,ж^  =  0  перем*нныхъ  независимыхъ  ^Ср  х^,- . -.х^существуютъ 
т  однозначныхъ,  непрерывныхъ,  вещественныхъ  функщй  Г^,  Г^, .  •  •*  2^^* 
которыя, будучи  подставлены  вместо  у^,  УЬ'*-уУт  ®'ь  уравнешя(1),  об- 
ращаютъ  ихъ  въ  тождества  и  безконечно  малы  при  безконечно  иалыхъ 
значенхяхъ  перем']^нныхъ  независимыхъ. 

Предположимъ,  что  теорема  доказана  для  числа  функц1Й  на  единицу 
меньшаго,  т — 1,  и  покажемъ  ея  справедливость  для  числа  т. 

Еъ  систем'Ь  т?  величинъ  а^,  ^  составляемъ  имъ  сопряженныя  а^ ,  ^^ 

Возьмемъ  первыхъ  т—1  уравнешй 

(2)  и  =  0^  /'^  =  0,...,/^^,  =  0. 

Выберемъ  так1е  т — 1  изъ  числа  т  аргументовъ  у^,  У2»"'»Ут»  чтобы 
соотв'Ьтственный  опред'Ьлитель,  составленный  изъ  а^ ,  ^ ,  не  обрап^ался  въ 
нуль.  Пусть  эти  аргументы  будутъ  у^,  У2»*--»Ут-.г  Тогда  этотъ  нерав- 
ный нулю  опред4литель  будетъ  а^^.  По  предположен1Ю  будутъ  суще- 
ствовать т — 1  функщй  Ур  У2'  •  •  •  'Ут-1  ^"ь  ^+1  аргументовъ  у^,  д;^, 
л?2»--мя?п>  обращающихся  ВЪ  нуль  при  у,„==0,  я:^  =  о,  я:^=0,. .  .,л;^=0 
и  безконечно  малыхъ  при  безконечно  малыхъ  значевхяхъ  этихъ  ар- 
гументовъ. 

Разсмотримъ   последнее  уравнен1е   (^(у^,  Уа , •  •  • , У« ,  л?1 , •  •  • , л: ^ *=  0. 
Всегда  можно  распорядиться  системой  такъ,  чтобы  а^  ^  не  равнялось 

НУЛЮ. 
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Возьиеиъ  уравнен1е 

получаеное  изъ  посл']^дняго  7равнен]я  системы  зам^Ьною  обозначен1Я  у, 
на  Г. 

Это  уравненхе  даетъ  Г  какъ  функд1ю  отъ  п+^ — 1  аргументовъ 
Уй»  Уз'---'Ут»  ^Р  ^2»*"-»^п»  обращающуюся  въ  нуль  при  значеши  рав- 
номъ  нулю  всЬхъ  аргументовъ.  Положимъ  0^1  =  0,  гс2  =  0,..  .,а?^  =  0; 
тогда  функщи  у^,  Уз»- • -^Ут-!  обратятся  въ  функдш  у^,  У2»---»Ут-1 
отъ  одной  переменной  независимой  у^  безконечно  малыя  при  безконечно 
маломъ  у^ш 

Если  мы  будемъ  въ  посл-Ьднемъ  уравнен1и  (3)  считать  у^,  Уз»-  •  -'Уш-! 
функц1ями  одного  у^ ,  опрёд']^ляемыми  изъ  системы  (2),  то  Г  обратится 
въ  функщю  Т  отъ  одного  аргумента  у^. 

Нетрудно  видеть,  что  функщя  Т — у\  им*етъ  *)  определенную  про- 
изводную по  у^  значен1е  которой  при  у^=^0  вычисляется  при  помощи 
уравнен1Й 


(4) 


«2,1^У'1+«2,2^У2+---   +»?,т^Ут=0» 
««М  ^^^—Ух)  +  «п,.1  Й?У'1  +  ЙП..2  ЙУ2  +  •  •  •  +  ^т.ш  ^У^п  =  <>  ' 

Умножая  эти  уравнен1я  на  а^  ^^,  «^  ,^,. .  -.«^  „»  и  складывая,  получимъ 

Отсюда 

й(Г-у;)  I) 


(^Ут  ^тА  % 


И  такъ  мы  видимъ,  что  эта  производная  отлична  отъ  нуля. 

Можно  сд-Ьлать  эту  производную  равною  + 1  вводя  новыхъ  т  функ- 
Ц1Й  Р^  отъ  т-{-п  аргументовъ  Ух ,  •  •  • ,  у^ »  а?! » •  •  • ,  л<*„,  опред-Ьляемыхъ 
уравнен1ями  **) 


*)  Доказательство  известное,   состоящее   въ   предварительнонъ  разсмотр'Ьвхн  Еонеч- 
выхъ  прира1цен1й  и  зат^мъ  переходе  хъ  пределу. 
♦♦)  Смотри  статью  Шварца. 
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и  разснатриваа  систему 

Р,  =  0,  2^3  =  0.    ••••      Р'»-1=0,   -2^,  +  Г„  =  0. 

Дадинъ  у^  два  значвшя+*  и  —  е,  гд*  е  достаточно  налое  положи- 
тельное число;  тогда  будетъ 

5"— у!  >  о  при  у„  =  +  « . 
Т—у[<0  при  у^  =  — <р. 

Мы  знаемъ,  что  Т — у[  есть  значен1е  разности  Т—уу  при  а;^==0, 
а:2==0,...,а7^  =  О.  Такъ  какъ  эта  разность  непрерывная  функщя  отъ 
п+1  аргументовъ  у^,  ж^,  Жз»-*'!^»»  то  можно  указать  столь  малое 
положительно  число  д,  что  при  всякихъ  значен1яхъ  п  аргукентовъ 
а?1,  а?2»*'ч^м'  удовлетворяющихъ  неравенствамъ 

(5)  \х,\<б,    \х,\<д,    ...,      \x^<д, 

будетъ 

Г— у^>0  при  у„  =  +  е, 

Г-у^<0  при  у^=  — ^, 

а  (I  и  «  можно  предполагать  настолько  малыми,  что  всл']^дств1е  непрерыв- 

ности  частныхъ  производныхъ  производная  — будетъ  сохранять 

положительное  значен1е  и,  следовательно,  всякому  выбору  произвольной 
системы  значен1Й  аргументовъ  х^^  х^^- .  *>х^*  удовлетворяющей  неравен- 
ствамъ (5),  будетъ  соотв']^тствовать  одно  значенхе  у^,  лежап^ее  между 
— €  и+^,  для  котораго  У — Уд=0.  Следовательно,  для  этого  значен1я 
у^  существуютъ  опред'Ьленныя  численныя  значешя  у^,  У2'*"'»Ут-1' 
удовлетворяю1Ц1я  вс^иъ  т  уравнен1ямъ. 

Совокупность  различныхъ  системъ  значешй  У1^,  У2>*  ")^т>  соотв'Ьт- 
ствующихъ  различныхъ  системамъ  значен1й  л;^,  а:^,- •  •>^,«»  удовлетво- 
ряющихъ неравенствамъ  (5)  будетъ  представлять  собою  т  функц1й 

удовлетворяющихъ  систем'Ь  (1)  и  всЬмъ  требован1лмъ  теоремы. 
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ИЗВЛЕЧЕНА  ИЗЪ  ПРОТОШОВЪ  ЗАЩАШЙ. 


Застъдаше  24-10  Января  хЗ^у  года, 
* 

1 .  Предс']^датель  доложилъ  о  вновь  полученныхъ  книгахъ  и  журналахъ. 

2.  Избраны  единогласно  въ  почетные  члены  Общества:  проф.  Мо- 
сковскаго  университета  Н.  Е.  Жуковск1й  и  профф.  С.-Петербургскаго 
университета  А.  Н.  Коркинъ  и  Д.  К.  Бобылевъ. 

3.  I.  I.  Сикора  сд'Ёлалъ  сообщенхе:  „О  д1аиетрахъ  солнца  въ  раз- 
личныхъ  направлешяхъ  28-го  1юля  1896  года". 

4.  А.  М.  Ляпуновъ  сд-Ьлалъ  сообщеше:  яДополнвн1е  къ  сообщешю 
предыдущаго  засЬдашя". 

5.  В.  А.  Стекловъ  сд'Ьлалъ  сообщеше:  „Къ  задач*  о  равнов'Ьсш 
упругихъ  изотропныхъ  цилиндровъ". 


Застьданге  28-го  Февраля  18^7  года, 

1.  иредсЬдатель  доложилъ  о  выход*  въ  св-Ьтъ  5-го  и  6-го  №.*  5-го 
тома  „Сообщен1й''. 

2.  Председатель  доложилъ  письма  съ  выражен1емъ  благодарности 
за  избран1е  въ  почетные  члены  Общества  отъ  профессоровъ  А.  Н. 
Коркина,  Н.  Е.  Жуковскаго  и  Д.  К.  Бобылева. 

3.  Председатель  доложилъ  о  получен1и  письма  отъ  проф.  Ь.  Оазсо 
ИЗЪ  Валенц1и  съ  предложен1емъ  объ  обм^н*  трудовъ  Общества  на 
экземпляры  издаваемаго  Савсо  журнала:  „АгсЫуо  йе  Ма1ет&1]'са8*. 

Постановлено  выслать  5-ый  томъ  „СообщенШ*^  и  продолжать  обм^нъ 
изданиями  въ  будущемъ. 

4.  Председатель  доложилъ  полученное  отъ  комитета  по  сооружен1ю 
памятника  Гауссу  и  Веберу  изв1>щете  о  настоящемъ  положенш  д^ла 
съ  предложен1емъ  распространить  подписку,  такъ  какъ  собранныхъ 
средствъ  оказывается  недостаточно  для  надлежащаго  выполнен1я  вы- 
работаннаго  проэкта. 
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5.  Председатель  доложилъ  о  полученномъ  Обществомъ  отъ  коми- 
тета международнаго  съезда  математиковъ  въ  Цюрих*  приглашен1И 
принять  участ1е  въ  съ4зд*. 

6.  Председатель  напомнилъ  Обществу  о  недавней  кончин*  изв*- 
стнаго  ученаго  академ.  Вейерштрасса. 

По  предложешю  Председателя  Общество  почтило  память  покойнаго 
вставан1енъ. 

7.  М.  А.  Тихомандрицк1й  сд^лалъ  сообщеше  о  жизни  и  ученой 
деятельности  акад.  Вейерштрасса. 

8.  М.  Н.  Лагутинск1й  сделалъ  сообщеше:  „Определеше  производной 
какъ  П0НЯТ1Я,  выводимаго  изъ  теор1и  преобразован1Й". 


Зас^ьдате  г-го  Мая  тЗ^у  года. 

1.  Доложено  о  получеши  ответныхъ  писемъ  отъ  Эдинбургскаго 
Математ.  Общества,  отъ  Академхи  Физическихъ  и  Естественныхъ  Наукъ 
въ  Болонье  и  отъ  Американскаго  Математич.  Общества  въ  Ньюйорке 
съ  выражен]емъ  соглас1Я  па  предложенный  Харьк.  Мат.  Общ.  обменъ 
издашями. 

Постановлено:  выслать  V  томъ  „Сообщен1Й"  и  въ  будущемъ  про- 
должать обменъ  ивдан1ями. 

2.  Доложено  письмо  отъ  Королевской  Баварской  Академш  Наукъ 
въ  Мюнхене,  въ  которомъ  Академ1я  проситъ  прислать  ей  несколько 
экземпляровъ  „Сообщен1Й"  для  того,  чтобы  Академ1я  могла  ознакомиться 
съ  этимъ  журналомъ  и  въ  зависимости  отъ  этого  сделать  соответству- 
ющее постановленхе  объ  обмене  изданхями. 

Постановлено  выслать  1-й  №  У1-ого  тома. 

3.  П.  А.  Некрасовъ  сделалъ  сообщеше:  „Методъ  комплексныхъ 
преобразован! й  и  его  применен1е  къ  интегрирован1Ю  уравнешй  Дина- 
мики*. 

4.  А.  М.  Ляпуновъ  сделалъ  сообщенхе:  „О  некоторыхъ  формулахъ, 
относящихся  къ  тбор1и  сферическихъ  функц1й". 


Засгьдапге  хб-го  Мая  тЗру  года. 

1.  Доложено  о  иолучен1и  ответныхъ  писемъ  отъ  Академхи  въ  Ту- 
рине, Академш  йе!  Ьшсе1,  Королевской  Академ1и  въ  Геттингене, 
Академии  Наукъ  въ  Неаполе  и  Матем.  Общ.  въ  Эдинбурге  съ  выраже- 
шемъ  соглас1я  на  обменъ  издан]й  этихъ  учреждешй  на  „Сообщен1я 
Мат.  Общества". 
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Постановлено:  высылать  въ  вышеозначенныя  учрехден1я  „Сообщешя*^ 
Общества,  начиная  съ  У1  тома. 

2.  В.  А.  Стекловъ  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „О  разложеши  данной  функ- 
Ц1И  въ  рядъ  по  гармоническимъ  функщямъ". 

3.  М.  А.  Тихомандриц1с1й  сд^^лалъ  сообщеше:  „Шсколько  словъ  объ 
Эварист*  Галуа". 


ГОДИЧНОЕ   СОБРАШЕ    ОБЩЕСТВА 

21-10  Сентября  1897  ^ода. 

1.  Доложенъ  и  утвержденъ  годичный  отчетъ  о  состоянш  и  деятель- 
ности  Общества  за  истекш1Й  1896—1897  акад.  годъ. 

2.  Произведенъ  выборъ  членовъ  распорядительнаго  комитета  на 
текущШ  1897 — 1898  акад.  годъ. 

Избраны:  ПредсЬдателемъ  проф.  К.  А.  Андреевъ;  товарищами  пред- 
седателя: профессоры  А.  М.  Ляпуновъ  и  М.  А.  Тихомандрицк1Й;  секре- 
таремъ  проф.  В.  А.  Стекловъ. 


Засгъдапге  уго  Октября  1897  ^ода, 

1.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд-Ьлалъ  сообщенхе:  „Объ  интегрироваши  н-Ько- 
торыхъ  системъ  дифференц1альныхъ  уравнен1й  съ  частными  производ- 
ными отъ  н'Ьсколькихъ  функщй'*. 

2.  В.  П.  Алекс'Ьевск1й  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „О  м^р*  въ  неэвклидо- 
вой Геометрш". 

3.  А.  М.  Ляпуновъ  сд^лалъ  сообщен1е:  „О  потенцхал'Ь  двойного 
слоя  и  о  метод*  К.  Неймана". 


Засгъдапге  )1'го  Октября  1897  ^ода. 

1.  Председатель  доложилъ  полученное  отъ  Акад.  0.  А.  Бредихина 
письмо  съ  выражен1емъ  благодарности  за  посланную  ему  отъ  Общества 
приветственную  телеграмму  по  случаю  40-л4тняго  юбилея  его  ученой 
деятельности. 

2.  В.  А.  Стекловъ  сделалъ  сообщен1е:  „О  сходимости  некоторыхъ 
рядовъ". 
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Засгъдате  12-10  Декабря  18^ у  года. 

1.  ПредсЬдатель  доложилъ  о  письме,  полученномъ  отъ  Королевскаго 
Общества  Наукъ  въ  Льеж^   съ  предложен1емъ  объ  обм1;н'1>  И8дан]ями. 

Постановлено  вступить  въ  обм-Ьнъ  и  выслать  вс*  томы  „Сообп;ещй", 
начиная  со  2-ой  серхи. 

2.  А.  П.  Грузинцевъ  предложилъ  обратиться  въ  редакд1ю  журнала 
АгсЬхуез  Кёег1ап(1а18е8  йез  8С1епсе8  ехас1е8  е!;  па1иге11е8  въ  Гарлем*  съ 
предложем1емъ  объ  обм'Ьн*  издан1ями. 

3.  Председатель  доложилъ  о  полученной  отъ  ректора  университета 
бумаг'б  съ  предложен1емъ  высылать  издан1я  Общества  въ  Кишиневскую 
публичную  библ10теку. 

Поставовлено  не  высылать  впредь  до  опред-бленнаго  затребовашя 
именно  издав  1Й  Харьк.  Матем.  Общества. 

4.  Предс1^датель  доложилъ  о  вновь  полученныхъ  книгахъ  и  жур- 
налахъ. 

о.  Избранъ  въ  члены  Общества  Н.  Н.  Салтыковъ. 

6.  В.  А.  Стекловъ  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „Задача  о  расиред-блеши 
электричества". 

7.  А.  М.  Ляпуновъ  сделал ъ  сообщен1е:  „О  метод*  Неймана  для 
р*шен1я  одной  задачи,  относящейся  къ  уравнен1Ю  Лапласа". 

8.  I.  I.  Сикора  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  ^0  наблюден1и  короны  и  про- 
туберанцевъ  вн*  затм^нШ". 


Засгьданге  20-10  Февраля  18^8  года, 

1.  Председатель  доложилъ  о  полученной  черезъ  ректора  универси- 
тета бумаг*,  содержащей  просьбу  болгарскаго  министерства  народ- 
наго  просв*щен1я  объ  обм*н*  издан1ями. 

Постановлено  высылать,  начиная  съ  У1-ого  тома. 

2.  А.  П.  Грузинцевъ  сд*лалъ  сообщенхе:  „Теорема  Пойнтинга  и  ея 
значен1е  въ  электромагнитной  теорш. 

3.  К.  А.  Андреевъ  сд*лалъ  сообщенхе:  „О  сложномъ  отношеши  прямой 
по  отношен1Ю  къ  тетраэдру". 


Засгьдаше  2'/-го  Маргна  18^8  года, 

1.  В.  А.  Стекловъ    сд'Ьлалъ    сообщеше:    „По   поводу   одной    задачи 
аналитической  теор1и  теплоты". 

2.  А.  П.  Грузинцевъ  сд*лалъ  сообщенхе:    „Электромагнитная  теорхя 
проводниковъ". 
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Засгьданге  г^-го  Мал  18р8  года. 

1.  11редс:Ьдатель  доложилъ  о  бумаг1^,  полученной  черезъ  ректора 
университета,  съ  предложешемъ  принять  участхе  въ  педагогическомъ 
отдЪл:]^  всем1рной  Парижской  выставки  1900  года.  Постановлено  при- 
нять къ  св^^д'Ьн1Ю  и  ув']^домить  Правленге,  что  Математическое  Об- 
щество не  находить  надлежащихъ  матер1аловъ  для  отсылки  на 
выставку. 

2.  К.  А.  Андреевъ  доложилъ  письмо  П.  С  Флорова,  въ  которомъ 
онъ  проситъ  сообщить  Обществу  одну  задачу,  выражающую  н:Ькото- 
рое  услов]е  положительности  корней  уравнен1я  пятой  степени. 

3.  Н.  В.  Бугаевъ  сд'Ьлалъ  соо6щен1е:  „Объ  одномъ  числовомъ  тож- 
деств-Ь". 

4.  А.  М.  Ляпуновъ  доложилъ  статью  Г.  В.  Колосова:  „Объ  одномъ 
случа'Ь  движен1я  тяжелаго  твердаго  т'Ьла  около  неподвижной  точки**. 


ГОДИЧНОЕ    С0БРАН1Е    ОБЩЕСТВА 

•  II -го  Октября  18^8  года. 

1.  Доложенъ  отчетъ  о  состояши  и  деятельности  Общества  за  1897— 
1898  акад.  годъ. 

2.  Принятъ  въ  члены  Общества  цреподаватель  Харьковскаго  Тех- 
нолог. Института  А.  П.  Пшеборсшй  (безъ  избрашя). 

.  3.  Председатель  доложилъ  о  полученномъ  отъ  подсекц1и  Математики 
Х-го  съ'Ьзда  естествоиспытателей  и  врачей  въ  ШевЬ  предложенш  со- 
д'Ьйствовать  выработк:Ь  библ1ографическаго  указателя  русскихъ  сочи- 
нен1й  по  Математике. 

,  Постановлено:  составить  указатель  статей  второй  сер1и  „Сообщешй 
X.  М.  Общ."  (на  двухъ  языкахъ,  въ  хронологическомъ  порядки).  Про- 
сить К  А.  Андреева  составить  и  препроводить  В.  В.  Бобынину  списокъ 
математическихъ  сочинешй,  вышедшихъ  въ  Харькове  съ  1804  года 
независимо  отъ  издан1Й  Общества.  Просить  М.  А.  Тихомандрицкаго 
оказать  сод^йствхе  въ  составлен1и  указателя  по  „Кёрег1о1ге  ЫЬНо- 
е^арЬ^^ие".         .  -    .         ^ 

4.  Доложена  бумага  отъ  библ1отеки  Туркестанскаго  гепералъ-губер- 
наторства  съ  просьбой  высылать  въ  эту  библ1отеку  издан1я  универси- 
тета и  состоящихъ  при  немъ  ученыхъ  Обществъ. 

Постановлено  выслать  „Сообщен1я  X.  М.  Общ.**,  начиная  со  вто- 
рой серхи. 
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5.  Председатель  доложилъ  о  полученныхъ  въ  даръ  для  библ10теки 
Общества  соч.  М.  А.  Тихомандрицкаго:  „Курсъ  Теорхи  В-Ьроятностей^ 
и  статьи  Н.  Я.  Сонина:  «Р^дъ  Ив..  Веряулди". 

.6.  Произведенъ   выборъ   членовъ    распорядительнаго   комитета   на 
1898— 1899.  акад.  годъ. 

Избраны:  Предсбдателемъ  Общества  проф.  К.  А.  Андреевъ,  това- 
рищами предс']^дателя  проф.  А.  М.  Ляпуновъ  и  М.  А.  Тихомандрицк1й, 
секретаремъ  Общества  проф.  В.  А.  Стекловъ. 


Зааьданге  2) -го  Октября  18^8  года. 

1.  Предс']^датель  доложилъ  о  письм'Ё,  полученномъ  отъ  Казанскаго 
университета,  съ  предложен1емъ  вступить  въ  обм']^нъ  издашями. 

Постановлено:  принять  предложеше,  выслать  всЬ  томы  „Сообщен1Й", 
начиная  со  2-ой  серги,  и  просить  о  присылк'6  въ  обм'бнъ  вс^хъ  ну- 
меровъ  издан1й  Казанскаго  университета,  начиная  съ  1892  года. 

2.  Избранъ  въ  члены  -  корреспонденты  Общества  профессоръ  Вар- 
шавскаго  университета  Г.  в.  Вороной. 

3.  А.  П.  Грузинцевъ  сд^лалъ  сообщен1е:  „Гидростатика  и  теоргя 
капиллярности^. 

4.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд^лалъ  сообщение:  „Обобщенхе  способа  Якоби 
интегрирован1я  уравнен1й  съ  частными  производными  перваго  порядка". 


Засгьданге  4''^о  Декабря  18р8  года. 

1.  Доложено  письмо  проф.  Варш.  университета  Г.  в.  Вороного  съ 
выражен1емъ  благодарности  за  избран1е  его  въ  члены -корресподенты 
Общества. 

2.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „Объ  интегрироваши  диф- 
ференц1альныхъ  уравнен1Й  съ  частными  производными  перваго  порядка''. 

3.  М.  А.  Тихомандрицк1Й  сд^лалъ  сообщенхе:  „О  второй  теорем*  о 
среднихъ  величинахъ". 

4.  А.  П.  Пшеборск1Й  сд-Ьлалъ  сообщеше:  „О  ращональныхъ  преоб- 
разовашяхъ  алгебраическихъ  кривыхъ". 


Засгьданге  29-го  Января  1899  ^^^^^ 

1.  Председатель  доложилъ  письмо  отъ  проф.  Ьа2/ег1  съ  предложе- 
Н1емъ  вступить  въ  обм^нъ  издан1ями  X.  М.  Общ.  на  издаваемый  имъ 
журналъ  „Регю(11со  Ма!;етаисо".  Постановлено:  принять  предложен1е 
и  высылать  г.  Ьаггег!  „Сообщенхя"  Общества,  начиная  съ  У1-го  тома. 
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2.  ИредсЬдатель  доложилъ  о  просьб*  Полтавскаго  Кружка  Любите- 
лей Физики  и  Математики  высылать  имъ  „Сообщенгя''  Общества. 

Постановлено:  высылать,  начиная  съ  У1-ого  тома. 

3.  ПредсЬдатель  доложилъ  о  предложен1И  Амерйканскаго  Математи- 
ческаго  Общества  принять  участ1е  въ  библ1ографическомъ  отд^л*  из- 
даваемаго  имъ  журнала. 

Постановлено  принять  къ  св']^д'Ён1ю. 

4.  По  предложен1ю  Н.  П.  Салтыкова,  постановлено  предложить  об- 
м'Ьнъ  изданиями  редакщи  журнала:  Вег1сМе  ёег  та1Ьета118сЬ-р11у81ка' 
ИзсЬеп  С1а88е  (1ег  КоптеИсЬеп  8асЬ818сЬеп  Сге8е118сЬай  йег  \^188еп- 
всЬаГгеп  ги  Ье1р218**. 

5.  Произиеденъ  выборъ  въ  почетные  члены  Общества  проф.  Мо- 
сковскаго  университета  К.  А.  Андреева.  Избранъ  единогласно  (рег 
асс1атаиопет).  Постановлено  ув-Ьдомить  о  состоявшемся  избран1и  проф. 
К.  А.  Андреева  черезъ  распорядительный  комитетъ. 

6.  В.  П.  Алекс'Ьевск1Й  доложилъ  статью  Д.  А.  Граве:  „Общая  теор1я 
функц1й  двухъ  независимыхъ  перем^нныхъ". 

7.  Н.  Н.  Салтыконъ  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  „Объ  интегрирован1И  диф- 
ференщальныхъ  уравнен1й  съ  частными  производными  перваго  порядка **. 
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Томъ  УГ,  Л-№  б  и  6. 

00ДЕРЖАН1Е. 

Страп, 

Объ  одномъ   случа*  движен1я  твердаго  тЬла;  Г.  2?.  Колосова  .    194 
О  закоаЬ    взаимности  простыхъ   чиселъ;   В.  П.  Алекс^ьевскаю    200 
Разыскание  интеграловъ,  общих'ь  задачамъ  о  раввов^счи  гибкой 
перастяжимой  нити;  Л.  1Г.  Салтыкова  •....•..*.•..    203 

Обобщеп1е  перва1Ч)  способа  Якоби  ивтегрироваа1я  дифф.  урав- 
пеп1я  съ  частными  производными  церваго  порядка  одной  петп±' 

стной  фупкщи;  Е.  В.  Салтыкова 225 

Теор1я  капиллярности  и  гидростатика;  Л.  Я.  Грутм^ева     .   .    235 
Объ  основныхъ  иредложвн1яхъ  теор1и  функций  двухъ  веществен- 
ны хъ  переи'Ьнныхъ;  Д.  Л.  Граве 251 

Новое  доказательства   основной    теоремы  улешя   о    неявныхъ 

функщяхъ;  Д.  А.  Граве     ......../... 288 

Извлечен1е  изъ  протоколовъ  зас4дан1й ;    .    .    294 


С00БЩЕН1Я 


!»рьковшго '  Иатемашешгб  Общества 

издаются  подъ  редакц1ею  раснорядительнаго 
комитета  Общества. 

Книжки  Сообщен1Й  выпускаются  въ  неопред^енные  сроки,  по 
м'ЬрЪ  Отцечатая1я,  въ  разм'Ьр^  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающ1е  подписаться  на  седьмой  томъ  второй  сер1и  благоволятъ 
адресовать  свои  заявленхя  на  имя  секретаря  Общества  въ  ]^арьковск1й 
Университетъ.  Подписная  ц-Ьна  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  серхи  (18  нумеровъ, 
1879—1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Ука.затель  статей,  иом*щенныхъ  въ 
книжкахъ  первой  серхи,  ц'Ёпа  20  коп.,  3)  Первые  шесть  томовъ  2-й  сер1и 
(36  выпусковъ),  ц'Ёна  по  3  рубля  за  томъ.  ^ 

Съ  требованиями  и  по  вс^^иъ  д']Ьламъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  въ  секретарю  Общества  въ  Харьковск1й 
Университетъ. 

ТаЫе  (1е$  та1|ёге$. 

8иг  ЦП  сав  йн  тотетеп!  й'ип  согрв  зоНДе;  раг  О.  Ж  Ко1о8$о({  194 

8иг  1а  1о1  с1е  гёс1ргос11<5  Дев  потЬгев  ргеинегв;  раг  Ж.  Р.  А1е:)сегеи'$кп  200 
КесЬегсЬе  йев  1п1ёега1ев  соютипев  аих  ргоЫёюев  йе  Гё^и^1^Ь^е 

й'ип  Й1  Пех1Ые  е!  шеХ81еп81Ые;  раг  Л^.  Ж  8аИуМ( 203 

СёпёгаИваНоп  йе  1ц  ргею1ёге  шёЬЬойе  йе  ^асоЬ^  йе  Г1п1:ёвгаиоп 

йев  ё^иа1^ои8  аих  йёгхуёев  рагНеПев  йи  ргегахег  огйге  а  ипе  8еи1е 

ГопсИоп  шсоппие;  раг  Ж  N.  8аИуЪ(( 225 

Сар1иап1ё  е^-ГЬуй^08^а1^^ие;  раг  А.  Р.  Ого\л2тЫе(( 235 

8иг  кв  ргоро81110Н8  й)пйаго€п1а1е8  йе  1а  Лёопе  йев  ^опсиопв  йе  • 

йеих  уапаЬ1е8  гёеНев;  раг  1).  А.  Огаьг 251 

КонуеИе  йётоп81.гаЫоп  й'ип  1Ьёогеше  Гопйашеп^а!  йе  1а  ^Ьёопе 

йев  Гопсиопз  1трИс11е8;  раг  I).  А.  6 гаге 288 

Ех1га11  йев  ргосев-уегЬаих  йев  зёапсев 294 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


Соттип1са11оп8  (1е  1а  $ос1ё(ё  та^НётаИдие  Лв  КЬагком. 

2-е  вёпе,  Тоте  VII. 


СООБЩЕНЫ 

ХАРЬКОВСКАГО 

МАТЕМАТИ4ЕСКАГ0  ОБЩЕСТВА. 


ВТОРАЯ     СЕР1Я. 

Томъ  ГН. 


хАРьгеозъ. 

Паровая  Типо-Литограф!»  Н.  Зильбербергъ  и  С-вья.    (^Щ^ 

(Рпбшы  удаца,  хот  М  ЗО-Ц. 

1903. 
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На  основан1и  §  9  Устава  Харьковскаго  Матенатическаго  Общества  печатать 
выпустить  въ  св^ть  разрешается.  Харьковъ,  10-го  апр'1ля  1902  года. 
ПредсЬдатель  Матеиатнческаго  Общества  Профессоръ  о^.  ^япуновъ. 
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СОДЕРЖАШЕ 

УН-го  тома. 


Стр. 
Составь   Харьковскаго    Математическаго   Общества  къ 

1-му  мая  1902  года III— V 

N016  виг  1е  ргоЫёте  йи  тоиуетеп!  й'ип  ротЬ  та1;ёпе1 
аШгё  раг  йеих  сеп1гез  йхез  еп  га18оп  шуегве  йи  саггё  йе  1а 

Й181апсе;  раг  Ж  К  ЗаИукого 1 — 3 

Къ  теор1и  дисперс1и:  случай  многихъ  полосъ  поглоще- 

шя;  А.  Я.  Грузинцева 4 — 19 

Е.   И.   фонъ-Бейеръ   (некрологичесюй  очеркъ);    М.  А. 

Тихомандрицкаго 20 — 22 

О  вероятности  а  ро81епоп;  А.  А^  Маркова 23 — 25 

Къ  вопросу  о  безконечно-малыхъ  деформащяхъ  поверх- 
ности; А.  77.  Пшеборскаго 26—37 

Обращен1е  въ  нуль   6^-функц1Й   многихъ  независимыхъ 

перем'Ьнныхъ;  Ж  А.  Тихомандрицкаго 38 — 48 

Н*которыя  приложен1я  теор1и   линейчатыхъ  конгруэн- 

Ц1Й;  А.  П.   Пгиеборскаго 49—228* 

8иг  1е  рппс1ре  {опйашеп(а1  йе  1а  тё^Ьойе  йе  Nеитапп 

йап8  1е  ргоЫёгае  йе  В1гкЫе1;  раг  А.  М.  Ыар(уипо1^^ ....  229 — 252 

В1*е    ДасоЫзсЬе    Вейтдип^    йез    Ех^гетитз   Ье!  е1пет 
аИ^етешеп    Турив    уоп    АиГ^аЬеп    йег    УаггаиопвгесЬпипе; 

уоп  А.  Кпезег 253—267 

Объ  одномъ  обобщен1И  теоремы   Абеля;  Д.  Мордухай- 

Болтовскаго 268 — 283 

8иг  1а  {оггаи1е  йе  Зюкез:  раг  Ж  А.  ТгкНотапЛгИгку ,  284—286 

Извлечен1е  изъ  протоколовъ  засЬдашй 287 — 292 
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Соетавъ  Харьковекаго  Математичеекаго 

Общества 

къ  1-му  мая  1902  года. 


А.  Распорядительный  коыитетъ. 

1.  Председатель:  А.  М.  Лдпуновъ. 

2.  Товарищи  предс']^дателя:  М.  А.  Тихомандрицк1й   и  В.  А.  Стекловъ. 

3.  Секретарь  А.  11.  ишеборск1й. 

В.  Почетные  члены* 

1.  Андреевъ  Константинъ  АлексЬевичъ,  проф.  Московскаго  универс. 

2.  Бобылевъ  Дмитр1й  Константиновичъ,  проф«  СПБ.  университета. 

3.  Бредихинъ  ведоръ  Александровичъ,  авадемикь. 

4.  Бугаевъ  Николай  Васильевичъ,  проф.  Московскаго  университета. 

5.  Ермаковъ  Васил1й  Петровичъ,  проф.  университета  св.  Владимхра. 

6.  ЖуковскШ  Николай  Ёгоровичъ,  проф.  Московскаго  университета. 

7.  Коркинъ  Александръ  Николаевичъ,  проф.  СПБ.  университета. 

8.  Марковъ  Андрей  Андреевичъ,  проф.  СПБ.  университета,  акаденикъ. 

9.  Поссе  Константинъ  Александровичъ,  проф.  СПБ.  электро-техн.  инст. 

С.  Д^йстЕИтельные  члены. 

1.  Алекс']^евск1Й  Владим1ръ  Петровичъ,  прив.-доцентъ  Харьк.  унив. 

2.  Альбицк1й  Васил1й  Ивановичъ,  проф.  Харьк.  технолог,  института. 

3.  Веребрюсовъ  Александръ  Степановичъ,  бывш.  препод.  Староб.  гимн. 

4.  Виноградовъ  Иванъ  АлексЬевичъ,  директ.  Харьк.  коммерч.  учил. 

5.  Головинъ  Харламп1Й  Серг'Ьевичъ,  директ.  СПБ.  технол.  института. 

6.  Граве  Дмитр1й  Александровичъ,  проф.  университета  св.  Владим1ра. 

7.  Гречаниновъ  АлексЬй  Васильевичъ,  проф.  Харьк-  технол.  инстит. 

8.  Грицай  АлексЬй  СергЬевичъ,  директ.  Сумск.  реальн.  училища. 

9.  Грузинцевъ  Алексей  Петровичъ,  прив.-доценгь  Харьк.  универс. 
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IV 

10.  Деларю  Дан1илъ  Михайловичъ,  бывш.  проф.  Харьк.  универс. 

11.  Евдовимовъ  Николай  НиЕолаевичъ,  прив.-доцентъ  Харьк.  универс. 

12.  Зворыкинъ  Константинъ  АлексЬевичъ,  проф.  Харьк.  техн.  инстит. 

13.  Зерновъ  ДмитрШ  Степановичъ,  директ.  Харьк.  технол.  института. 

14.  Кирпичевъ  Викторъ  Львовичъ,  директ.  Шевскаго  политехи,  инстит. 

15.  Киселевъ  Андрей  Петровичъ,  препод.  Воронежск.  кадетск.  корпуса. 

16.  Клюшниковъ  Александръ  Андреевичъ,  препод.  1-й  Харьк.  гимн. 

17.  Кнабе  Владим1ръ  Серг-Ьевичъ,  бывш.  проф.  Харьк.  техн.  инст. 

18.  Косачъ  Михаилъ  Петровичъ,  прив.-доцентъ  Харьк.  университета. 

19.  Косенко  Михаилъ  Семеновичъ,  бывш.  препод.  Харьк.  прогимн. 
^0.  Котляровъ  Михаилъ  Григорьевичъ,  инспект.  нар.  уч.  Курск,  губ. 

21.  Лагутинсшй  Михаилъ  Николаевичъ,  прив.-доцентъ  Харьк.  унив. 

22.  Латышевъ  Григор1Й  АлексЬевичъ,  проф.  Харьк.  технол.  инст. 

23.  Левидк1й  Григорий  Васильевичъ,  проф.  Юрьевскаго  университета. 

24.  ЛИНИЦК1Й  Иванъ  Дмитр1евичъ,  препод,  инст.  благ.  д'Ьв.  въ  Харьков*. 
'25,  Ляпуновъ  Александръ  Михайловичъ,  академикъ. 

26.  Маевск1Й  Андрей  Васильевичъ,  препод.  3-й  Харьков.  гимназ1и. 

27.  Михайловск1Й  Болеславъ  Григорьевичъ,  бывш.  преп.  Харьк.  реал.  уч. 

28.  Мухачевъ  11етръ  Матв'Ьевичъ,  проф.  Харьк.  техн.  института. 

29.  Пильчиковъ  Николай  Дмитр1евичъ,  проф.  Новоросс1йскаго  универс. 

30.  Иогор^лко  Александръ  Константиновичъ,    проф.  Харьк.  техн.  инст. 

31.  11редтеченск1й  АлексМ  Ивановичъ,  проф.  Харьк.  техн.  института. 

32.  Цроскурниковъ  Николай  Васильевичъ,  бывш.  преп.  Харьк.  реал.  уч. 
ЗЯ.  Пшеборсюй  Антонъ  Цавловичъ,  прив.-доцентъ  Харьк.  универс. 

34.  Радцигъ  Александръ  Александровичъ,  проф.  Кхевскаго  полит,  инст. 

35.  РаевскШ  СергЬй  Александровичъ,  инспект.  Харьк.  учебн.  округа. 

36.  Рейнботъ  Александръ  Евгеньевичъ,  бывш.  стип.  Харьк.  универс. 

37.  Рудневъ  Петръ  Матв'Ьевичъ,   бывш.  преп.  Урюпинск.  реальн.  учил. 

38.  Салтыковъ  Николай  Николаевичъ,  проф.  Томскаго  технол.  инст. 

39.  Самецк1Й  Рафаилъ  Николаевичъ,  препод.  Изюмскаго  реальн.  учил. 

40.  Сикора  Хосифъ  1осифовичъ,  астрономъ  Нулковской  обсерватор1И. 

41.  Синяковъ  Германъ  Аеанасьевичъ,  препод.  2  й  Харьк.  гимназ1И. 

42.  Стекловъ  Владимхръ  Андреевичъ,  проф.  Харьк.  университета. 

43.  Струве  Людвигъ  Оттовичъ,  проф.  Харьковскаго  университета. 

44.  Тихомандрицк1Й  Матвей  Александровичъ,  проф.  Харьк.  универс. 

45.  Флавицк1й  Николай  Михайловичъ,  бывш.  лабор.  Харьк.  универс. 

46.  Флоровъ  Иетръ  Степановичъ,  директ.  Усть-Медв-Ьд.  реальн.  учил. 

47.  Шейдтъ  Ипполитъ  Константиновдчъ,  препод.  1-й  Харьк.  гимн.  ' 

48.  Шимковъ  Андрей  Петровичъ,  бывш.  проф.  Харьк.  университета. 

49.  Шиховъ  Васил1й  Васильевичъ,  директ.  Харьк.  реальн.  училиш,а. 

50.  Штукаревъ  Иванъ  Дмитрхевичъ,  бывш.  препод.  2-й  Харьк.  гимн. 

51.  Чернай  Николай  Александровичъ,  препод.  Харьк.  технол.  инст. 
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0.  Членьькорреспондентьк 
а)  руссже: 

1.  Васильевъ  Александръ  Васильевичъ,  проф.  Казанскаго  универс. 

2.  Вороной  Теорий  веодосьевичъ,  проф.  Варшавскаго  университета. 

3.  Котельниковъ  Александръ  Петровичъ,  проф.  Шевск.  политехи,  инст. 

4.  Некрасовъ  Павелъ  АлексЬевичъ,  попеч.  Московск.  учебн.  округа. 

5.  Пташицшй  Иванъ  Львовичъ,  проф.  СЦВ.  университета. 

6.  Сомовъ  Павелъ  Осиповичъ,  проф.  Варшавскаго  университета. 

7.  Торооовъ  Константинъ  Александровичъ,  препод.  Пермск.  гимназ1и. 

Ь)  иностранные: 

1.  Совзега*  Е.,  проф.  Тулузскаго  университета. 

2.  Кпе^ег  А.,  проф.  Берлинской  горной  академш  (Вег^ака(1ет1е). 

3.  Когп  А.,  прив.-доцентъ  Мюнхенскаго  университета. 

4.  2агетЬа  8.,  проф.  Краковскаго  университета. 
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СоштитсаШпз  (1е  1а  ЗосШё '|ла1Ьё1||2.1!<^04в  !(Ьагко«г. 

2-е  зёпе,  Тот^У11|.Д  1.  ;    __/ 


■V"] 


СООБЩЕНГЯ 

ХАРЬНОВСКАГО 


1 


ш 


шкАго  штш. 


ВТОРАЯ     СЕР1Я 

Томъ  VII. 

№  1. 


ХАРЬКОВЪ. 
г^|г=^  Паровая  Типограф1Я  и  Литог|)!1ф!я  Зильбербергъ.  (Г ' 

'^^1^4^  (РнОпая  улица,  домъ  Л*  ЗО-вК  '\^ 

1900. 


Э^ 


--< 
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На  основанш  §  9  Устава  Харьковскаго  Математнческа^ч)  Общества  печатать 
выпустить  въ  св'Ьтъ  разрешаю*  Харькова,  30-го  нрября  1900  года. 
НредсЬдателк  Математическаго  Общества  Профессоръ  с4.  ^япунов-ы 
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N016  зиг  1е  ргоЫёте  Ли  тоиуетеп^  й'ип 
роЫ  та1;ёг1е1  аШгё  раг  йеих  сеп^гез  Ёхез 
еп  гахзоп  шуегзе  с1и  оаггё  Ле  1а  (Из^апое. 


Риг  М.  N.  8а1(ук01Г. 


Ье  ргоЫёше  ^оп1  II  з'а^К    геу1еп(   й  1п(;ё^гег    1е  8уз1ёте   сапош^ие 
<1'ё^иа(^оп8  Л1в'ёгеп11е11е8  ог(11па1ге8 


'ей  дх  '        Л  ду' 


с1х 


дН         ^ 
дх"         ^1 


дН 


(1) 


ой  Гоп  а  розе 

Ье  8у81:ёте  (1)  айгае^  йеих  ш!;ёйга1е8  Ыеп  соппиез 

{ху  —  ухУ  —  (х^у""  =  М , 
Ь ,  М  Аё^щалпЬ  1е5  1опсЫоп8 


(2) 


--=4- -7 


2т' 


М  = 


]/(х  —  аУ  +  у^  '  У'(з;  +  (1)^+г/       У' 
2та(х  —  а)  Чт'а  (х  +  а) 


-^+^^ 


\/  {х  —  аУ  +  у'       1/  (х  -Ь  «>  +  у'       У 


-Л~Л<^'-^''-у')-^г, 
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0 ,  /  ёип^  йеих  соп81ап(;е8  агЬ11га1ге8  *).  Сотте  1а  ргет1ёге  йев  т1;ё- 
8га1е8  (2)  68*  се11е  (1е8  йгсез  У1Уе8,  1а  ьесопйе  пе  соп1епап1;  рае  ехрИ- 
сИешеп!  1а  тапаЫе  ^,  оп  еп  сопс1и<;  дие  1е8  ёдиаиопз  (2)  ^гтеп!  ип 
8у81:ёте  йе  йеих  1п1ё§га1ев  еп  1ПУо1и1;10п  раг  гаррог*  аи  вув^ёте  сапо- 
п1дие  (1).  Оопс  еп  е1Гес1;иап1:  1а  ^и(1^а!;и^е  (1е  1а  (11?ёгеп1;1е11е  ехас1;е 

хАх-\-уЛу, (3) 

X  ,  у  гергёвепкап!  1е8  та1еиг8  1;1гёез  йез  ё^иаиоп8  (2),  оп  оЬиеп!;,  й'ар- 
гё8  1е  <;Ьёогёте  йе  ^асоЬ^  **),  1е8  йеих  аи^геа  1п1б8га1е8  йи  8у81ёте 
(1)  раг  Й1ЙГёгепиаиоп  8еи1етеп1;. 

С'е8(;  а1п81  дие  1;ои1е8  1е8  Й1Шсииё8  йи  ргоЫёте  соп818(;еп(;  а  гёзоийге 
1е8  ёдиа<;10П8  (2)  е1  а  {п^ёдгег  1а  й1ЙГёгепие11е  (3).  Оп  у  рагУ1еп1  а18ё- 
теп1  раг  Пп^гойисйоп  йе  поиуе11е8  уаг1аЫе8  йе  ^асоЬ^  Я' ,  Х'  ***)  еп 
ровап! 


ах  -  1/(а^  —  Я')  (а'—Х") ,         ау  =  ]/  —  Я'Я* . 
II  8*еп8ии,  еп  еве!;, 

2а  (хах  +  у'йу)  =  2  [хй  у/{а^—Х')(а^—Х'')  +  уй  V  ^^ПГ]  = 

у  — Я  (а^ — Я  ) 
+  [^/^X'{а^-^).у'-V^{а^-X').x']  ^^' 


у/Па'  —  Х") 

Ма18  й'аргёз  1е8  Гогти1е8  йе  ^асоЬ^  ****),  1е8  ехрге8810П8  еп  сгосЬе1я 
гесиИдпез  йеУ1еппеп^ 

а\/  —  {М  +  Х'Ц,         а|/М+ГЕ, 

1а  ргет1ёге  ё1;ап1  ГопсМоп    йе  Я'  §еи1етеп1;  е!  1а  зесопйе   пе  соп(;епап( 
^ие  Я".  Ьа  йШёгеп^еИе  (3)  ргепй  йопс  1а  Гогте 

2  [К  Г^а'  —  ХУ"-        У    Х'{а^  —  Х')'^^у 
1е.'5  уапаЫе8  Я',  Х"  ё1ап1  зёрагёез. 

*)  ^йсоЫ  Сгеватшеие  >Д^егке,  В(1.  IV,  ТЬеопа  по?!  ти(1рИса1оп8  8у8(ета11  ае^и- 
аиопиш  ({х^егепИаИит  уи1^апи1п  аррИсапс11,  р.  465. 

*♦)  ДасоЬ].  Оеваттеие  \\'егке,  Вй.  IV,  8.  85.  Се  (Ь^огёте  раЪИё  еп  1836 
пе  ргё8еп(е  ^и'ип  сав  раг11сиИег  с1е  се1и1  (1е  Ыоиу]11е,  аппопсё  раг  се  ^еотё1ге  еп 
1856,  Лоигпа!  с1е  ЬюиуШе,  1-ге  вёпе,  X.  XX,  р.  137. 

♦♦*)  В(1.  IV,  рр.  467— 468. 

♦♦*♦)  Вй.  IV,  р.  468,  !огти1е5  (14),  (15). 
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Раг  сопзёдиео!;,  1е8  (1еих  1п1е^га1е8  геди18е8  8'оЫ1еппеи(  еп  ЛШ- 
геп1;]ап(  Г1п1ёрта1е  Ле  сеЫе  с1егп1ёге  1огти1е  рагНеИетеп!;  раг  гаррог!  аих 
соп8ит1;е8  агЫ1;га1ге8  у  еХ  /9: 


')Ш+^'Ь)    ^ 


С йя" г  ах' 


у' ,  /9'  е\лп1  йепх  1юате11е8  сопзипЪев  агЫ(га1ге8. 
^иаи1;  к  1\  Х' ,  еПев  80п1;  1е8  гас1пе8  (1е  ГёдиаМоп 

Я«  +  (а:«  +  у^  — а«)Я  — аУ  =  0 

е!  пе  ргёбепЪет  (1опс  ди'ип  са8  раг11сиИег  (1е8  соог(1оппёе8  е11^ри^ие8 
ЛохЛ  8е  8егУ11;  ДасоЫ  еп  ^гахиш!  1е  тбте  ргоЫёте  раг  §а  8есопйе 
тё1Ьос1е  *). 


♦)  Уойезипвеп  йЬег  Пупат1к.  Х^еИе  Аив^аЪе,  1884.  8.  221. 
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Къ  теор1и  диепере1и:  случай  многихъ 
полоеъ  поглощвн1я. 


Л.  п.  Грувннцевд. 

Въ  электромагнитной  теорш  дисперс1и  Гельмгольца,  изложенной  на- 
ми съ  некоторыми  дополнен1ями  въ  стать'Ь  *)  „Электромагнитная  тео- 
р1я  проводниковъ",  разсматривается  прост-Ьйшхй  случай,  когда  средина 
заключаетъ  въ  себ^  одинъ  родъ  матер1альныхъ  юнъ,  поляризующихся 
подъ  вл1ян1емъ  электрическихъ  силъ;  въ  настоящей  стать*  мы  раз- 
смотримъ  случай,  когда  въ  т-Ьл*  существуютъ  молекюли  н^сколькихъ 
родовъ,  т.  е.  когда  тйло  даетъ  спектрь  со  многими  полосами  погло- 
щен1я  и  покажемъ,  что  общ1я  уравненгя  сохранятъ  свой  ирежн1й  видъ: 
изменится  лишь  значенхе  н'Ькоторыхъ  коэффиц1ентовъ. 

Пусть  въ  разсматриваемомъ  т-Ьл*  находится  п  различныхъ  гонг,  т.  е. 
п  различнаго  рода  молекюлей.  Обозначимъ  количества,  относящ1Яся  къ 
г-ой  изъ  нихъ,  прежними  буквами,  какъ  въ  упомянутой  нашей  работе, 
съ  указателемъ  г  внизу;  поэтому,  электрическая  энерпя  средины  пред- 
ставится въ  вид*:  (вместо  фор.  (1)  ст.  22): 

+2я2-^-(/^-^.9^^-й?)Ьт; («) 

энерг1Я-же  токовъ  перем^щешя  въ  вид-Ь  [вм-Ьсто  фор.  (3)  стр.  24): 


^  ^  си  (п  сИ        ] 


(Ь) 


*)  ЗапнсЕи  Инператорскаго  Харьковскаго  университета,  кн.  4,  1899  г. 
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Работа  дгмсипативныхъ  силъ  будетъ,  если  обозначимъ  В  работу  токовъ 
проводимости  (стр.  25): 

1:--=-41",[(1'Г+(|'Г-Ш>'+ 

гд*  положено: 

й/).  Лд^  ЙА,. 

Поэтому,  вместо  уравнен1й   (I)  §  25,  (II)  §  26  и  (III)  §  27,    будемъ 
им^тъ: 

1        ^ 

4^1^-^;+^— ^^^+^^='    ит.п...(е) 

Изъ  (й)  и  (/)  черезъ  исключен1е  Р,  О,  Н  находииъ: 

принимая,  что  Рд  =  ^0  =  2?^  =  О . 
Для  магнитной  силы  получимъ  [вм.  (2)  стр.  33]  уравнешя: 


^     йа       4я 


^(А  — 2а,)— -^-(р  — 2^г,)|  и  т.  п. 


(*) 


Опред'Ьлимъ  прежде  всего  связь  между  /',  д  ^  к  съ  одной  стороны  и 
/*.»  Л,  А»  с'ь  другой. 
Пусть,  какъ  и  прежде: 

и 

/^  =  «*,/;     9г  =  ^г9>     Ъ^  =  и^к, (О 
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тогда  уравнен1я  (А)  дадутъ  по  подстановк*]^: 


или,  если  положимъ: 
то  получимъ: 

я 

(2.4,-1)и,  =  2-^». (п) 

Прим']Ьнимъ  это  уравнеше  къ  и^ ;  получимъ: 

м 

(24,  — 1)«,  =  2-2«,, 

1 

а  сравнивая  съ  т^иъ  же  уравнен1еыъ  (п),  найдеиъ: 

2^,-1 
"'=2^7^"> ^'^ 

Полагая  зд'Ёсь  г^2,  3 , . . . п ,  мы  выразимъ  ьсЬ  и.  въ  функц1И  1^^ . 
Отсюда  находимъ: 

п  н 

2«,  =  (2Л-1к227Ьт <в> 

1  1  ' 

Но: 


1* 

1 


подставляя  значенхе  ^и^.  изъ  (д),  получимъ: 

п 

(2Л.-1)м,  =  2-а,  (2^.-1)2]  ^2^' 

откуда: 

2 

в*.  = ■ — :: • 


'^-'^[+1-2^] 
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Пусть 


^1и2А,—  1      8' 


тогда: 


и  по  равенству  (р): 


"'~2Л,— 1 


»_  =  ; 


5 


Слооивъ  (1)  и  (2),  найдеиъ: 


т    е. 


ъ- 


2  —  8 


или  при  помощи  (г): 


^  1+У— ^- 

^1и2А,—  1 


Зд'Ьсь: 


К      тД   ,  ,  к,К 


или,  если  положимъ: 
К 


-КГ^'^"     Т^^**"     1^==*' 


2^,  =  1  +  >7,-а;р«  +  Ь:г>]/-1. 
Теперь  уравнен1я  (к)  напишутся  въ  вид'Ь: 


йа  _  4:Л{\  — м)  (дН дд^ 


(г) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


'^'-'-±-±р'+^^-^^-' (°) 


(6) 
(7) 

(I) 
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гд*]^  положили: 

и 

и  =  Уи,=-2  —  8 (II) 

1 

Уравеешя-же  (е)  будутъ: 

^лАП+и)-^1  +  4лАр  =  ^  —  -^.       и  т.  п.  .        .    .  (Ш) 
(П  ог        пу 

Опред'Ьлимъ  теперь  составляющхя  тока  проводимости:  1?,  д  и  г. 
Им^емь  согласно  опред'Ьлен1Ю  (стр.  36,  §  33): 

1  1  ' 

Т.  е. 

1  1 

Точно  также  найдемъ  для  токовъ  переноса: 

АлС.  4лС^и. 

и,  следовательно: 

1  1 

гд*  положено: 

'^'^к-с^'^'с ^^^ 

И  такъ,  окончательно  получимъ: 

ИЛИ 


^--яХ^+Ь")'' 


от 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


~    9    — 
гд*: 

Цоложимъ  теперь: 

П  V  п 

1  1  1 

откуда: 

7  =  ^-7 (У) 

Сл'Ьдовательно,  век  7равнен1я  внутри  средины  им'Ьютъ  прежшй  видъ. 

Дал'Ье,  первая  система  поверхностныхъ  услов1й  остается  въ  томъ-же 
вид'Ь  и  точно  также  вторая  система  пограничныхъ  услов1й  будетъ  то- 
го-же  вида,  какъ  и  прежде. 

Действительно,  эти  услов1я  будутъ: 


Но: 


сл-Ьдовательно: 

Вся  разница,    следовательно,   въ  томъ,    что    и    определяется    урав- 
нен1емъ: 


п 

~2-2Л,— 1 


1 

'  1 
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или 


п 

П 


^«^ — ч^ — (^^ 


1  + 

1 


Зд-Ьсь: 


или 


гд*  положено: 


2А,—  1=7],{1—а,р''\-Ь,р\/^^) О") 


а.  о. 

а.=  -     ,     6.=  — 


или 


а. 


«•л     ,      Кк, 


V 


.   *.  =  ^ (*) 


4^с  '         4л 


Показавъ  аналитически,  что  все  остается  въ  прежнеыъ  вид'Ь  и  для 
п  родовъ  10нъ,  т.  е.  для  п  полосъ  поглощен1я  средины,  разсмотримъ 
физичесЕ1й  смыслъ  полученнмхъ  результатовъ. 

Въ  выражен1яхъ  для  р^ ,  д, ,  ^^  входить  количество: 

1  1 

Всегда  возможно  определить  новое  постоянное  К^  такъ,  чтобы: 

п 

Ь-кГ-К^к, ^«^ 

I 

Т.  е.  К^  будетъ    количество    среднее    физически-эквивалентное    количе- 
ствамъ  К.  {г=\  ,  2  ,  . . .  п) • 
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Въ  такомъ  случа'Ь  для  количества 


получимъ: 


"/=-4 — 


какъ  разъ  прежнее  выражен1е  для  случая  одного  рода  юновъ. 
ЗатЪмъ  им^емъ: 


I  С.и^ 


1  1 

И  опять  возможно  определить  количество  С^,  какъ  среднее  физически- 
эквивалентное  всЬмъ  (7^  (г  =  1 ,  2 ,  . . .  п)  по  формул*: 


1  1 

следовательно,  при  помощи  (а)  получаемы 


^^  г^,  ~^»1]:^ ^'^ 


и,  значить: 


Наконецъ,  лайдеиъ: 


2^  ^^,  ~  -Ко  • 


=(^-)'- 


{е) 


Итакъ,  ВС*  соотношен1я  между  коэффищентами  К^,  С^,  б ,  т}  н  у 
остаются  прежними. 

Отсюда  сд-Ьлаемъ  общее  заключеше: 

Если  средина  заключаешь  п  различныхь,  дголектрически-поляризую- 
щихсл  гоновъ,  характеризуемыхь  молекюлярными  постоянными  К^  и  С% 
Сг  =  1  ,  2  ,  . . .  п)  или,  другими  словами,  спектръ  средины  имгьетъ  п  по' 
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лосъ  поглощенгя,  то  мы  можемъ  замгьнить  такую  совокупность  п  гоновъ 
однимъ  гономъу  физически  имъ  эквивалентнымъ  и  характеризуе- 
мымь  постоянными  К^  и  С^,  опред'»ьляемыми  изъ  соотногиенШ: 


1         ^'^^ 

(I) 

1  1 

Въ  такомъ  случа*  всЬ  формулы,  полученныя  нами  для  срединъ  съ 
съ  однимъ  родомъ  10нъ,  применяются  и  къ  срединамъ  съ  какимъ  угод- 
но числомъ  10нъ: — причемъ  соотношенхя: 


(П) 


сохраняются,  но  съ  той  только  разницей,  что  А'^  и  С^  им'Ьютъ  значен1е 
эквивалентныхъ  средныхъ*)  изъ  всЬхъ  значен1Й  А,-  и  С,.  (1  =  1,  2, . . .  п), 
относящихся  къ  различнымъ  1онамъ  и  опред^^ляемыхъ  формулами  (I). 

Можно  заметить  относительно  ^  следующее. 

Такъ  какъ:  ' 


1» 


К 


2  V, 


то 


»?  =  — .      гд*      1,  =  ^ 


0<К,<\ (П 

Точно  также  относительно  К^  можно  заметить,  что 

О  <  2^0  <  ' (^) 


*)  Мы  вводимъ   терминъ    эквивалентное  среднее   въ  отлнч1е    отъ   аривметическаго 
средняго  п  данныхъ  количествъ. 
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Действительно,  К^  не  можетъ  достигать  значен1Я  д1электрической 
постоянной  какой-нибудь  средины,  наименьшее-же  значен1е  К=  1  (для 
воздуха  или,  лучше,  пустоты);  поэтому  К^  должно  заключаться  между 
О  и  1. 

Отсюда  вытекаетъ  одно  важное  сл'Ьдств1е.  Если  средина  заключаетъ 
чрезвычайно  много  различныхъ  родовъ  1онъ,  т.  е.  обладаетъ  спектромъ 
съ  безчисленнымъ  количествомъ  полосъ  логлощешя  или  другими  сло- 
вами, она  поглощаетъ  век  лучи,  лежащхе  между  длинами  волнъ  Я^  и  Я^ , 
что  это  К^  будетъ  ариеметическимъ  среднимъ  изъ  всЬхъ  К.,  т.  е. 

К^  =  0,  5. 

Такой  случай  мы  им'Ьемъ  въ  металла хъ. 

Металлы  поглогцаютъ  век  световые  лучи  отъ  крайнихъ  красныхъ 
(Я^  =  О*^,?,  примерно,  гд-Ь  1^^  =  0,001  миллиметра)  до  крайнихъ  фюлето- 
выхъ  (Я2  =  0'^,4),  поэтому  для  нихъ  должны  получить: 

А'о  =  0,5. 

Опытъ  вполн*  подтверждаетъ  такое  заключен1е  *). 
Подобнымъ  образомъ  убедимся,  что 

1  <^<оо. 

для  металловъ  или  вообще  для  срединъ,  поглощающихъ  сплошь    лучи 
отъ  Я^  до  Я^,  должны  им^ть: 

Это  тоже  вполн*  подтверждается  опытомъ  **). 
Обратимся  теперь  къ  дисперс10нной  формуле. 
Мы  им']^ли: 

II 

1 


!"• 


1__ 


гд4 


2Л,.-1=г/,-а,У  +  б;.р>/-1 


♦)  Стр.  75  цитир.  ст. 
♦*;  Стр.  74  и  78  цит.  ст. 
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или 


2^,— 1=»?Д1— а,р«  =  г.,ру/— 1 (а) 

Поэтому,  подставивъ  значен1е  А^ ,  получимъ  по  приведеши  къ  одно- 
ку  знаменателю 


V        1        _/1(р')+р/'г(р')у/-1 
^2Л,-1  ф,„{р) 


Ф.М 


причемъ  /"^  и  2^2  суть  ц'Ьлыя  рац1ональныя  функцш  отъ  |?^  степени 
п —  1-ой  съ  дЬйствительными  коэффищентами;  Т^  —  степени  п-ой,  а  /, 
степени  п — 2-ой,  функщя-же  ф^^^р)  им-Ьеть  тоже  видъ: 


причемъ  фу^ — п-ой  степени,  а  ф.^  —  п  —  1-ой  отъ  р^. 
Отсюда  находимъ,  что 

Дисперсюнная  формула  (§41,  стр.  44)  даетъ: 

1  — и  1  — м 

но: 

1+«*  =  (1— и)  +  2и;         1 +7^  =  (I -«')  +  (/+ О»*, 
следовательно: 


или  лучше: 


[4ДГ/г  — 21)/г(у-г1)1/— 1]^« 


уз^2.у/^  =  /:^  _  Х)^^  |/_  1  ^ ___^ ^ ,  .    (г,) 
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сл'Ьдовательно,  надо  составить  фувкц1ю: 


1 
у-^" 

1— « 

Но  мы 

нашли: 

1 

Л(Р*)  +  Р/'2И»/-1 

2^  = 

1^\{р')+рР^^р')V-^^ ' 

поэтому: 

1 

[Рг(р')- 

-  2/,  (;>»)] +^> »/- 1[К(р^)- 

-2иь>')] 

1 

■    ■  м  — 

Пр'^^р^2(р'^у'-^ 

Итакъ, 

получаеиъ: 

Г= 

ир')+рир)\^^^ 

• 

(с) 


, (р) 

Зд'Ьсь  Ф^С^)')  есть  ц-Ьлая  рац10нальная  фунвцхя  р"  степени  п-ой,  а 
Ф2(я^')  оодобная-же  функц1я  степени  п — 1-ой.  Видъ  этихъ  функщй 
сл'Ьдующ1Й: 

Ф1(р»)  =  ^',(р«)-2/;(;)»);     Ф.^^р')  =  1',(р')-21,(р^).    .    .    •  (<) 
Уничтожая  радивалъ  въ  зваиенател'6,  получимъ: 

Т=^1\+У,р^^ (/•) 

гд'Ь  положено: 

причемъ: 

^•(р'')  ==  Ф,(р')ир')  ^Р^Ф.тш^) ; 

?Р2(р^)  =  Ф,{р')  и  Р')  -  Гг(р')  Ф,(Р')  • 

Функщя  у,  (р*)  —  (2п  —  1  )-юй  степени,  а  Щ  р^)  —  ( 2и  —  2)-ой;  за- 
тЬмъ: 

тр')  =  Ф!(р^)+р'Ф1{р*) 

степени  2п-ой. 
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Разложимъ  теиерь  Т^  и  У^  на  частвыя  дроби. 
Пусть  для  простоты:  у»^  =  г ,  сл-Ьдовательно: 


Г,  = 


У.С^) 


'      Ч'(г) 


Функщя  Т(е),  какъ  видно   изъ  способа  ея  составлея1я,    ти^&гь    2» 
мниныхъ,  попарно  сопряженпыхъ  коряеЁ  вида: 

•^1,  — «2.У— ^.  (*=1,2,3,...и); 

сл'Ьдовательно: 

.  г,.у[ — ^^^^=-+ — -'^— 1 


или: 


0;) 


.(А) 


Подобнымъ-же  образомъ  найденъ: 

^  Л  ( Д^,  +  Дз.)  (^  -  ^..)  +  ( Дь  -  ^2.)  ^..  У^^^» 

Но  -4ц,  .^з!'    А<»  -^21    комплекеныя    сопряжевныя,    сл-Ьдовательно, 
можно  положить: 

Б,,  +  В,,  =  А ;    Б,,  -  В,,  =  -  /Г,  1/:^ , 

причемъ  Ж,,  2У,. ;  X,.  и  К^  дпйствительныя  количества. 
Подставляя  въ  Г^  и  У^,  получнмъ: 

у  Щг  —  г,,)  +3!21  V  -  V  -^Д^  — ^1.^  +  ^>2.- 

Такъ  какъ  ?Р2(^^^)  степени  2п  —  2-ой,  а  числитель  въ  Т^  въ  (/г)  сте- 
пени (2п — 1)-ой,  то  заключаемъ,  что 

п 

Ха  =  о (О 
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Положимъ  теперь: 


1^  =  >/^»+4;    А?  =  2(|>?-*,,), («.) 


тогда: 


Составляя  теперь  функцгю  У,  находимъ: 
или,  короче: 


1 


(Р?-Р'?  +  Л?р»" 


(в) 


гд4: 


Пусть  теперь: 


Р1  ^0 


(*) 


гд*  X^  длина  волны  соотв-Ьтствующая  собственному  пергоду  гЬла,  г^. ; 
таЕнхъ  пер1одовъ  т']^ло  им']^етъ  п  и  каждому  соотв']^тствуетъ  опредгь- 
ленная  полоса  поглощенгя  въ  его  спектр*]^. 

Знаменатель  можно  представить  въ  сл']^дующемъ  вид'Ь: 


тЛ(Ч-^!^'-\-9^^П' 


тд'6  положепо: 


9, 


(О 


Полагая  зат'Ьмъ: 


.    («) 
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получииъ: 


1 


(Ч-^^Г+9(Ч 


(А) 


Умножая  У  на 

4  ^Г/<  —  21)|и  (у  +  1 )  1/^  =  а  — /?^  1/^  . 
гд-Ь: 

получииъ: 


или: 


[«--»1/-ио]Г=|] 


(Р.^0^  -  <?,)  ^о'  -  у"- 1  (У.^о'  +  Д,^г  +  'б^.^о) 


если  положимъ: 

и  общ1я  формулы  дисперс1и  будугь: 

^^^Ч-^^'^Ч 


2/1  2\  Г'       ■     V      ^-^1*0—  У('*о 


2  » 
О 


.  .  .  (^) 


Въ  обычвыхъ  теор1яхъ  дисперсш  /?  =  0;  следовательно,  тогда: 
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и  формула  для  2п|Х(,  будетъ: 


{В,^^  +  8,)Х^ 


Къ  такимъ-же  результатамъ  приводятъ  и  друг1Я  теор1И  (напр.  Гольд- 
гаммера  или  Друде). 
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Е.  И.  фонъ-Бейеръ. 

(Не кро логически  очеркъ). 


М.  Л.  Тнхомандрицкаго. 


Въ  промежутоБъ  между  посл']^днимъ  бывшимъ  зас^данхемъ  нашего 
Общества  и  сегодняшнимъ,  именно  28-го  Декабря  1899  г.  скончался 
на  80-мъ  году  отъ  ролу  одинъ  изъ  членовъ  нашего  Общества  съ  са- 
маго  его  основан1Я,  бывш1й  первымъ  его  предсЬдателемъ,  Бвген1Й 
Ильичъ  фонъ-Бейеръ,  занииавш1Й  втечен1е  25-ти  л'Ьтъ,  съ  1844  г.  по 
1872  г.  каеедру  чистой  математики  въ  зд-Ьшнемъ  университегЬ.  На 
мн^,  какъ  занимавшемъ  вторымъ  посл^  него  ту  же  каеедру,  лежитъ 
обязанность  иомянуть  своимъ  словомъ  полезную  д'Ьятельность  нашего 
покойнаго  сочлена.  Если-бы  находился  зд^сь  его  непосредственный 
преемникъ  по  каеедр*  и  ученикъ,  Д.  М.  Деларю,  то  конечно  онъ  могъ 
бы  это  сделать  лучше  и  тепл^^е,  обладая  не  однимъ  офицхальнымъ 
матер1аломъ,  но  и  живымъ  личныхъ  впечатл'Ьшй,  накопленныхъ  въ 
продолжительныхъ  личныхъ  сношен1яхъ  съ  покойнымъ. 

Евгешй  Ильичъ  фонъ-Бейеръ  происходилъ  изъ  дворянъ  Вологод- 
ской губ.,  родился  въ  1820  г.  Высшее  образованхе  получилъ  въ  С.-Пе- 
тербургЬ,  въ  Главномъ  Педагогическомъ  Институт*,  приготовившемъ 
для  Россш  многихъ  полезныхъ  деятелей  па  педагогическомъ  поприщ* 
отъ  начальныхъ  училищъ  до  университетовъ,  которымъ,  въ  томъ  числ* 
и  Харьковскому,  онъ  доставилъ  многихъ  видныхъ  профессоровъ.  Е.  И. 
поступилъ  въ  Институтъ  на  физико-математическШ  факультетъ,  въко- 
торомъ  высшую  математику  преподавалъ  известный  академикъ  М.  В. 
Остроградск1й,  бывш1Й  студентъ  Харьковскаго  университета,  образо- 
вавши очень  многихъ  учениковъ,  изъ  которыхъ  многхе  занимали  ка- 
еедры  математики  въ  высшихъ  учебныхъ  заведешяхъ;  его  ученикомъ 
былъ  и  И.  Д.  Соколовъ,  занимавш1Й  долгое  время  въ  Харьковскомъ 
университет*  каеедру  прикладной  математики.   Е.  И.   окончилъ  курсъ 
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въ  1641  г.  съ  золотою  медалью  и,  по  окончанш  ^урса,  продолжалъ 
заниматься  математикой  подъ  руководствомъ  Остроградскаго,  а  загЬмъ 
въ  43 — 44  г.  былъ  Еомандированъ  для  усовершенствован1я  въ  наукахъ 
за  границу,  гд'Ь  слушалъ  левщи  1)  въ  Кенигсберге:  Ришело  по  теорш 
опред'Ьленныхъ  интеграловъ,  эллиптическихъ  и  ультра-эллиптичесвихъ 
функц1й;  Гессе  по  аналитической  геометр1и,  теор1и  дифферевщальныхъ 
уравнен1й  и  вар1ащонному  исчислен1ю;  Неймана  и  Мазера  по  матема- 
тической физик*]^;  Бесселя  по  теор1и  затм^нхй  и  геодезЫ;  2)  въ  Берлин'Ь: 
Якоби  по  алгебр'Ё,  интегральному  исчислешю  и  динамике;  Леженъ* 
ДирухАЭ  по  теор1и  чиселъ,  Штейнера  по  синтетической  геометрхи; 
3)  въ  Париже  въ  Сорбонне  и  въ  СоИё^е  ее  Ргапсе:  Штурма  по  ра- 
щональной  механик'Ь,  Бинэ  по  теор1и  двнжен1я  планетъ,  Леверье  по 
теорш  движешя  кометъ. — Изъ  этого  перечня  видно,  что  не  спецхали- 
зируясь  въ  какой-либо  области,  Б.  И.  исвалъ  своего  усовершенствованЕЯ 
подъ  руководствомъ  знаменитыхъ  учепыхъ  того  времени  почти  по 
всЪмъ  отд'Ьламъ  чистой  и  прикладной  математики. 

По  возвращеши  изъ-за  границы  въ  1844  г.*  19-го  Сентября  онъ 
былъ  назначенъ  исправляющимъ  должность  адъюнкта  въ  Харьковскомъ 
университете.  Съ  момента  своего  назначенхя  Е.  И.  всец'Ьло  посвятилъ 
себя  д-Ьлу  преподаван1я,  старательно  готовясь  къ  лекщямъ,  любя  восхо- 
дить, по  примеру  Лагранжа,  къ  самому  началу  каждой  теор1и,  сл'1дя 
за  историческимъ  развит1емъ  каждаго  вопроса.  Лекц1и  его  уважались 
слушателями;  онъ  пользовался,  какъ  я  слышалъ,  репутащей  прекрасваго 
лектора.  Уходя  всец'Ьло  въ  лекц1и,  онъ  не  думалъ  о  своей  карьер*]^  и 
подвигался  впередъ  медленно  по  ступенямъ  университетской  службы. 
Въ  1849  г.  онъ  пр1обр']^лъ  въ  зд'Ьшяемъ  университет*]^  степень  магистра 
математики,  посл-Ь  чего  тотчасъ  состоялось  утвержден1е  его  въ  долж- 
ности адъюнкта.  Въ  1853  Г.  онъ  былъ  избранъ  въ  секретари  физико- 
математическаго  факультета;  въ  1858  г.  былъ  утвержденъ  экстраорди- 
нарнымъ  профессоромъ  по  каеедр'Ь  чистой  математики;  въ  1861  г. 
былъ  назначенъ  ординарнымъ  профессоромъ  по  той  же  каеедр*]^;  въ 
1866  г.  былъ  награжденъ  чиномъ  д-Ьйствительнаго  статскаго  советника; 
въ  1867  г.  былъ  утвержденъ  сов-Ьтомъ  Харьковскаго  университета  въ 
степени  доктора  чистой  математики.  Спустя  пять  л-Ьтъ,  въ  1872  г. 
Е.  И.  вышелъ  въ  отставку  и  въ  томъ  же  году  былъ  избранъ  въ  по- 
четные члены  нашего  университета. 

По  выход*  въ  отставку  онъ  остался  жить  въ  Харьков*,  ведя 
уединенную  жизнь  и  не  переставая  до  самой  кончины  заниматься  сво- 
имъ  любимымъ  предметомъ — математикою. 

Когда  въ  1679  г.  было  основано  наше  Общество,  онъ  былъ  из- 
бранъ въ  его  председатели  и  первое  время  бывалъ  на  засЬданхяхъ, 
предложи лъ  многихъ  новыхъ  членовъ  къ  избран! ю  въ  Обп1;ество,  д*лалъ 
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сообщешя  „а  теорем'Ь  Фермата^.  Къ  ней  онъ  еще  разъ  вернулся  въ 
1883  г.,  поручивъ  доложить  свою  статью  Д.  М.  Деларю,  тавъ  какъ 
около  9Т0Г0  времени  онъ  снова  вернулся  къ  уединенной  жизни.  Гово* 
рятъ,  онъ  работалъ  до  самой  кончины  и  оставилъ  много  рукописей; 
въ  печати  же  появилось  лишь  немного  ивъ  еготрудовъ.  Не  знаю,  была-ли 
напечатана  его  магистерская  днссертац1я;  кь  1858  г.  была  напечатана 
его  актовая  р^^ь  ^Объ  интегрированш  линейныхъ  дифференщальныхъ 
уравнен1Й  съ  какимъ'  угодно  числомъ  изм'Ьняемыхъ  величинъ**.  Въ 
этомъ  сочиненш  (183  стр.  1п  8^)  онъ  им'Ьлъ  въ  виду  объединить  въ 
одно  цЪлое  труды  разныхъ  ученыхъ,  до  Лкобн  включительно,  касаю* 
Щ1еся  задачи  Пфаффа.  Другое  сочинен1е  „О  равностномъ  интегрировав 
н1и  рац10нальвыхъ  дробей,  когда  вто  возможно*,  было  помещено  въ 
1У  и  У  томахъ  Московскаго  математическаго  сборника  въ  1870  г. 
Въ  втомъ  сочинеши  (160  стр.  ш  8^)  онъ  им'Ьлъ  въ  виду  сд'Ьлать  до- 
полнен1я  и  разв11Т1я  къ  одной  работе  В.  Я.  Бунлковсваго,  въ  которой 
способъ  Остроградскаго  для  интегрирован1я  рацюнальныхъ  дробей 
распространяется  на  адалогичный  случай  обратнаго  способа  конечныхъ 
разностей. 

Покойный  Ё.  И.  отличался,  повидимому,  большой  начитанностью 
въ  области  математики  и  свою  библ1отеку  (4  яшдка)  оставилъ  Харь* 
ковскому  университету.  Это  очень  ц'Ьнное  ножертвоваше,  ибо  воспол- 
нитъ  мног1е  существующ1е  въ  нашей  фундаментальной  библютек^ 
проб'Ьлы. 

Нужно  над'Ёяться,  что  въ  предположенномъ  проф.  Багал'Ьемъ 
бюграфическомъ  словаре  профессоровъ  Харьковскаго  университета  за 
100  А^тъ  его  суш;ествован1я,  появится  бол'Ье  обстоятельная  б10граф1Я 
н  оц'Ёнка  д']^нтельности  Ё.  И.  Бейера,  составленная  какъ  на  изучеши 
архивныхъ  документовъ  университета,  такъ  и  на  основаши  оставлен^ 
ныхъ  покойнымъ  рукописей  и  по  воспоминан1ямъ  его  ученвковъ  и  со- 
служивцевъ,  ч^мъ  та,  которую  я  могъ  предложить  зд'Ьсь,  на  основан1и 
только  двухъ  им']^юш;ихся  у  меня  источниковъ:  Истор1и  Главнаго  Пе<- 
дагогическаго  Института  и  пом-Ьщеннаго  въ  „Южномъ  Кра4"  30-го 
Декабря  1899  г.    некролога,  составленнаго  по  офиц1альнымъ  давнымъ. 
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о  в-Ьроятности  а  ро81;впоп. 


А.   Л.   Маркова. 


При  изв'Ьстныхъ  услов1яхъ  в'Ьроятность  Р^,  что  въ  п  испыташй 
некоторое  событ1е  появится  ровно  к  разъ,  определяется  по  формул'Ь 

Г  а^+Н1  —  хГ^^^^Чх 

р  _  п(п—1)...{п-к-\-1)    ^о 

^*~  1.2.3... А  Г^      , 

если  въ  По  наблюденныхъ    испытан1й  то  же  событ1е  появилось  ровно  к^ 
разъ. 

На  основаши  этой  формулы  при  помощи  пр1ема,  который  былъ 
примйнонъ  Чебышевымъ  къ  вероятности  а  рпог1,  нетрудно  доказать, 
что  для  любого  положительнаго  числа  (  вероятность  неравенствъ 


_|/±+_^<±_^^+V^-+^ 

Ф       2  Г     п^        п  —  п         щ  —         2   •^     п^,        п 


больше 


Для  указанной  ц^ли  прежде  всего  заметимъ,  что  вышеопреде- 
ленное выражен1е  Р^  представляетъ  коэффиц1ентъ  при  5*  въ  разложе- 
Н1И  по  степенямъ  переменнаго  §  фупкцш 

т=^-^-  -^. — . 
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таЕъ  что 


Г  аД,(1  _  а;)»*-*.  (1  —  а;  +  йхУ Ах 

^Р.й*=-^ ^п 


Отсюда  кром'Ь  очевиднаго  равенства 
выводинъ  при  помощи  дифференцирован1я 


-1} 


п(п  — 1)  г  ж*«+2(1  -  х)"«-*»йа; 


=  и(п  — 1) 


«0+2  «0+3 


и  аатЪиъ 


Яо+2по+3\         п/"^п»о  +  2  ПоПо  +  2"^п« 
1    /^-0+1  «0+1-^-0  ■    ро+1       М-          1       *о+1  »о-^о+1 
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Съ  другой  стороны  простое  тождество 

\»»о  +  2        По/  "^По  +  З  »„  +  2       Ио  +  2 

,  +  3)^^1'      ^п,  +  -2}\п1       4(по  +  3)| 


4(по  +  3) 

обнаруживаетъ,  что  сунна 

/^0+1        А;оу  1        &о+1По-^о+1 

и„  +  2       »о/  "^Мо  +  З  «0  +  2      Ио  +  2 

должна  заЕлючатьсм  между  Еоличествани 

I  1        [.    ,    «о+Ч  2 


Боторыя  оба  меньше 


Еще  легче  обнаружить  неравенство 

По  +  2        По  +  3      ^4 
Сл']Ьдовательно 


2-.(!4:Г<1(^У- 


Остается  применить  къ  последнему  неравенству  изв4стныя  раз- 
суждешя  Чебышева  *),  и  мы  тотчасъ  придемъ  къ  заключенш,  что  ве- 
роятность выполнен1я  неравенствъ 


должна  быть  больше 


-^- 


13  Апреля  1900  г. 


*)  См.  ваар.  въ  Сообщенгяхь  Харьковскаю  Математическаю  Общества  (вто- 
рая сер1я,  томъ  1)  статью  В.  Г.  ИмшенецЕаго  „Элементарный  выводъ  закона  бодь- 
шихъ  чиседъ  теор1и  вероятностей**. 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


Къ  вопросу  о  безконечно-малыхъ  двФор- 
мащяхъ  поверхности. 


А.  П.  Цшеборокаго. 


Кавъ  изв']^стно,  вопросъ  о  нахожден1и  вс']^хъ  поверхностей,  на- 
ложиныхъ  на  данную,  сводится  къ  интегрированш  уравнен1я  въ  част- 
ныхъ  производныхъ  второго  порядка  вида 

ЕГ  +  88+П  +  N(^8  —  ^^  =  О , 

гдЪ  г,  8,  ^  вторыя  частныя  производный  некоторой  функщи  по  не- 
зависимымъ  перем^ннымъ. 

Однако,  несколько  съузивъ  нашу  задачу  и  не  задаваясь  ц4льго 
найти  конечныя  уравнен1я  поверхностей,  наложиныхъ  на  данную,  мы 
можемъ  свести  вопросъ  о  деформад1и  поверхности  къ  интегрированш 
либо  системы  линейныхъ  уравнешй  въ  частныхъ  производныхъ  перваго 
порядка,  либо  къ  интегрирован1Ю  одного  линейнаго  уравненхя  въ  част- 
ныхъ производныхъ  второго  порядка. 

Въ  разсматриваемомъ  случа'Ь  задачу  нашу  М(1Жно  формулировать 
сл'Ьдуюш;имъ  образомъ:  найти  уравнен1я  семейства  поверхностей  или 
ихъ  частей,  наложимыхъ  на  данную  поверхность. 

Положимъ,  что  уравнешя  искомаго  семейства  поверхностей  (или 
ихъ  частей)  будутъ 

тж^  и  }А  V  криволинейныя  координаты,  а  I  параметръ. 

Пусть  данная  поверхность  8  (х,  у,  е)  соотв^тствуетъ  значешю 
параметра  /  =  0. 
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Предполагая  деформащю  непрерывной,  мы  можемъ  сигать  фунБ- 
цш  /*^ ,  /*2 ,  /з  непрерывными  функц1ями  параметра  ^,  разложимыми  ^ь 
степенные  ряды,  расположенные  по  степенямъ  ^  и  сходящхеся  равно- 
м:Ьрно  въ  некоторой  области. 

Другими  словами,  мы  можемъ  предположить,  что  х^,  у^,  01  выра- 
жаются сл^дующимъ  образомъ 

х^^=  X  -{-  Ьх^  -}-  ^  а?2  Н~  •  •  •  » 

У/-У  +  <У1  +  ^Ч+---»  (1) 

л^  =  ^ег  +  ^^1  +  ^^^ег2  +  . . .  , 

гд4  х^^  У1,  л^,  х^^  у2>  ^2''-  Фуикщи  перем-Ьнныхъ  г*  и  г,  опредйля- 
емыя  изъ  услов1я  наложимости  поверхности  /5^  {x^,  у^^  е^  на  поверх- 
ность 8  {ху  у,  е)' 

Последнее  услов1е,  какъ  изв4стно,  состоитъ  въ  равенств*  линей- 
ныхъ  элементовъ  поверхностей  5^  и  5  т.  е.  напишется  сл^дующимъ 
образомъ: 

Лх]  +  Лу\  +  (?4  =  ^л:^  +  Йу2  +  («^ .  (2) 

Это  условхе  должно  им'Ьть  м'Ьсто  для  всЬхъ  значенШ  1^  для  ко- 
торыхъ  ряды  (3)  равном'Ёрно  сходятся. 

Поэтому,  подставляя  во  (2)  значения  Лх^^  с1у^,  Лг^^  опред']^леи- 
ныя  изъ  (1),  и  сравнивая  коэффиц1енты  при  различныхъ  степеняхъ  { 
въ  об^ихъ  частяхъ,  мы  получимъ  рядъ  уравнен1й,  изъ  Еоторыхъ  можно 
последовательно  определить  функц1И  х,.,  у^,  и^,  а  именно 

йхс1х^  +  ^уду^  +  €1еЛе^  =  0,  (3) 


^хах,  +  с1уау,  +  с?лйя2  + 1  (Йх2  +  Йу8  +  с1»^)  =  0. 


ЙХЙХ„  +  С?уб?у„+Л^?Й-г^,.  +  ^1:1Сг^„_.1  +  ф/1<?У,,^1+^^Хег^,,_1  +.  •  -=0. 


(4) 


Уравнен1я  (3)  и  (4)  разбиваются  на  рядъ  липейныхъ  уравнен1Й 
въ  частныхъ  производоыхъ  1-го  порядка,  а  именно  уравнен1е  (3)  раз* 
биваются  на  три  уравнения: 

у  дх  дх^  ^  I  дх  дх^       дх  дхЛ  у  дх  дх^ 


дV  дV 
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Что  же  касается  уравнен1й  (4),  то  каждое  изъ  нихъ  разбивается 
на  три  уравнешя  вида 

^^  дх  дх^.  ^  /дх  дх^       дх  дх\  ^  дх  дх^ 

гд-Ь  А^у  2?^,   С\.  извФстныя  функцш  отъ  и  и  г?. 

Какъ  показалъ  СаисЬу,  мы  найдемъ  р'Ьшен1я  уравнен1й  (6)  по- 
мощью квадратуръ,  если  будетъ  найдено  общее  р'Ьшен1е  уравнешй  (5), 
а  потому  первой  ступенью  въ  р'Ьшевш  задачи  о  деформац1яхъ  по- 
верхности представляетъ  интегрироланхе  системы  уравнен!й  (5)  или, 
что  то  же,  уравнен1я  (3). 

Задача  объ  интегрироваши  посл'Ьдняго  уравненгя  носить  назваше 
задачи  о  безконечно-малыхъ  дефориащяхъ  поверхности  и  вотъ  на 
какомъ  основаши. 

Положимъ,  что  мы  нашли  функщи  х^,  у^,  ^е^^ ,  удовлетворяющ1Я 
уравнен1ю  (3);  разсмотримъ  поверхность  /?',  которой  координаты 

х=х  +  (х^,     у'  =  У  +  ^У,,     е=0  +  ^0^; 

линейный  элементъ  этой  поверхности  въ  силу  услов1я  (3)  приметь  видь 

ах^  +  Ау^  +  а$^  =  йх^  +  Лу^  +  йг^  +  г^  {ах1  +  ау1  +  Ле^) .      (7) 

Если  теперь  мы  предположимь,  что  Ь  безконечно-малая  величина, 
то  изъ  (7)  увидимъ,  что  линейные  элементы  поверхностей  5  и  5'  от- 
личаются на  величину  второго  порядка  относительно  разстояшя  соот- 
в^тственныхь  точекъ  на  новерхностяхь  5  и  ;$'.  Посл'Ьдн1я  поверх- 
ности, очевидно,  не  наложимы  другь  на  друга,  но  безконечно  мало 
отличаются  одна  отъ  другой. 

При  изсл']^дован1и  безконечно-малыхъ  деформац1й  поверхности 
весьма  существенную  роль  играютъ  поверхности,  связанный  другь  съ 
другомъ  такимь  образомь,  что  на  нихъ  соотв'Ьтственные  линейные 
элементы  взаимно  ортогональны.  Эти  поверхности  мы  для  сокращен1Я 
назовемъ  линейно-ортогональными  поверхностями. 

Если  черезъ  ^5^  обозначимъ  геометрическое м-Ьсто  точекъ  {х^,  у,,  ^е^^), 
то  изъ  услов1я  (3)  заключимь,  что  поверхности  5  и  )8^^ ,  линейно-орто- 
юнальны. 

Условимся  въ  сл-Ьдующихъ  обозначен1ЯХЪ. 

Линейный  элементъ  поверхности  (5)  представимь  въ  вид* 

Й5^  =  ЕЛи!"  +  2ШийV  +  ОАь'^ . 
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Черезъ  2),  В\  2)"  обозначимъ  основныя  величины  второго  по- 
рядка поверхности  (/§),  черезъ  Л  обозначимъ  детерминантъ  ЕО  —  2^^, 
черезъ  К  полную  кривизну  поверхности  (5),  черезъ  Е  ея  среднюю 
кривизну,  черезъ  X,  Г,  2  соа'ы  нормали  къ  данной  поверхности,  на- 
конецъ  черезъ 

йо^  =  еЛи^  +  2(йиаь  +  дЛу^ 

линейный  элементъ  сферическаго  изображенхя  поверхности  (5). 

Соотв-Ьтственные  элементы  поверхности  (/§,)  будемъ  обозначать 
т'Ьми  же  буквами  съ  индексомъ  ]. 

Уравнешя  (5)  мы  можемъ  зам']Ьнить  уравнен1ями  вида: 

\;1  дх  дх^  у^  дх  дх^  .-       ^  дх  дх^  ^ 

^  дх  дх^ 

Ь~д^~дю^^' 

гд'Ь  (р  н'Ькоторая  функщя,  введенная  впервые  \Уе111^аг(еп'омъ  и  назван- 
ная имъ  характергинпической  функцьей  деформацги. 

Съ  нахожденхемъ  этой  функц1И  вопросъ  объ  опред'Ьлеши  функ- 
Ц1Й  а?! ,  у, ,  ^, ,    сводится  къ  квадратурамъ. 

Въ  самомъ  Д'Ьл']^,  опред']^ляя  изъ  (8)  частныя  производныя  отъ 
функщи  9^ у/А  по  !4  и  !7,  мы  найдемъ 

ди  )/л 

дх-^         ^         дх^ 

Предполагая  теперь,  что  В  В"  —  1)'^  отлично  отъ  нуля,  т.  е.  что 
поверхность  (5)  неразвертывающаяся,  мы  опред'Ьлимъ  изъ  этихъ  урав- 

дх^  дх^ 

нешй  суммы  ^Хт—,     2^^^'   Присоединяя    полученныя    такимъ 

образомъ  уравнен1я  къ  уравнен1ямъ  (8),  мы  опред'Ьлимъ  изъ  нихъ 
частныя  производныя  по  и  и  г;  отъ  0^2 ,  у^, 


(9) 


дх,       ^У  ди      ^дь)      ^Уди 

^^ди) 

ди                                  к\/П 

/    <?Х          д9\       т^.(дХ 
дх,      ^У'ду—^ду)-^У'ди- 

-ё) 

ду  куИ, 
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ду,  ду^     дв^     дя, 

и  аналоги ч выя  выраженш  для  -г—,  ^г-,    ^— ,   ^^— ,  гдъ  только  вместо 

ди  дV      ди     дд 

X  входятъ  соотв-Ьтственно  У  и  2^ 

Услов1Я-^  =  -^     ^^^     _^  =  ^пивоя 

дидV      дуди  *    дидь  дуди '    диду       дVди 
одному 


1 

1/Л 


д        ди  дV    .    д       ду  ди 


^  К\/к  ду         Х]/к 


=  Нд>.  (10) 


Такимъ  образомъ,  найдя  интегралъ  д>  линейнаго  уравнешя  2-го 
порядка  (10),  мы  помощью  квадратуръ  опред'Ьлимъ  функцш  х^^  у^,  е^^ 
т.  е.  р^шимъ  нашу  задачу  о  безконечно-малыхъ  деформацхяхъ  поверх- 
ности. 

Настоящая  статья  им']^етъ  ц'блью  дать  кинематическую  интерпре- 
тащю  безконечно-малой  дифермац1и  поверхности  и  выяснить  кинема- 
тическое значен1е  Т^^е1п@аг1еп'овской  функцхи  (р. 

Тому  же  вопросу  посвящена  статья  УоИегга,  пом'Ьщенная  въ 
Еепс11сопи  (1е11а  Кеа1е  Асса(1ет1а  (1е1  Ьшсе!  за  1884  годъ;  къ  сожал*]^ 
шю,  я  не  им:1^лъ  возможности  познакомиться  съ  «той  статьей. 

Предположимъ,  что  точка  М  {х^  у,  в)  поверхности  /8  носл4  дв- 
формащи  переходитъ  въ  точку  М' {х-^Ьх^,  у +  1у^/в  +  Щ)  поверхно- 
сти 5'.  Величины  (х^,  1у^,  Щ  будутъ  проэкц{ями  перем'Ьщенхя  точки 
М  на  оси  координатъ. 

Возьмемъ  на  н^^которой  кривой,  проходящей  черезъ  точку  Ж,  без- 
конечно-близкую  къ  ней  точку  т  {х  +  с1х,  у  +  йу,  е  +  Ш).  Поел*  де- 
формац1и  точка  т  поверхности  ^8  перейдетъ  въ  точку  т  [ж  +  йл:  + 
+  1{х^'\гйх^),  у  +  Лу  +  Ку^  +  йу^,  ^ег  + ^^  +  ^(^е^^  +  сг^^)]  поверхности  5'. 
При  этомъ  иерем4щен1е  точки  т  будетъ  состоять  изъ  перем'Ьщенхя, 
1х^ ,  ^у^ ,  Ц ,  общаго  съ  точкой  М  я  изъ  относительнаго  перем4щен1я, 
коего  проэкц1и  на  оси  координатъ  будутъ  1Лх^,  Му^,  Ш^. 

Изсл'Ьдован1еиъ  посл:Ьдняго  т.  е.  относительнаго  перем^щениг 
мы  и  займемся. 

Для  этого  предварительно  найдемъ  н'Ькоторое  особое  выражен1е 
для  дифференц1аловъ  с1х,  с1у ,  Л^. 

Уравнен1Я  (9)  мы  можемъ  написать  сл^дующимъ  образомъ 


д**        К]/1ь  [      дг;  ди\' 

д^       К\/П  I      дь  ди\ 


(11) 
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гд'Ь  черезъ  | ,  <?  •  ^  обозначены  величины 

1  =  -—,     »?  =  — .     ?' 


2^ 


очевидно  связанныя  соотяошешемъ 


|2  +  ,2  +  ^.  =  _ 


(12) 


Геометрическое  м'^^то  точекъ  (Л,  ^^  С)  представить  некоторую 
поверхность  Л,  рад1усъ  векторъ  которой  параллеленъ  нормали  къ 
поверхности  5. 

Если  черезъ  Е ,  Я ,  ^  обозначимъ  соз'ы  угловъ,  составляемыхъ 
нормалью  къ  поверхности  21  съ  осями,  то  на  основан1и  (11)  получимъ 

откуда  заключаемъ,  что  нормали  къ  поверхностянъ  5}  и  ^  параллельны, 
т.  е.,  что 

Изъ  уравнешй  (7),  присоединяя  къ  нимъ  уравненхя 


2«:-»-  2^^-»- 


V  дх        дх 

мы  опредълимъ  -г-  и   -т-.  а  именно 
ои       дь 


гд-Ь 


ди         А     Уди       ^ди)'    дь~     А    V  дV 


А  = 


дху  ду^  дв^ 

ди  ди  ди 

дх^  ду^  дл^ 

ду  дь  дV 

%  V  ? 


.^^,' 


^'-й\ 
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Посл'&дшй  детерминангь  находится  легко   на  основан1Я    (II),  а 
именно 

ди  ди  ди   ^ 

^=~ ^;^Т -I     ^  ^  ^     1 

■"■  '*          I    Л>  л;  Л;   I 

\.    й  V  й    \ 


или  замечая, 

что 

ои 

\дХ 
<р  ди 

X  д<р 
9^  ди' 

дV 

_}_дХ 
<р  дю 

X  дя> 
9>^  др' 

в  что 

К  = 

ВВ'  —  В 

ч 

Уед- 

:Г_ 

нолучимъ  окончательно 

Итакъ,  для    —  ^   --  получимъ  сл'Ьдующ1я  выражешя: 

ди~^  ди       ^  ди'    ди  ~^  дV       ^  ди' 
а  сл'Ьдовательно  для  с1х,  с1у,  йг  найдемъ: 

Ах  =  г]с1е^  —  ^йу  ^     йу  =  ^йд:^  —  |(7^е^^     с10  =  в^у^ — ^^зс^  •  ( ^  3) 

Посл^дшя  уравнен1я  послужатъ  вамъ  для  оиред'Ьлешя  Лх^,  Лу^,  йг^ . 
Въ  самомъ  д'Ьл']^,  умножая  второе  нзъ  нихъ  на  ^,  а  третье   на  7 
и  вычитая  И8ъ  второго  третье,  получимъ 

Лх^  {V'  +  5')  =  ^Лу  —  г)с1г  +  %  Шу^  +  ^й^^,) ; 

придавая  въ  об^имъ  частямъ  по  5^с7л^  и  принимая  во  внимаше  соотно- 
шен1е  (12),  получимъ 

йх^  =  Ч>^^Лу  —  Ч>^г)Ае  +  д'ёГ, 
^У\  =  ^ЧЛе  —  (р^^Лх  -^щ7 , 
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гд4 

Г=  9>  (§йх,  +  г)ау^  +  ййе^ ) 

или  на  основан]и  (9) 

Наконецъ,  замечая,  что  Фё=Х,   9'^=Г,   9^?  =  -^,  мы  получимъ 

Лу^  =  {<рХ1с1^9  —  (<рг)йх+77,  (14) 

йе,^{(р1[)йх  —  {<рХ)Ау-]-  27. 

Посл'Ьднш  соотн()шен1я  иоказываютъ,  что  относительное  нерем^- 
щен1е  точки  т  при  деформацш  состоитъ:  1)  изъ  вращен1я  (р  вокругъ 
нормали  ^ ,  проведенной  въ  точк*  М  къ  поверхности  5;  2)  изъ  пере- 
м'Ьщен1я   V  вдоль  этой  нормали. 

Посл4днее  перем-Ьщенхе  мы  можетъ  разсматривать  какъ  сл-Ьдствхе 
н'Ькотораго  вращен1я  вокругъ  оси,  проходящей  черезъ  точку  М  пер- 
пендикулярно какъ  къ  элементу  тМ  такъ  и  къ  нормали  Ж  Если  по- 
сл'Ьднее  вращен1е  обозначимъ  черезъ  ш.  а  проэкщи  вращенгй  (р  у1  (о 
на  оси  координатъ  черезъ  д?^,  ^у»  9,»  «^х»  %»  ^я»  ^^  выраженхя  (14) 
напишутся  въ  вид!! 

^л?1  =  (9,  +  ^,)Лу  —  {(р^  +  (о^)йг, 

^Уг  =  (^х  +  (о^Л0  —  ((р,  +  »,)  й^ »  (15) 

й^1  =  (9>у  +  %)  Лх  —  {(р^  +  со,)  Лу . 

Наконецъ,  если  результирующее  вращев1е  обозначимъ  черезъ  И 
т.  е.  положимъ 

422  =  д?2  ^  0)2 , 

а  его  проэкц1и  на  оси  черезъ  |2, ,  &^у  ^2^,  то  выражешя  (15)  примутъ 
видъ 

йх^  =  а^у—^^<и,   ау,  =  ^^^г-^^^x,   ае^  =  и^ах—и^ау.  (16) 

Такимъ  образомъ  относительное  перем']^щен1е  точки  т  состоитъ 
изъ  вращен1я  <&  вокругъ  оси,  проходяп^ей  черезъ  точку  М- 

Найдемъ  какъ  направлепхе,  такъ  и  величину  этого  вращен1я. 

8 
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Изъ  соотношеБ1й  (16)  им'Ьемъ,  что 

Т.  е.  направленхе  оси   вращен1н   параллельно  нормалямъ  къ  поверх  но- 
стямъ  5^  и  -2. 

Такъ  какъ  проэкщя  вращенгя  И  на  нормаль  въ  поверхности  ;§^ 
есть  ф,  то  следовательно 

замечая,  что  на  основаши  предыдуо^аго 
получимъ 

Но  выражен1е  Е§  +  Щ-+-  25  есть  ничто  иное,  какъ  разстоян1е 
касательное  плоскости  къ  новерхпости  2^  отъ  начала  координатъ;  обоз- 
начая его  черезъ  р,  найдемъ,  что 

^2  =  -.  (17) 

Р 

Нетрудно  найти  выра<кац1е  для  И  при  помощи  характеристи- 
ческой функц1и  ^  и  ея  производныхъ. 

Обозначимъ  черезъ  е,  /,  с^  коэффищенты  линейнаго  элемента 
поверхности  И: 

1  X 

Замечая,  что  с1§  =  -  ЛХ ^,  (7ф  ,  получимъ 

ц  <р^ 

и  сл'Ьдавательно 

^)^       I-  ед  —  Р  -> 
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Замечая,  что  второй  членъ,  столщ1й  въ  скобкахъ,  представляетъ 
ничто  иное,  какъ  А[д>  т.  е.  дифференц1альный  параыетръ  перваго  по- 
рядка относительно  сферическаго  и8ображен1д  поверхности  /8^,  подучимъ 

Дал^е  такъ  какъ 


то  сл'Ьдовательно  им'Ьемъ: 

гд^  21  расоростравлетса   на  вс^  круговыя    переставовкн   ввъ    буквъ 

й,  ъ  5- 

На  оеноваши  ооред'Ьлешй  в,  ^,  $,  ин'Ьемъ: 


'''  др»  Л; 


а  потому 


Такимъ  образомъ  для |>  окончательно  им'Ьемъ  сл'Ьдую]цве  выраженхе: 

_  1      _ 

а  отсюда  ва  основан1и  (17) 
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сл'Ьдовательно  относительное  иерем']^щеше  точки  т  состоитъ  изъ  вра- 
щен1я  ^^>  около  нормали  N  къ  поверхности  ^5  въ  точк*]^  М  и  изъ 
вращешя  I  ]/^[<р  около  оси.  лежащей  въ  касательной  плоскости  къ  по- 
верхности 5  и  проходящей  черезъ  ту  же  точку  М> 

Разсмотримъ  несколько  частныхъ  случаевъ. 

Прежде  всего  носмотримъ,  какому  значен1ю  функщи  ф  будетъ 
соотв'Ьтствовать  вращеше  всей  поверхности  вокругь  неподвижной  оси. 

Для  этого  случая  И^  =  а,  ^2^  =  6,  а^  =  с  гд*  а,  Ь,  с  постоян- 
ныя,  а  потому 

Поверхность  2  обратится  въ  плоскость 

аё  +  Ъг]  +  с5  =  1; 
точно  такъ  же  въ  плоскость 

обратится  и  поверхность  5^. 

Посмотримъ,  когда  возможно  положить  9Р  =  соп81  т.  е.  другими 
словами,  когда  поверхность  можетъ  быть  такъ  деформируема,  чтобы 
относительное  Ьерем'Ьщен1е  безконечно-близкихъ  точекъ  ея  одной  от- 
носительно другой  состояло  въ  постоянномъ  вращеши  вокругъ  нормали. 

Такъ  какъ  <р  есть  интегралъ  уравнеп1я  (10),  то  следовательно  это 
возможно  ^ишь  при  условш 

Я  =  0 

т.  е.  для  поверхностей  т1п1ша. 

Нетрудно  вид'Ьть,  что  при  подобной  деформац1и  поверхность  8^ 
тоже  будетъ  поверхностью  тш1та. 

Въ  самомъ  д^л*,  зам'Ьча>1,  что  для  поверхности  5^  величины 
ЕхуРх,  О]  выразятся  сл-Ьдующимъ  образомъ: 

■^1  =  ^^^7^  \1)^'99'  +  В'Ь'ея>'  -  {В"  +  В' В')  Ч>4+ 
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найдемъ,  что 


1/-Б(?— ^'^•  =  ± 


]/Е,0,-^^ 


а  потому  на  освован1и  (8)  им'Ьемъ 

^^  Ьх  дх^  ^  дх  дх^ 


откуда  заключаемъ,  что  характеристической  фувкц]ей  для  поверхности 

^1    СЛуЖИТЪ   фуНКЦ1Я 


^  = 


1/^)2+ 4>' 


поэтому    при  9Р  =  соп81;     им4емъ  и  ^  =  соп81;,  откуда  по  предыдущему 
заключаемъ,  что  поверхность  5,  тоже  поверхность  тш1та. 
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Обращен!©  въ  нуль  в-Функщй  многихъ 
незавиеимыхъ  перем'Ьнныхъ. 


М.  А.  Тихомандрицваго. 


Известно,  что  функд1я 

р  незавиеимыхъ  перем'Ьнныхъ  и^ ,  опред']^ляемыхъ  уравнен1ями: 

\   /  =  м,,     (А=1,2,...^?)  (2) 

^^  о,- 


обращается  въ  нуль,  когда   или   I)    одна   или    н'Ьсколько    изъ    точекъ 

р  р 

{^г  I  У.)  приходятъ  ВЪ  точку  (§ ,  у{) ,  ИЛИ  2)  когда  эти  точки  (x^ ,  у^)  при- 

ходятъ  на  присоединенную  кривую  перваго  рода: 

<Р{а;,  у    )  =  0,  (3) 

нричемъ    въ  посл'Ьднемъ    случае,  —  случа*    неопределенности,    когда 

р  р 

(^,,  У,)  не  определяются  по  даннымъ  значен1ямъ  и^  изъ  (2),  это  обра- 

щен1в  въ  нуль  есть  тождественное,  т.  е.  при  всякомъ  значеши  (ё^у^)- 
При  опред'Ьлен1и  в-функц1и  равенствомъ: 

р   >  Ф(ыАй) 

1     Хо 
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<Р(«*|1)  =  I"  |]  [С,  +  Ли,  +  1\]  Ли  +  С,  (5) 


а  ^^и,\  есть  трансцендентная  второго  рода: 


Ли,\=\11,  (6) 

1  ^    хо 

Р 

обращающаяся  въ  оо*,  когда    одна    изъ  точекъ  (х^,  у)  приходитъ    въ 

фундаментальную  точку  (а^.  6^),  эти  свойства  в-функц1и  должны  вы- 
текать изъ  свойствъ  трансцендентныхъ  2-го  рода.  Показать  это — ц*ль 
настоящей  зам'Ьтки. 

1.  Аргументы  функщй  ^  въ  (5)  определяются  по  аргументамъ  (2) 

р 
на  основаши  теоремы    Абеля.   Означал    чрезъ  (а.,  у^)    новые  верхн1е 

пред'кжы  интеграловъ  первого  и  второго  рода,  мы  будемъ  им'Ьть: 


2^=2^+{*'  '*=''^-'' 


(7) 


«=1  <=1 


Ли,+  1Х  =  У11,,  (8) 

1        ^  ^т^     Хо 

Р  Р 

цричемъ   (а^,  Ь^),  (а:,.,  у^)  суть  безконечности,  а   (§,  У5),(««»  У  а)  ^У*^^ 
„главной  функщй^  независимой  перем']&нной  (я;^  у^): 

р 
-Р^^К»  **5  ^<'  уЛ  (9) 

Ивтегралы  въ  (8)  въ  разсмат1»иваемомъ  случа*  не  могутъ  быть 
выражены  чрезъ  интегралы  въ  (6),  такъ  какъ  уравнен1е,  выражающее 
теорему  Абеля  для  интеграловъ  второго  рода  делается  иллюзуарнымъ, 
когда  одинъ  изъ  пред^лонъ  совпадаетъ  съ  параметромъ  такого  инте- 
грала; поэтому  вместо  функд1и  (9)  мы  возьмемъ  сперва  въ  основан1е 
функц1ю: 

р 
Р,^(ж',  у;  X.,  у),  (10) 
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гд-Ь  (х\  у)  обозяачаетъ  точку,  лежащую  вблизи  (а^,  Ь^),  но  не  сов- 
падающую съ  нею.  Въ  этомъ  случа*  теорема  Абеля  даетъ  сл:Ьдуж)- 
Щ1Я  уравнен1я: 

У1,  =  УЛ  +  |„  (»=1.2....,)  (11) 

Такъ  какъ  вблизи  (а^,  6^^)  им'Ьеиъ: 

Ч"  =     а.' -а       +  ^  (*'-***) '  ^^^> 

если 

Р{х,]^)  =  0  (14) 

фундаментальное  уравнен1е,  а  жирное  Р  означаетъ  рядъ  располо- 
женный по  положительнымъ  степенямъ  своего  аргумента, — и 

дР{х\^  у') 

Рай  (^'»  у';  ^!^  Уд = -   /1,,     +  ^1  (^'  -  «*) »        (15) 

сл-Ьдовательно 

дР{<^1:,    \)     дР{х,    у) 

р                        дЬ.        '       ду' 
Ва,Ра,^(х,р';х,,^,)  = [а:'-а,У   " +^■Л^-<^^).     (16)      . 

а  потому: 

кР2(^'-«») 


х — «4  д1'(х' ,  у') 


X   "^^  л 

ду' 

дР(а^,  Ь^) 

+  Рз(а;'  — а»);  (Г 


X  — а 
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то  въ  (12)  члены,  обращающхеся  при  х — а^  =  0  въ  безконечность, 
сократятся,  и  для  суммы  интеграл овъ  2-го  рода  л-Ьвой  части  (12)  по- 
лучится конечное  определенное  значбН1е.  Итакъ   функщя    (8)    им'Ьетъ 

р 
конечное  определенное  значеше,  пока  ни  одна  изъ  точекъ  (а?^,  у^.  не 

приходить  въ  точку  (§,  у^),  или  пока  онЪ   не  приходятъ    на  кривую 

т— 2  л-2 

4>{х  »  у)  =  0.  Чтобы  изсл4довать,  что  будетъ  имйть  м-Ьсто  въ  этихъ 
последнихъ  случаяхъ,  намъ  нужно  прежде  дать  новую  форму  главной 
функщи  (10). 

2.  Для  лености  мы  будемъ  теперь  писать  после  независимой  пе- 
ременной все  нули  функщи,  сперва  произвольно-задаваемые,  потомъ 
определяемые  по  нимъ,  (непроизвольные),  отделяя  носледнхе  отъ  пер- 
выхъ  вертика.чьною  чертою.  Независимую  переменную  будемъ  обозна- 
чать чрезъ  (^е^,  у^).  Такимъ  образомъ 

т— 2  й-2  р-1 

Ч>{^  ,    У,;  ^^,  У4\  х\у  у^)  (18) 


будетъ  обозначать  присоединенную  функщго  1-го  рода,  обращающуюся 

р-1 

въ  О*  въ  р — 1  произвольно-назначенныхъ  местахъ  {х.,  у)   и  въ  дру- 

Г 

гихъ    р  —  1     местахъ    (ж. ,  ^Л ,     по    нимъ    вполне    определяемымъ. 

1 

Если  бы  за  произвольные   нули   функщи  мы  выбрали  (х\,  у^),    то  не- 

произвольными  стали  бы  (д:,. ,  у^.  Если  мы  составимъ  теперь  произве- 

ден1е  изъ  функд1Й  (10)  и  (18),  то  получимъ  присоединенную  функд1Ю, 
(ибо  таковъ  второй  множитель),  которая  будетъ  обращаться  въ  безко- 
нечность со^  въ  двухъ  местахъ  {х\  у)  и  (а;^,  у^,  и  въ  нуль  въ  мес- 

тахъ  {х\,у^,  (§,  у^  и  (а.,  у^р.  Это  будетъ,  следовательно,  присое- 
диненная функщя    3-го  рода    съ  произвольными    нулями    въ  местахъ 

I»  -1  ^  р 

и^»У^)>  (§»  у?)    и  непроизвольными    въ  местахъ  (а.,  у^).    Въ  самомъ 

деле,  непроизвольные  нули  будутъ  эти  самые  потому,    что    они   опре- 

р 
деляются  по  темъ  же    даннымъ    (§,  у^,  {х\  у'),  {х.,  у,.),    только  те- 

перь    чрезъ    посредство  (х^,  у.),  которые  вполне    и  однозначно    опре- 

р-1 

деляются  по  (х^,  у,.).   Мы  получаемъ  следовательно  такое  равенство: 
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р  т-2  н— 2  р—1 

Рм^(^'^  у;  ^п  У)Ч>{г  ,   у,;  а:..,  у,-  1  д:;,  у])  = 
откуда  будемъ  им'Ьть: 

,  ^ж>р<^'   У.'   ^^  У.-   ^'   Уе1«1',  Уа.) 

^,5  («'»  у  ;  Д^.- »  у.)  = ;;г:2^Г12 ^^1"^ — ] •       (2^) 

9>(^ ,  У,;  л:,.,  у.  1^^;.,  у;.) 

Это  и  есть  та  новая  форма    для  главной  функц1и,    которую    мы 

желали  вывести.  Такихъ  формъ  будетъ  всего  р ;   он'Ь  получатся,    если 

будемъ  передавать  роль  точки  (а:^,  у^)  каждой  изъ  прочихъ   безконеч- 

р 
ностей  (х,.,  у^  главной  функц1и.  Достаточно  разсмотр^ть    одну,    зд-Ьсь 

выведенную,  чтобы  им4ть  представленхе  о  томъ,  что  будетъ  им*ть 
м^сто  въ  остальныхъ  подобныхъ  случаяхъ. 

3.  Лредположимъ  теперь,  что  точка  {х^^  у^  приходитъ  въ  точку 
(в  1  У^  \   тогда  фуикц1я  Р^,  ^    приведется    къ  присоединенной    фуякд1и 

перваго  рода,  что  случится    отъ  то1'0,    что    одинъ    изъ  непрстзвольныхъ 

р 
нулей   функцги  (а,.,  Уд.)   придетъ    въ  точку    {х\  у)\    такимъ  образомъ 

каждая  изъ  безконечностей  функщи  будетъ  поглощена  однимъ  нулемъ. 
Иначе  получилась  бы  присоединенная  функд1я  съ  одною  безконеч- 
ностью,  каковой  н'Ьтъ.  Это  предложен1е  доказано  еще  Клебшемъ  и  Гор- 
даномъ  въ  ихъ  „ТЬеогхе  йег  АЬеГзсЬеп  Рппсйопеп",  и  сл*дуетъ  так- 
же, равно  какъ  и  то,  что  сейчасъ  скажемъ,  изъ  формулы  (14)  на 
стр.  97  нашихъ  „Основан1й  теор1и  Абелевыхъ  интеграловъ.  Харьковъ, 
1895  года*".    Такъ  какъ  произвольные    нули  разсматриваемой  функщи, 

р-1  ^ 
(л?^ »  У^  и  (§,  у^),  ВС*  равноправны,    то  тоже  случится    и  тогда,  когда 

точка  (а^р,  у^)  придетъ    въ  совпаден1е    съ  одною    изъ  точекъ  (х^,  у^), 

р 
т.  е.  когда  вс4    безконечности    главной    функщи  (а:,,  у,.)  окажутся    на 

присоединенной    кривой  перваго    рода:    въ  этомъ  случагь   точно  также 

одинъ    изъ    непроизвольныхъ    нулей    (« . ,  у^  )  придетъ  въ  точку  (х  ,  у  ) . 

И  это  будетъ  им-Ьть  м'Ьсто  какъ  бы  близка  ни  была  точка  {х\  у')  къ 
точк*  (а^,  6^^),  а  также  и  тогда,  когда  она  придетъ  съ  нею  въ  совпа■ 


^^д^^^2есI  Ьу 


Соо^к 
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деше:    въ  обоихъ  сказанныхъ    случаяхъ  одинъ    изъ    непроизвольвыхъ 

р 
нулей  (а^,  у^)  функцш    придетъ  въ  точку  (а^,  \).    А  это  влечетъ  за 

собою  обращен1е  въ  безкояечность  оо'  соотв^тственнаго  члена  въ  правой 

р  'к 
части  равенства  (8),  т.  е,  въ  этихъ  случаяхъ  функц1я  ^{и^^  +  I^^\  обра- 
тится въ  безконечность  оо^ ,  и  при  этомъ  во  второмъ  ел  уча*,  т.  е.  ког- 

р 
да  (:г^,  у^)  приходить  на  присоединенную  кривую    перваго    рода,    при 

веякихъ  9ВАчев\яхъ  (|«  у^)  яр —  1  изъ  этихъ  яаръ,  т.  е.  тождественно. 

я 

Въ  этомъ  посл'Ьднемъ    случаЬ  (а^,  у^),  определяясь    по  величи- 

р 

намъ  (л;,.,  у,),  неопред'Ьляемымъ    вполн'Ь  по  значен1ямъ   независнмыхъ 

р 
перем'Ьнныхъ  м^,  остаются  тоже    способными   принимать  безчисленное 

множество  значен1Й,  и  даже  по  двумъ  причинамъ,  за  исключенгемъ  од- 

р 
ной  изъ  этихъ  величииъ  {а^,  у^),   которая  обязательно   переходить    въ 

(а^^ ,  Ъ^) ,  вл'Ьдств1е  чего  вся  сумма    >  //^ ,  повторяемъ,  обращается  въ 

1=1 

безконечность  оо1.  А  это  последнее  обстоятельство  и  есть,  какъ  уви- 
димъ,  причина  обращения  въ  нуль  в-функщи  въ  сказанныхъ  случаяхъ, 
притомъ  во  второмъ  тождественно. 

Въ  I  случа-Ь  функция 
переходитъ  въ  присоединенную  функцию  1-го  рода: 

т-2п-2  р-1 

4>{х  ,  У.\  х\,  у   I  а.,  у  ),*)  (22) 

I    1  ' 

причемъ  д-Ьлаются 


(23) 


ибо  р  —  1  нулей  такой  функц1и  однозначно  опред'Ьляютъ  остальные 
2) — 1  ея  нули;  во  II  случаЬ  она  переходитъ  въ  присоединенную  функ- 
щю  1-го  рода: 


♦)  Мы  предполагаемъ  для  простоты,  что  (я  .  у^  )  приходнтъ  въ  (х',у'). 
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4>(е,  у,;  д?,.,  у/,  ё,  У51".'^  Уа,)'  (24> 

причемъ  равенство  (23)  уже  не  будетъ  им']^ть  м'Ёста. 

Въ  I  случа*  равенство  (12)  обращается  въ  тождество.  Чтобы 
извлечь  изъ  него  то,  что  намъ  нужно,  сл'Ьдуетъ  прибегнуть  къ  мето- 
ду пред*довъ. 

4.  Показать,  что  въ  первомъ  изъ  этихъ  случаевъ  в-функц1Я  дей- 
ствительно обращается  въ  нуль,  можно  двоякимъ  образомъ,  исходя  изъ 
равенства  (12),  смотря  по  тому,  какую  изъ  двухъ  формъ  главной  функ- 
Ц1И  мы  предпочтемъ,  ту  ли,  которая  представляется  формулою  (20) 
этой  статьи,  или  ту.  которая  получается  изъ  формулы  (3)  §  58  на- 
шихъ  „Основан1й    теор1и   х\белевыхъ    интеграловъ",    стр.  103,    чрезъ 

перестановку  (а,.,  Ь,)  съ  (а  ,  /9^),  перемену  загЬмъ  (а.,  /9^  на  (л,.,  у^, 

{х,  у)  на  {х  ,  у),  и  представляетъ  по  перенесеши  суммы  2  ^'^  №У" 
гую  часть  разложен1е  главной  функц1и  напростые  элементы  (по  Нег- 
т11;е'у),  именно: 


Р^^^{x\  у\  х^,  у,.)  =  Р{^  {х\  у  ;  а,. ,  Ь.)  — 

^  р  „,_•   «_2        р 


(25) 


;=1 


посл-Ь   предварительнаго   разложешя  Р^ .  (ж',  у  ;  х^ ,  у^    на  дв*  функ- 
Ц1И  по  формуле: 

р  р  р 

'^ч&^'  У  ;  ^.;  У^^^ащ^^'^  у  '  ^.;  У,)— Ат)(л^'>  У\  х,,^  уУ   (26) 

При  этомъ  можно  сразу  изсл-Ьдовать  случай,  когда  X  изъ  точекъ 
я 
{х^.  у,.)  приходятъ  въ  точку  (§,  у^).  Вычисле111я  будутъ  очень  похо- 
жи ва  таковыя  конца  §  1;  поэтому  мы  предоставляемъ  ихъ  читателю. 
Избирая  форму  (20)  нашей  функц1и  можно  было  бы  тоже  сразу  из- 
сл'Ьдовать  этотъ  обпий  случай:  для  этого  стоило  бы  только  взять  сред- 
нюю ариеметическую    изъ  всЬхъ   формъ,  построенныхъ   подобно    (20) 

р 
для  всЬхъ  точекъ   изъ  {,х. ,  у,) ,  им'Ьющихъ   придти    въ  точку  (ё ,  у{) ; 

для  простоты  мы  ограничимся  однако   только   разсмотр'Ьв1емъ   случая, 
когда  только  одна  точка  {х^,  у^  приходитъ  въ  точку  (§,  у^). 


ищ\Х\ге6  Ьу 
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Для  8вачев1й    {х,  у)    бдизкихъ  къ  {а^ ,  Ь^,9.  {х^ ,  у^  близкихъ 
къ  (I,  у0  ны  буденъ  ин'1^ть  (опускаа  непроизвольные  нули): 

^^,,,(«*.  ь*;  «,.  у.;  ^.  У5)= — „  _■    +'РМ—х')  + 

г  I  (Ли  Л 

причеыъ  принято  во  вциман1е,  что 


(27) 


и  что 


дг^~'^~~д^^ +  Ч-§)РзЧ-б)  (28) 


р-1 

Ф,(а*,  \\  х.,^у,\  ё,  у{)  = 

р.-1 

=  9^р(«*»  Ь^;  х;,^у^;  х^,  у^ +  {х^—й)^^{х^  —  й)у  (29) 

а  также,  что  вообще 

^(«*»  *к5  ^.•'  У^    I  ^^  У^)  =  9'(»А,  ^;  х^у  у[  I  д:..,  у,.),  (30) 

ибо  (л;^ ,  у^)  не  нуль,  а  точка,  гд*  9^  =  Ь 

Совершая  операцию  В     надъ  обеими  частями  равенства  (27),  бу- 
демъ  им'Ьть: 

р-1 


*  у  1 


дНа^,  Ь^)  .2  а^'(а»,  М 


'  +Р;К-д;')+  (31) 


а*  —  а;     /  о»  —  л' 


'^Лд^р.  Ур) 
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(гд'Ь    Р|    и    Р^    новые    риди,    получаю1ц1еся    посл'Ь   этой   (шеращи). 
Д']&ля    (31)    на    (27)   и    вшитая   ревультатъ    посл-Ь    сокращения    его 

на -, — ,    изъ    (13),    мы    будеиъ    им-Ьть     посл']^     положев1я 

а^  —  х 

х  ^а^,  у  =  \ ,  такой  результатъ: 
пред.   Щ—Ва.  1о8  -Рх'.х»  (в* .  Ь* ;  а:< ,  у, ;  ^ ,  у?  I  «• ,  у  г,}  ]  = 

ду  111-2  л— 2  р 


Хр  —  5 


т— 2  я- 2  р  -1 


Им'Ья  въ  виду,    ЧТО  -Од  1о8  9(<^»»  &*;  л;,»  у^.  |  х\,  у\)    есть  конеч- 

*  1 

ная  величина,  мы  можемъ  теперь  написать: 

р    »*  (^у  т-2  л -2  р 

С^,  +  ^{^Н  +  Iн\  = Ч-9Р(«,,  **;  л;,,  у^  +  1Г,,  (33) 

означая  чрезъ  К^.  совокупность  членовъ,  несодержащихъ  отридатель- 
ныхъ  степеней  х„  —  е-  11омножая  это  на  Аи^.  и  суммируя  по  к  отъ  1 
до  ;?,  мы  получинъ,  Им'Ья  въ  виду,  что  по  формул*  (10)  §  97  нашего 
выше  цитированнаго  сочинен1я: 


р 

^^^""Г  -''^  у. «р. '«* .  ^ ;  ^.'  у.) <««* '  (34) 

следующее: 


йх^  = 


^^^!^1У<р^(а„Ь,;х'у,)Лщ, 


^  Р  «*  Ах,         Ь 

откуда,  интегрируя,  на  основаши  (5)  получиыъ: 

Ф{и^\?,)  =  \щКХр—^)Л-Ь,  (36) 

гд-Ь  Ь  не  содержитъ   отрицательныхъ   степеней   х  —  | ,    и    следова- 
тельно по  (4) 
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у  5 


1    хо 


(37) 


ЧТО  обращается  въ  нуль  при  Хр  =  й,  Ур^^У^- 

5.  Второй    случай     приводится     къ  первому.    Въ   этомъ    случа* 
функция 

т-2  н-2  р^^  (38) 

ф(^,  У,;  д?<,  уМп  уд 


1 


по  замЪчанхю  въ  конц'Ь  §  3  обратится  въ  такую: 

я»  -2  и -2     ^—2  р— 1 

9(^,    Уш  ;<,   У^    §,    У51".|    Уаг.) 
т-2  п-}>  р-1^  » 

Ф(  ^,  .V,;  л;,.,  у}х\,  у^ 


(39) 


р-1 

которая  будетъ  им*ть  р  нулей:  (§,  у^),  (а^,  у^),  и  р  безконечностей: 


'1    --• 
Р 


(л^1 »  У<) »    (такъ    какъ    мы    предположили,     что    х^  =  х^_у^ ,  у^  =  у^^,)  • 

Поэтому  па  осповаши  теоремы  Абеля  для  интеграловъ    1-го    рода   мы 
будемъ  им-Ьтб: 


0  =  У/л+Л 


(40) 


складывая  это  съ  равенствойъ: 


(41) 


опред'Ьляющинъ  по  (2)  иереы^нныя  и^,  ыы  будемъ  им'Ьть: 

р-1  а,  I 

«*=У-^л  +  Л.  (42) 

такъ    что    аргументамъ    трансдендеетныхъ    второго    рода  ^{и^  +  Д)^ 
можно  въ  этомъ  случа'Ь  дать  такой  видъ: 


|=:1 


«А+Л=Ул  +  Л+Л  =  Ул  +  {д,  (43) 
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при  УСЛ0В1И  «р  =  ё ,  Уд  =  У5 .  совершенно  какъ  въ  первомъ  слтча']^. 
Отсюда  сл-Ьдуетъ,  что  и  въ  этомъ  2-мъ  случа*  в-функщя  тоже  обра- 
тится въ  нуль  и  притомъ  тождественно,  ибо  этотъ  результатъ  незави- 

ситъ  отъ  значешй  (§,  у^)  и  (а;,.,  у,.). 


Этой  статьей  я  желалъ  бы  гвжкяить  §  112  своихъ  „Основан1й 
теор1и  Абелевыхъ  интегралоБЪ*",  та'Ь  всл'Ьдствхе  случившейся  раньше 
(стр.  73)  по  недосмотру  погрешности,  дано  не  надлежапцее  объяснен1е 
этому  важному  моменту  теор1и  Абелевыхъ  интеграловъ.  В.  II.  Ёрма- 
ковъ  далъ  въ  своей  „Теорхи  Абелевыхъ  функщй  бенъ  Римановыхъ  по- 
верхностей", К1евъ,  1897  г.  верное,  но  не  прямое  объяснен1е;  второй 
случай  сводится  имъ  па  первый,  также  какъ  и  въ  моей  книг:Ь. 
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Томъ  VII,  №  1. 

О0ДЕРЖАН1Е. 

— Стран, 

Еъ  задач*!;  о  движен!»  ]1атер1альной  точки,  притягиваемой  двумя  • 
неподвижными 'центрами  обратно  про]1орд1оаально  квадратамъ  раз- 

СТ0ЯН1Й;  Н-  Й-  Салтыкова ,    .    .    .        1 

Къ  теор1и  дисперс1и:  случай  многихъ  полосъ  поглощешя;  А.  Я. 

Грузинцева   ..•..'.. ^. 4 

Е.  И.  фонъ-Бейеръ;  И.  А.  Тихомандришаго    .    .^.    .    .    .    .    .      20 

О  в-Ьроятности  а  рое^епоп;  А.  А.  Маркова 23 

Къ  вопросу    о    безконечно-малыхъ   деформад1Яхъ    поверхности; 

А.  П.  Пшеборокаго 26 

ОбрадеН1е  въ  нуль  ©-функц1й  многихъ  перем'Ьнныхъ;  М.  А.  Ти- 
хомандрнцкаго 38 


С00БЩЕН1Я 


издаются  подъ  редакщею  распорядительнаго 
комитета  Общества. 

Книжки  Сообщен1й  выпускаются  въ  неопред']^ленные  сроЕи,  по 
м'Ьр'Ь  отпечатайся,  въ  размер*  3-хъ  иечатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающ1е  подписаться  на  седьмой  томъ  второй  сер1и  благоволятъ 
адресовать  свои  залвлен1я  на  имя  секретаря  Общества  въ  ХарьковскШ 
Университетъ.  Подписная  ц'Ьна  3  руб.!гя. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  сер1и  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  60  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом-Ьщенныхъ  въ 
книжкахъ  первой  сер1и,  ц'Ьна  20  коп.,  3)  Первые  шесть  томовъ  а-й  серш 
(36  выпусковъ),  Ц'Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требовангями  и  по  вс^мъ  д-Ьламъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковск1Й 
Университетъ. 


ТаЫе  (1е8  шаНёгез.  .. 

Радев, 

Ко1:е  8иг  1е  ргоЫёте  с1и  пюпуетеп!  й'ип  ро1п1;  та1:ёпе1  аШгё 

раг  йепх  сеп1:ге8  йхез  еп  га18оп  1пуег8е    (1и  сапе    (1е    1а  сИ81:апсе; 

раг  Л"".  Л-.  ЗаИуЪю 1 

Виг  1а  1:11еопе  (1е  1а  (Изрегйюп;  раг  А.  Р.   Сгои2гп1^ф\    .    .        4 

Е.  I.  1Г.-Ве1ег:  раг  М,  А.  ТШшупапЛг'изШ 20 

Зиг  ипе  ргоЬаЫИ1ё  а  ро81:егк)Г1;  раг  А.  А.  ЫагЪ^^  ....  23 
Зиг  1е8    йеГоппаНопв    1пГ11ишеп1;    реМ^ез    (1е    1а    вигГасе;    раг 

А,  Р.   РсПсЬоузШ    : 26 

8иг  1е8    ^:ёго8   (1е8   ГопсПопз    О    г1е    р1и51еиг8    ушчаЫез;    раг 

2ЬГ.  -4.  ТисЬотапйгИвкп 38 
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^ 


Сот1пип1са(1оп$  (1е  1а  $ос!ё(ё  та^НётаНцие  |1е  КЬагкочу. 

2-е  8ёпе,  Тоте  VII,  Л»!  2  е*'3: 


"^ 


С00ВЩЕН1Я 


ХАРЬКОВСНАГО 


1Ш11тЕа*1'§  1И1С161 


? 


»^ 


ВТОРАЯ     СЕР1Я. 

Томъ  Ш. 

Л?Л?  2  н  3. 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Тйпо-Литограф1я  М.  Зальбербергъ  и  С-вьа. 

(Рабпм  ушца,  домъ  .^  ЗО-Л). 

1902, 


ч. 
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На  осиован1в  §  9  Устава  Харьковскаго  Математичеокаго  Общества  печатать 
и  выпустить  въ  св'Ьтъ  рг^зр'Ьшается!  Харьковъ,  10-го  января  1902  года. 

ПредсЬдагель  Математическаго  Общества  Лрофвсщъ  оА.  Яяпучоьъ, 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


Н'Ёкоторыя  приложен1я  теор1и  линей- 
чатыхъ  конгруэнщй. 


А.  П.  ПшеФорскаго. 


Введен!  е. 


Начало  теор1и  линейчатыхъ  конгруэнщй  т.  е.  системъ  пряммхъ 
въ  иространств'Ё,  уравнен1е  которыхъ  зависитъ  отъ  двухъ  параметровъ, 
положено  Моп^е'емъ  въ  1781  году  въ  Мёто1ге8  (1е  VАс2^^ё\\\\е  Лез 
8с1епсе8. 

Дальнейшее  развит1е  этой  теор1и  въ  случа-Ь,  когда  ирямыя  кон- 
груэнд1и  представляютъ  систему  нормалей  къ  некоторой  поверхности, 
мы  ваходимъ  въ  знаменитомъ  труд'Ь  этого  геометра  АррИсаМоп  йе 
1'Апа1у8е  а  1а  Оёотёкгхе  и  въ  его  ТЬёопе  йез  (1ёЫа18  е^  йеа   гетЫа18. 

Изучен1е  этого  частнаго  вида  линейчатыхъ  конгруэнщй  гЬсно 
связано  у  Моп^е'а  съ  учешемъ  о  кривизн*  поверхностей  т.  е.  съ  во- 
просомъ  первостепенной  важности  въ  теории  поверхностей. 

Совершенно  съ  другой  точки  зр'Ьн1я  разсматриваютъ  конгруэпщи 
нормалей  Ма1и8  и  Вир1п  О- 

Къ  изсл']^довашю  этихъ  конгруэнщй  эти  геометры  пришли  при 
разсмотр'Ьн1и  вопроса  о  распространен1и  свЬта  въ  изотропныхъ  средахъ 
и,  главнымъ,  образомъ,  при  инучеы1и  преломлен1я  и  отражен1я  св'Ьта. 

Результатомъ  ихъ  изсл'Ьдован1Й  явился  ц^лый  рядъ  теоремъ, 
играющихъ  весьма  ваяшую  роль  въ  геометрической  оптикЬ.  Главн*й- 
ш1я  и:зъ  этихъ  теоремъ  читатель  найдетъ  въ  первой  глав*  настоящаго 
сочинешя. 

Особенно  важной  является  теорема,  носящая  названхе  теоремы 
Ма1и8-Виргп'а\  сущность  ея  состоитъ    въ   томъ,  что    системы    лучей, 


^)  Ма1и8.  Ор1^^^^е.  Лоигпа!  Де  РЕсо1е  Ро1у1есЬп1чие  XIV  СаЫег  1807. 

Пирш.  8иг  1с8  гои1е8  8П1у1е8  раг  1а  1ит1ёге  е!  раг  1е8  согрз  ё1а811яие8,  еп 
^ёпёга!  йаиз  1е8  рЬёпотёпез  (1е  1а  гёЙесЫоп  е!  йе  1а  гёГгасИоп  (АррИсаНоп  йе  ^ео- 
П1ё1пе  еЬ  йе  тёсЬап^^ие  ^  1а  таппе,  аих  роп^з  е(;  сЬаиззёез  е1с.,  Рапз.  1822). 


01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—  50  — 

вормальныхъ  къ  некоторой  поверхности,  остаются  конгруэнщлми  вор- 
малей  лосл'Ь  какого  угодно  числа  преломлешй  и  отражен1Й  въ  изотрои- 
ныхъ  средахъ. 

Благодаря  этому  свойству  лучей  при  разсмотрЬши  вопроса  о  рас- 
пространенш  св'Ьта  въ  изотропныхъ  средахъ  можно  ограничиваться 
разсмотр']^н1емъ  конгруэнщй  нормалей,  какъ  это  и  ж^лв.ютъ  Ма1и8  и  Оир1п. 

Только  при  переход^^  къ  изсл'Ьдован1Ю  преломлен1'я  св^та.  въ 
кристаллахъ  данъ  былъ  толчекъ  къ  изучен1Ю  бол'Ёе  общихъ  линейча- 
тыхъ  конгруэвщй. 

ДМствительно,  какъ  показалъ  опытъ,  всякая  система  лучей,  посл'Ь 
11реломлен]я  въ  кристаллахъ  разбивается  на  дв*]^:  на  систему  лучей 
обыкновенныхь  и  необыкновенньлхь. 

Въ  то  время  какъ  первые  лучи  подчиняются  т']^мъ  же  заковамъ 
преломлен1я,  что  и  лучи  въ  изотропныхъ  средахъ,  вторые  этимъ  за- 
конамъ  не  подчиняются;  между  прочимъ  они  не  подчиняются  теорем']^ 
Ма1и8-Вир1п'а  т.  е.  перестаютъ  быть  коигруэнщями  нормалей  къ  нико- 
торой поверхности. 

Первымъ  трудомъ,  посвященнымъ  теорш  необыкновенныхъ  лучей, 
былъ  мемуаръ  Нат1иоп'а  ТЬеогу  о{  Зуз^етв  оГ  Каув  ');  особенно  под- 
робно развита  эта  теор1я  въ  дополнен1и  къ  этому  мемуару,  пом'Ьщеи- 
номъ  въ  XVI  том*  упомянутаго  журнала. 

Въ  основу  своихъ  изсл'Ьдован1й  Нат11(;оп  кладетъ  припципъ  паи- 
меньшаго  д'Ьйств1я,  хотя  главной  своей  цЬлью  онъ  ставитъ  изучен1е 
геометрическихъ  свойствъ  разсматриваемыхь  имъ  лучей. 

Изсл'Ьдован1я  НатШоп'а,  значительно  подвииувш1Я  впередъ  теор1ю 
линейчатыхъ  конгруэнц1й,  все  таки  не  относится  къ  наиболЬе  общимъ 
конгруэнц1ямъ. 

Въ  самомъ  д-Ьл-Ь,  какъ  мы  видели,  изсл^Ьдоваихл  эти  относятся 
къ  св-Ьтовымъ  лучамъ;  что  касается  посл'Ьднихъ,  то  они  обладаютъ 
одной  характеристической  особенностью,  а  именно:  ихъ  направлен1е 
связано  для  каждой  однородной  среды  некоторой  постоянной  зависи- 
мостью съ  направлен1емъ  соответствующих ъ  касательныхъ  плоскостей 
къ  поверхностямъ  волны,  т.  е.  къ  н'Ькоторымъ,  опред'Ьленнымъ  для  каж- 
дой однородной  среды,  поверхностямъ. 

Общую  теор1Ю  какихъ-угодно  линейчатыхъ  конгруэнц1й  мы  на- 
ходимъ  впервые  въ  знамен итомъ  мемуар-Ь  Китшег'а  А11^ете1пе  ТЬеогхе 
йег  ^гайеИш^еп  б^гаЫепвуз^ете,  пом'Ьщенномъ  въ  ЬУП  том*  1оигпа1 
йе  СгеИе  за  1859  годъ. 

Въ  этомъ  мемуар*  Китте!',  основываясь  на  однозначномъ  соот- 
в-Ьтствхи  между  точками    какой-угодно  поверхности  и   прямыми  какой- 


1)  Тгапвдсгюп  оГ  1Ье  ХпзсЬ  Аса(1ету.  Т.  XV.  1830. 
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угодно  Е0нгруэнц1в  И  пользуясь  методами  дифференщальной  геометрш, 
находитъ  вс^  главн'Ьйш1я  свойства  самыхъ  общихъ  линейчатыхъ  кон- 
груэнц1Й. 

Такимъ  образомъ  съ  появлен1емъ  упомянутаго  мемуара,  можно 
сказать,  была  установлена  полная  общая  теор1я  линейчатыхъ  конгруэвщй. 

Дальн'Ьйш1Я  работы  въ  этой  области,  если  не  считать  работъ 
РШскег'а  и  и']^которыхъ  н'Ьмецкихъ  геометровъ,  были  посвящены  глав- 
нымъ  образомъ  различнымъ  приложен1ямъ  теор1и  линейчатыхъ  конгру- 
энции къ  оптик'Ь  и  теор1и  поверхностей. 

Такъ  сравнительно  вскор'Ь  посл^^  опубликован1я  мемуара  Кишшег'а 
вышло  въ  свЬтъ  сочинен1е  Ме1Ьаиег  а  ТЬеог1е  (1ег  ^га(1е1]П1^еп  З^гаЫеп- 
зуз^ете  (1е8  Ь1сЫе8.  ВегИп  1864,  въ  которомъ  даются  приложен1я 
Киготег'овской  теор1И  къ  оптигЬ. 

Бол'Ье  самостоятельнымъ  является  сочинеше  ЬеУ18иГя  КесЬегсЬев 
(1'ор^^^ие8  ^ёотё1г1дие8,  появившееся  въ  1867,  въ  Аппа1е8  8с!еп<а&дие8 
йе  1'Есо1е  погша1е  вирёпеиге  к.  IV. 

Мы  упомянули   выше  объ  изсл^^дован1яхъ  РШскег'а. 

Знаменитый  творецъ  линейчатой  геометр1и,  въ  которой  за  простран- 
ственный элементъ  принята  прямая,  само  собою  разум^^ется  долженъ 
былъ  разсматривать  системы  прямыхъ,  зависящихъ  отъ  двухъ  иарамет- 
ровъ,  т.  е.  линейчатыя  конгруэн1Ци.  Въ  классическомъ  сочинен1И  зна- 
менитаго  геометра  Nеие  Оеоте1г1е  йев  Каишез,  ^евгйпйе!  аиГ  йхе  Ве- 
(гасЫип^  Лег  ёега(1еп  Ып1е  а18  Каите1егоеп1.  Ье1р21д  186%  мы  находимъ 
общее  изсл'Ьдовав1е  линейчатыхъ  конгруэвщй  1-ой  и  2-ой  степени. 

Такимъ  образомъ  было  положено  начало  изсл^^дован1ямъ  алгебраи- 
ческихъ  конгруэиц1Й  — изсл'Ьдован1ямъ,  которыми  занимались  Кишшег, 
8сЬитасЬег  и,  въ  посл'Ьднее  время,  Ки(1о1Г  8(;игш  и  друг1е  германсюе 
геометры. 

Сочинев1е  81игш'а  01е  веЫИе  ег81еп  ипй  гщеНеп  Ога(1е.'^  (1ег 
Ьш1еп8еоте1г1е  1'п  зупЛеИзсЬег  ВеЬапйкпд.  Ъхрг'щ  189*/з,  представляетъ 
обстоятельное  и.зсл'}^дован1е  по  теор1и  линейчатыхъ  конгруэнд1й  1-ой  и 
2-ой  степени  въ  дух'Ь  синтетической  геометрии. 

Въ  то  время,  какъ  н-Ьмецше  геометры,  следуя  Кишшег'у  и  Р1йс- 
кег'у  развивали  и  развиваютъ  теор1ю  линейчатыхъ  конгруэнцхй,  такъ 
сказать,  ап  ипй  Шг  81сЬ,  французск1е  математики  занимаются  приложе- 
Н1емъ  этой  теор1и  къ  теор1И  поверхностей,  являясь  такимъ  образомъ 
прямыми  последователями  Моп^е'а. 

Насколько  намъ  изв']^стно,  первымъ  обширнымъ  трудомъ  въ  этомъ 
направлен1и  является  известный  мемуаръ  К^Ьнисоиг'а  Е1ийе  йеа  ёкз- 
воМез  ои  8и^Гасе^^  а  соигЬиге  шоуеппе  пиИе  *)• 


*)  Мёто1ге8  соигопп^з  е1  тёто1гез  (1е8  ватаШв  ё^гап^гегз  риЬИёз  раг  ГАса(1ёт1е 
Коуа1е  йез  ааепсез,  Дез  1еигез  е1  Дез  Ьеаих-аг15  Де  Ве1^1дае.  Т.  ХЫУ.  1881. 
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Въ  этомъ  блестящемъ  мемуар^  ШЬаисоиг  сводить  изучен1е  по- 
верхностей т1П1та  къ  ииучев11Э  изотроииыхъ  конгруэвц1Й  т.  е.  кои- 
груэнщй,  фокальныя  плоскости  которыхъ  касаются  круга  на  безко- 
нечности. 

Щлый  рядъ  ноиыхъ,  весьма  важныхъ,  результатовъ,  масса  по- 
ставлепныхъ  и  нам']Ьченныхъ  надачъ,  которые  мы  находимъ  въ  этомъ 
мемуар*]^,  являются  уб'Ёдительнымъ  доказательствомъ  важности  и  пло- 
дотворности изучен1я  линейчатыхъ  конгруэнции. 

Разсматриваемый  мемуаръ  представляетъ  интересъ  и  съ  другой 
стороны:  въ  немъ  ИЬаисоиг  систематически  пользуется  методомъ,  из- 
в'Ьстнымъ  подъ  назвашемъ  п^шморфш,  методомъ,  важность  котораго 
еще  раньше  была  доказана  работами  О.  Воппе!,  СоЛагг!,  Ьадиегге'а,  Ьатё. 

Сущность  этого  метода  заключается  въ  томъ,  что  мы  относимъ 
точки  пространства  не  къ  неподвижной  систем'Ь  координатъ,  а  къ  н'Ь- 
которому  подвижному  тр19дру,  связанному  опред'Ьленнымъ  образомъ  съ 
какой-либо  координатной  поверхностью. 

Т^мъ  же  методомъ  пользуется  Е1Ьаисоиг  и  въ  другомъ  своемъ 
зам'Ьчательномъ  мемуар*,  написанномъ  еп^е  въ  1876  году,  но  напеча- 
танномъ  только  въ  1891  въ  ^ои^па1  йе  тн^Ьёта^^^ие8  ригев  е^  аррИ- 
^иёе8;  мы  говоримъ  о  мемуар*  Мёпао1ге  виг  1а  1Ьёопе  Дев  вигГасев  соигЬев. 

Зд'Ьсь  мы  встречаемся  съ  систематическимъ  изложен^емъ  свойствъ 
линейчатыхъ  конгруэнщй,  различнымъ  образомъ  связанныхъ  съ  какой- 
либо  поверхностью. 

Но  гЬмъ  либо  другимъ  свойствамъ  конгруэнщй,  опред'Ьленнымъ 
образомъ  связанныхъ  съ  поверхностью,  выводится  ц']^лый  рядъ  свойствъ, 
характеризующихъ  самую  поверхность.  Кром*  того  теор1я  конгруэнщй 
даетъ  ЗД'ЬСЬ  возможность  изсл-Ьдовать  рядъ  вопросовъ,  касающихся  раз- 
личныхъ  соответствий  между  поверхностями,  какъ  наприм-Ьръ,  соотно- 
П1ен1я,  когда  касательныя  плоскости  въ  соотв^тственныхъ  точкахъ  двух  ь 
поверхностей  параллельны;  соотношешя,  когда  всЬ  соответствен ныя 
кривыя  на  двухъ  поверхностяхъ  взаимно  ортогональны  и  т.  п. 

Далее  ШЬаисоиг  прилагаетъ  полученные  результаты  къ  теор1и 
тройно-ортогональныхъ  системъ,  къ  теор1и  изгибан1я  поверхностен,  къ 
вопросу  о  безконечно-малыхъ  деформащяхъ  поверхности  и  еще  ко  мно- 
гимъ  другимъ. 

Мы  не  можемъ  остановиться  подробно  на  разсмотреши  того  бо- 
гатаго  матер1ала,  съ  которымъ  встречаемся  въ  этомъ  мемуаре;  доста- 
точно сказать,  что  этотъ  мемуаръ  явился  источникомъ  обширныхъ 
изследован1й  ВагЬоих,  ОихсЬагй'а,  Соззега!;,  В1апсЫ,  при  чемъ  еще  и 
до  сихъ  поръ  много  въ  высшей  степени  нажныхъ  и  интересныхъ  идей 
ШЬаисоиг'а,  заключающихся  въ  этомъ  мемуаре  и  въ  вышеупомянутомъ 
мемуаре  8иг  1е8  ё1а8801(1е8,  не  получили  надлежащаго  развит1я. 
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Большинство  результатовъ,  получепныхъ  Е1Ьаисоиг'о]съ,  мы  нахо- 
димъ  въ  изв'Ьстномъ  со<1инен1и  ОагЬоих:  Ье{0П8  виг  1а  (Ьёопе  кёаёга1е 
(1е$  ваг&сев  и  въ  лекцшхъ  ВаапсЬ]:  Уог1е8ипдеп  иЬег  Б1в'егепЫа1^еоте1г1е. 

Изъ  трудовъ  Со88ега1;  упомянемъ  о  двухъ  обширныхъ  мемуа{1ахъ, 
иом^щенныхъ  въ  УП  и  УШ  томахъ  А1ша1е8  (1е  1а  РасиНё  (1е8  8с1епсе8 
с1е  Тоакизе. 

Первый  изъ  нихъ — 8иг  1е8  соп^гиепсев  йе  (1го1(;е8  е1  виг  1а  1Ьёопв 
(1ез  впг^асез  им'Ьетъ  ц^лью  дальн'Ьйшее  развв'пе  главы  вышеуломяну- 
таго  мемуара  К1Ьаисоиг'а,  иосвященной  конгруэнц1ямъ  прямыхъ,  па- 
раллельвыхъ  нормалямъ  н-Ькоторой  поверхности. 

Между  вопросами,  т'Ьсно  связанными  съ  теор]ей  этихъ  конгруэн- 
Ц1Й  и  разсмотр'Ьиными  Соззега!;,  отм^тимъ  вопросъ  о  сферическомъ 
изображен1и  поверхностей,  о  деформац1яхъ  поверхностей  съ  сохране- 
н1емъ  системы  сопряженныхъ  лин1й  и  въ  частности  линШ  кривизны 
(задача  О.  Воппе!),  наконецъ,  вопросъ  о  безконечпо-малыхъ  дефориа- 
щяхъ  поверхностей. 

Последнему  изъ  этихъ  вопросовъ  посвященъ  другой  и.чъ  упомя- 
нутыхъ  мемуаровъ— 8иг  1а  йёЬгтаиоп  1пАш(;ё81та1е  с1'ипе  зиг^асе  М- 
х1Ые  еЬ  шех1еп81Ые  е1;  зиг  1е8  соп^гиепсез  Лез  (1го11е8. 

Въ  этомъ  меиуар'Ь  мы  находи мъ  дальн'Ьйшее  развитее  идей  В1- 
Ьаисоиг'а,  касающихся  т^^ыевхя  Гауссовской  кривизны  поверхности 
при  переход-Ь  къ  поверхности  безконечно-близкой. 

Исходя  изъ  разсмотр'Ьн1я  некоторой  линейчатой  конгруэнщи, 
Соззега!  изсл^дуетъ  безкоиечно-малыя  деформац1и  поверхности  и  даетъ 
р^шеше  известной  задачи  СЬпз^о{е1Гя  о  конформномъ  изображен1И 
одной  поверхности  на  другой. 

Мы  не  будемъ  останавливаться  на  работахъ  ОшсЬагй'а,  посвя- 
щенныхъ  линейчатымъ  кон1'руэнд1ямъ  вообще,  и  такъ  называемымъ  ТГ 
конгруэнц1ямъ  въ  частности,  при  чемъ  подъ  IV  конгруэнц1ями  подра- 
зумеваются так1я,  у  которыхъ  ассимптотическимъ  лин1ямъ  одной  фо- 
кальной поверхности  соответствуготъ  *яссимптотическ1я  лин1и  другой  ^). 

Подробное  изложен1е  этихъ  работъ  Соззега!;  и  Ои1сЬагй*а  читатель 
найдетъ  у  ВагЬоих  въ  1У  том-Ь  его  ТЬёопе  йез  зигГасез  и  у  В1апсЫ 
въ  уже  упомянутыхъ  Уог1е8ип8еп. 

Не  можемъ  еще  не  упомянуть  объ  интересномъ  мемуары  ТЬуЬаи! 
8иг  1а  йёГогтаЫоп  йи  рагаЬо1о1(1е  е1.  зиг  ^ие1^иез  ргоЫётез  ди!  8*у 
га1;1;асЬеп1  ')• 

')  6и1сЬаг(1.  ВигГасез  гаррог1ёе8  к  1еиг8  11рте8  аз5утр^о^^^ие8  е1  соп^^гиепсев 
гарроЛёез  й  1еигз  ЛёуеЬраЫез  (Аппакв  8с1еп11Пчие8  йе  РЕсо1е  погта1е  вирёпеиге 
3  вёпе.  Т.  VI. 

6и1сЬаг(1.  Эё(ег1п1паиоп  Лез  соп^гиепсез  Ы1ев  ^ие  1е8  И^пев  азвутр^оичиев  ве 
соггевропйеШ  виг  1е8  йеих  оаррев  йе  1а  зигГасе  Госа1е  (Сотр^ез  геп(1и8.  Т.  СХ). 

2)  Аппа1е8  8с^еп^^1^^ие8  (1е  1'Есо1е  погта1е  вирёпеиге  3  8ёг1е.  Т.  XIV. 
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Исходя  изъ  разсмотр']^н1я  н^^которой  линейчатой  конгруэнцхн, 
ТЬуЬаи!  даеть  доказательство  интересной  теоремы  V^е^ща.^^еп'а^,  касаю- 
щейся вопроса  о  нахожден1и  поверхностей,  наложимыхъ  на  данную  ^), 
дал'Ье  находить  связь  между  задачей  о  деформащи  параболоидовъ  и 
задачей  объ  отыскан1и  изотермическихъ  поверхностей;  при  этомъ  онъ 
изсл-Ьдуеть  одну  весьма  интересную  \У  конгруэнц1Ю,  фокальныя  поверх- 
ности   которой  поверхности  т1П1та. 

Уже  изъ  этого,  далеко  неполнаго,  перечня  вопросовъ,  къ  р'6шен1ю 
которыхъ  прилагается  теор1я  линейчатыхъ  конгруэнщй,  мн'Ь  кажется, 
ясным7>  значен1е  этой  теор1и  въ  теор1и  поверхностей;  съ  н'Ькоторымъ 
рискомъ  можно  утверждать,  что,  собственно  говоря,  всю  теорхю  поверх- 
ностей можно  разсматривать  какъ  рядъ  частныхъ  задачъ  теор1И  линей- 
чатыхъ конгруэнщй. 

Мы  не  будемъ  бол*е  перечислять  работъ,  посвященныхъ  т*1гь 
либо  инымъ  приложен1ямъ  теор1и  линейчатыхъ  конгруэнщй,  а  перей- 
демъ  къ  т']^мъ  сочинен1ямъ,  который  находятся  въ  т']^сной  связи  съ  на- 
шимъ  изсл'&дован1емъ. 

Въ  1870  1*оду  въ  Сотр1;е8  геп(1и8  появилась  небольшая  зам'1&тка 
ШЬаисоиг'а  8иг  1а  (1ёГогтаиоп  с1е8  виг&сез,  въ  которой  между  прочимъ 
приведена  сл']^дующая  теорема:  если  дана  поверхность  8  съ  постоян- 
ной кривизной 2»    ^^    круги   С  радгуса  а,  проведенные  въ  касатель- 

ныхъ  пАОСкосшяхъ  къ  поверхности  8  и  имп>ющге  центры  въ  точкахь  ка- 
сангя,    ортогональны    къ    нп>которому   семейству    поверхностей  81.  Лаь 

послгьднгя  поверхности  имп>ютъ  ту  же  постоянную  кривизну ^ . 

Эта  теорема,  на  которую  ни  самъ  ШЬаисоиг,  ни  друг1е  математики 
не  обратили  тогда  особеннаго  вниман1я,  была  вновь  найдеиа  В1апсЫ  въ 
1879  г.  2)  и  послужила  началомъ  такъ  называемой  теор1и  преобразо- 
ван1я  поверхностей  съ  постоянной  Гауссовской  кривизной. 

Результаты,  полученные  В1'апс111  были  тотчасъ  же  обобщены  Ь^е 
въ  зам'Ьтк'Ь  ПеЬег  РГасЬеп  йегеп  Кгйготип88гас11еп  йигсЬ  е1пе  Кекйоп 
уегкпйрй  81П(1  ^). 

комбинируя  иреобразован1я  В1апсЬ1  и  Ые,  мы  приходимъ  къ  не- 
которому новому    преобразованш   поверхностей  съ  постоянной  кривиз- 


^)  \^е1п§аг1еп.  8иг  1а  1Ьёопе  йев  вигГасез  аррИсаЫез  зиг  ипе  зигГасе  ёоппее 
(Сотр1;е8  гепйиз.  Т.  СХП). 

\Уе1п^аг1еи.  8иг  1а  с1ёГогтаиоп  11е8  зигГасез  (Ас1а  тагЬетаиса.  Т.  XX). 

^)  В1апсЬ1.  Е1сегс}1е  зи11е  зирег&с1е  а  сигуашга  соз(ап(е  е  зиПе  еИсо1с11  (АппаИ 
(1е1Ь  К.  8сио1а  погта1е  зирепоге  (11  Пза  1879). 

ВхапсЬ].  ТТеЬег  (Не  ПасЬеп  тИ  сопзишег  пе^аигег  Кгйттип^г  (Ма1Ьета118с  Ьс 
Аппа1еп.  Т.  XVI.  18.^0). 

')  Агс}11У  1ог  МагЬешаИк  о^  Nа^и^V^йеп8каЪ.  Т.  1У.  1879. 
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ной,  найденному  Ваеск1ип<1'омъ  независимо  отъ  упомянутыхъ  и:^сл^^* 
Л0ван1Й    В1апсЫ  н  Ые  ^). 

Къ  преобразован1ю  Ваеск1ип(1'а  мы  ириходимъ  при  р'Ьшен1и  0*6- 
дующей  задачи  теор1и  линейчатыхъ  Еошфу9НЦ1й:  найти  котруэнцт 
прямыхь^  у    которыхь  разстояше   между  фокальными  точками  и  уюлъ 

между   фокальными  плоскостями  постоянны   и  равны  соотв^ьтапвенно 

л 
т    и  -  —  б. 

Оказывается,    что   фокальный   поверхности  подобной  конгруэнщи 

имъютъ  постоянную  кривизну,  равную  ' ^ ,  при  чемъ,  если  мы  зна- 

емъ  одну  фокальную  поверхность  -Г,  то  при  помощи  квадратуръ  най- 
демъ  и  другую  -21 . 

Переходъ  отъ  поверхности  -2^  къ  поверхности  21\  и  представляетъ 
преобразован1е  ВаесИипй'а;  это  преобразоваше,  характеризуемое  по- 
стоянной б  (при  данной  кривизн']^  поверхности  2),  символически  обо- 
значается черезъ  В^- 

Ясно,  что  величины  бит  будутъ  одновременно  действительными 
лишь  въ  томъ  случа*]^,  когда  кривизна  поверхности  21  отрицательна. 

Такимъ  образомъ  иреобразован1я  Ваеск1ипд'а  приводятъ  насъ  къ 
д'Ьйствительнымъ  поверхностямъ  только  при  прнм']^неши  ихъ  къ  по- 
верхностямъ  съ  постоянной  отрицательной  кривизной. 

Само  собою  явился  вопросъ,  нельзя  ли  скомбинировать  такимъ 
образомъ  два  посл'Ьдовательныхъ  преобразован1я  Ваеск1ип(1'а,  чтобы 
они  дали  некоторое  действительное  преобразован1е  поверхностей  съ 
постоянной  положительной  кривизной. 

ВсЬ  попытки  геометровъ,  занимавшихся  этимъ  вопросомъ,  а  глав- 
нымъ  образомъ  В1апс}11,  оставались  тщетными  до  недавняго  времени. 

Въ  1899  году  въ  Соп1р1е8  гепйиз  (23  з*апУ1ег)  появляются  безъ 
доказательства  дв*  въ  высшей  степени  интересиыя  теоремы  6и1сЬагй'а  ^); 
теоремы  эти  являются  отвЬтомъ  на  сл*дующ1Й  вопросъ:  найта  уем- 
вгя,  при  которыхь  линейчатая  конгруэнщяу  неизмтьнно  связанная  съ  нгь- 
которой  поверхностью  8,  остается  при  всевозможныхъ  деформацгяхъ 
поверхности  8  конгруэнцгей  нормалей  къ  поверхностямъ  тгпгта  или  по- 
верхностямъ съ  постоянной  Гауссовской  кривизной. 

Въ  частности,  когда  разсматриваемая  конгруэнц1я  касается  по- 
верхности /З'  вопросъ  этотъ  былъ  р-Ьшенъ  еще  раньше  \^е1пдаг1еп'омъ  ^); 


^)  Ваеск1ип(3.  От  у1ог  шей  копзиш  пе^лИ\  Кгбкпше  (Ьипйа  11п1у.  АгззкпЛ. 
1913  а.  1883). 

2)  ОшгЬаг(1.  8иг  1а  йёГогтаиоп  бев  ^иа(^г^^ие8  йе  гвУоШ^оп. 

»)  ^ехп^агееп.  ПеЬег  с11е  ОЬегйасЬеп,  Гйг  ^екЬе  е1пег  йег  Ье1(1еп  Наир1кгйттипд8 
ЬаШтезвег  е1пе  Гип('11011  йез  ап(1егеп  181;  (СгеИе'з  Доигпа!.  1862). 

1)агЬоих.  ТЬёопе  Дез  зиг^асез.  Т.  III. 
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9Т0  ТО  изсл'бдовавге  ^е1пваг1е11'а  и  послужило  источникомъ  теоремъ 
ви1сЬаг(1  'а. 

Доказательства  теоремъ  ви1сЬаг(1'а  при  помощи  двухъ  совершенно 
различныхъ  методовъ  иоявились  почти  одновременно;  одно  изъ  нихъ 
принадлежнтъ  В1а]|сЫ  и  пом-Ьщено  въ  АЬй  (1е11а  В.  Асса(1ет1а  <1е1 
Ь1псе1  (уо1.  УП1  Гавс*  4,  1899),  что  касается  второго,  то  оно  дано  Оаг- 
Ьоих  въ  СХХУШ  том*  Согар1е8  гепйиз  (вёапсеа  йи  27  тага  1899). 

Т']^мъ  же  теоремамъ  и  сл']Ьдств1ямъ,  вытекающимъ  нзъ  нихъ,  по- 
священо еще  н'1^сколько  зам'Ьтокъ  обоихъ  янаменитыхъ  геометровъ;  всЬ 
эти  отд'Ьльныя  зам'Ьтки  резюмированы  въ  двухъ  болъшнхъ  мемуарахъ, 
а  именно  въ  мемуар'Ь  В1а11сЫ:  8и11а  (еопа  с1е11е  (гапвГогтагюп!  (1е11е 
8ирегйс1е  а  сигуаШга  сов^ап^е  ^)  и  въ  мемуар*  ВагЬоих:  8иг  1а  йёГог- 
шаМоп  (1е8  зигГасек  <1и  8есоп(1  йе^тё  е1  зиг  1е8  1гап8Гогтаиоп8  (1е8  зиг- 
Гасеа  а  соигЬиге  1ои11е  сопз^ап^е  ^). 

Одннмъ  изъ  наиболее  важныхъ  и  интересныхъ  сл*дств1Й  тео- 
ремъ бшсЬагй'а  является  то,  что  зная  одну  изъ  поверхностей  ш!- 
п1та  или  поверхвостей  съ  постоянной  кривизной,  нормальныхъ  къ 
конгруэнцш  Си1сЬаг(1'а,  мы  т'Ьмъ  самымъ  будемъ  знать  и  другую  по- 
добную поверхность. 

Такимъ  образомъ  теорема  СшсЬагЛ'а  приводитъ  насъ  къ  некото- 
рому дгьйствительному  иреобразован1Ю  поверхностей  т1п1та  и  поверх- 
ностей съ  постоянной,  положительной  или  отрицательной  кривизной. 

Естественно  было  задаться  вопросомъ,  нельзя  ли  свести  эти  пре- 
образован1я  посл'Ьдвихъ  поверхностей  къ  уже  изв'Ёстнымъ  преобра- 
зован1ямъ  Ваеск1ип(1'а;  на  этотъ  вопросъ  пришлось  отв'Ьтить  утвер- 
дительно, а  именно  оказалось,  что  разсматриваемое  преобразоваше 
можетъ  быть  разбито  на  два  посл'Ьдовательныхъ  мнимыхъ  преобразова* 
шя  Ваеск1ип(1'а. 

Такимъ  образомъ  окольнымъ  путемъ  пришли  къ  частному  рЬше- 
н1ю  вопроса  о  дгьйствитеАЬныхъ  преобразован1яхъ  поверхностей  съ  по- 
стоянной положительной  кривизной — р*шен1ю,  которое,  какъ  мы  вяхк' 
ли,  такъ  долго  ускользало  отъ  В1апсЫ  и  другихъ  геометровъ. 

Указаннымъ  обстоятельствомъ  однако  не  исчерпывается  все  зна- 
чен1е  теоремъ  Ои1сЬаг(1'а:  д-Ьйствительно,  теоремы  эти  привели  къ  не- 
которому лреобразован1ю  \Уе1П8аг1еп*овскихъ  тройно-ортогональныхъ 
системъ  ^),  наконецъ  эти  теоремы  указали  на  весьма  интересную  связь, 
существующую  между  преобразован1ями  поверхностей  съ  постоянной 
кривизной  и  вопросомъ  о  деформац1яхъ  поверхностей  2-го  порядка. 


1)  АппаИ  Й!  Ма1ета11са.  8епе  8,  I.  III.  189И. 

^)  Аппакз  8с^еп^^&^ие8  (1е  РБсо1е  погтаЬ  вар^пеиге  3  зёпе,  (.  XVI,  1899. 

^)  См.  упомявутый  выше  мемуаръ  В1апсЬ1. 
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Именно  оказалось,  что  геометрическимъ  м'Ьстоиъ  точекъ  пересЬ- 
чен1я  соотв^^тетвенныхъ  нормалей  къ  двумъ  поверхностямъ  постоянной 
крнввзны,  изъ.  которыхъ  одна  является  какъ  результатъ  посл:Ьдова- 
тельнаго  прим'Ьнен1я  къ  другой  двухъ  опред'Ьленнымъ  обравомъ  свя- 
занннхъ  между  собою  преобразо8ан!й  Ваеск1ив(1'а,  будетъ  поверхность, 
наложимая  на  некоторую  поверхность  вращен1я  2*го  порядка. 

Интересъ,  представляемый  теоремами  вшсЬаг(1'а,  побудилъ  меня 
еще  въ  1899  году,  до  ознакомлен1я  съ  работами  ОагЪоих  и  В^апсЫ, 
заняться  ихъ  доказательствомъ. 

При  вывод*]^  этихъ  теореиъ  я  улотребилъ  методъ  периморф1и 
такъ,  что  мое  доказательство  разнится  отъ  доказательствъ  ОагЬоах 
и  ЫапсЫ. 

Какъ  оказывается,  лучи  конгруанц^и  ви1сЬаг<1'а  лежат-ь  въ  плос- 
костяхъ  кривизны  геодезическихъ  лин1й  н^которыхъ  поверхностей,  на- 
ложимыхъ  на  поверхности  вращен1я;  при  чемъ  эти  геодезическ1я  лин1и 
представлнютъ  изгибан1я  мерид^ановъ. 

Какъ  изв'Ьстно  изъ  теоремы  \^^е]пваг1еп'а,  упомянутой  нами  не- 
много выше,  эти  плоскости  касаются  н'Ькоторой  другой  поверхности, 
наложимой  тоже  на  поверхность  вращен1я. 

Такимъ  образоиъ,  я  естественно  натолкнулся  на  сл^^дующую  за- 
дачу: найти  условгя^  при  которыхъ  понгруэнцгя  прямыхъ^  лежащихъ 
въ  касательныхъ  плоскостяхъ  къ  тькоторой  поверхности  8о  и  неизмгьнно 
съ  этими  плоскостями  связанныхъ,  остается  конгруэнцгей  нормалей  къ 
поверхностямъ  тгпгта  или  постоянной  кривизны  при  всевозможныхъ  де- 
формацьяхъ  поверхности  5о;  при  этомь  само  собою  разумп>ется^  что 
касательныя  плоскости  къ  8о  въ  свою  очередь  неизмп>нно  связаны  съ  по- 
верхностью 8о* 

Полученное  мною  р'Ьшеше  этого  вопроса  было  доложено  Харь- 
ковскому Математическому  Обществу  въ  зас']Ьдан1и  27  октября  1900  г. 

Черенъ  н'Ьсколько  дней  лосл*]^  этого  въ  Харьков*]^  былъ  полученъ 
номеръ  АШ  с1е11а  К.  Ассайет1а  йе!  Ыпсе!  (Уо1ите  IX  1а8с.  6),  въ  ко- 
торомъ  приведены  безъ  доказательства  апалогичныя  теоремы  въ  за- 
м^тк'Ь  В1апсЬ1:  8и11а  г1е&)гта2юпе  (1е11е  гопртиепге  е  ворга  акипе  с1а881 
(1!  8ирег&с1е  аррИсаЫИ;  доказательствъ  этихъ  теоремъ  В1апсЫ  до  сихъ 
поръ  не  опубликовалъ. 

Хотя,  какъ  я  уже  сказалъ,  теоремы  эти  были  мн'Ь  изв'Ьстны 
раньше,  ч']^мъ  ихъ  опубликовалъ  ВаапсЫ,  Т'Ьмъ  не  мен'Ье  я  называю 
ихъ  теоремами  БгапсЫ;  эти  теоремы  читатель  найдетъ  въ  4-ой  глав^^ 
настоящаго  изсл'Ьдован1я. 

Доказательство  теоремъ,  обратныхъ  теоремамъ  ОшсЬагй'а  и 
дающихъ  съ  одной  стороны  преобразован1я  поверхностей  съ  по- 
стоянной  кривизной,    а  съ   другой,    поверхности,    наложимыя    на  по- 
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верхности  2 -го  порядка,  мы  находимъ  въ  упомянутомъ  мемуар^ 
В1апсЬ1.  Выводъ  основныхъ  уравнений,  р'Ьшающихъ  вопросъ,  у  В1апсМ 
довольно  сложенъ,  ири  чемъ  преобразован1я  ихъ  являются  совершен- 
но искусственными. 

Употребленный  мною  методъ  периморф1и  значительно  упрощаетъ 
самый  выводъ  урабнен1Й,  при  чемъ  эти  уравнен1я  сразу  получаются 
въ  ТОЙ  форм'Ь,  къ  которой  ЫапсЫ  приводить  ихъ  искусственнымъ 
путемъ. 

Доказательствъ  теоремъ,  обратныхъ  теоремамъ  ЫапсЫ,  въ  упомя- 
нутомъ его  мемуар^^,  само  собою  разумеется,  н'Ьтъ;  теоремы  эти  безъ 
доказательствъ  мы  находимъ  въ  зам:Ьтк'Ь  ЫапсЫ,  пом:Ьщенной  въ  IX 
том*  АШ  йе1а  Асай.  йе!  Ыпсе1. 

Въ  ней  же  дано  указан1е  на  выводъ  второй  изъ  этихъ  теоремъ, 
ныводъ,  къ  которому  я  не  могъ  прайти  самостоятельно. 

Въ  заключен1е  приведу  краткое  содержанхе  настоящаго  изсл*]^- 
дованхя. 

Глава  первая  посвящена  выводу  основныхъ  свойствъ  линейчатыхъ 
конгруэнц1Й;  въ  ней  же  разсмотр']^нъ  рядъ  частныхъ  задачъ,  играющихъ 
существенную  роль  въ  днльн'Ьйшемъ  изсл^дованхи.  Кром*]^  того  зд']^сь 
я  останавливаюсь  несколько  подробн'Ье  на  теор1и  оптическихъ  осей, 
разсмотр'Ьнныхъ  впервые  ОагЬоих,  при  чемъ  изсл'Ьдую  случай,  когда 
эти  оси  представляютъ  конгруэнц1и  нормалей — случай,  насколько  мн* 
изв'Ьстно,  не  затронутый  другими  авторами. 

Во  второй  глав'Ь  изсл'Ьдуются  подробно  фокальный  поверхности 
конгруэншй;  между  прочимъ  я  вывожу  изв']^стную  теорему  )Уе1Ц- 
даПеп'а.  Большая  часть  главы  посвящена  вопросу  о  преобразован1яхъ 
поверхностей  съ  постоянной  кривизной.  Доказавши  перемгьстительный 
законъ  В1апсЫ  для  поверхностей  съ  постоянной  полооюишельной  кривиз- 
ной, я  при  помощи  его  прихожу  прямымъ  путемъ  къ  н'Ькоторому  д'Ьй- 
ствительному  преобразованхю  поверхностей  съ  постоянной  положитель- 
ной кривизной. 

При  вывод*]^  перем']&стительнаго  закона  В1апс}11.  я  ставлю  бол'ке 
общую  задачу,  а  именно  ищу,  какимъ  услов1ямъ  должны  подчиняться 
четыре  постоянныхъ  б|,  6.2,  бд,  б^,  чтобы  последовательное  прим'Ьнеше 
преобразован1Й  В^  ,  В^  приводило  къ  той  же  поверхности,  что  и  по- 
следовательное применен1е  преобразован  1Й  2Уд  ,  В^  »  Оказывается,  что 
это  возможно  лишь  въ  случае,  когда  о^  =  б.^  и  64  =  01  т.  е.  въ  случае 
разсмотреныомъ  В1апсЬ1. 

Третья  глава  посвящена  выводу  теоремъ  ОишЬагй'а,  ири  чемъ  въ 
ней  я  указываю  на  связь  между  конгруэнщей  6и1сЬаг(1'а  и  некоторой 
циклической  конгруэнщей;  связь  эта  играетъ  весьма  важную  роль  при 
выводе  теоремъ,  обратныхъ  теоремамъ  В1апсЫ. 
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Въ  четвертой  глав*  я  даю  доказательство  теоремъ  В1апсЫ. 

Пятая  глава  посвящеиа  доказательству  теоремъ,  обратныхъ  те- 
оремамъ  ви]сЬаг(1'а  и  ЫапсЫ  для  случая  поверхностей  т1гпта;  зд'Ьсь 
я  нахожу  интересное  преобра80ван1е  поверхностей  т1п1та  и  указываю 
на  связь  между  этимъ  преобразован1емъ  и  преобразоваи1емъ  ТЬуЬаи!, 
разсмотр-Ьннымъ  имъ  въ  упомянутомъ  выше  мемуар*  8иг  1а  йё^огта^шп 
(1и  рагаЬо1оК(1е  е1;с.  Ером*]^  того  я  даю  новый  выводъ  изв'Ьстной  теоремы 
Воппе^  о  присоедннённыхъ  поверхностяхъ  т1п11па.  [1реобразован1еосвов- 
ныхъ  уравненШ,  р']^шаюп;ихъ  поставленные  въ  начал'Ь  этой  главы  во- 
просы, къ  систем'Ь  линейныхъ  уравненШ  находится  при  помощи  свойствъ 
конгруэнщи  круговъ,  разсмотр'Ьнной  въ  третьей  глав**. 

Въ  шестой  и  седьмой  главахъ  разсмотр'Ьны  теоремы,  обратныя 
теоремамъ  6и1сЬаг(1'а  и  В1апсЫ,  относящ1яся  къ  поверхностямъ  съ  по- 
стоянной кривизной.  Пользуясь  результатами  2-й  главы  я  показываю, 
какимъ  образомъ  полученныя  иреобразован1я  этихъ  поверхностей  сво- 
дятся къ  преобразован1ямъ  Ваеск1ип(1'а. 

Теперь  позволю  себ4  сказать  несколько  словъ  о  томъ  метод*,  ко- 
торымъ  я  пользуюсь  въ  настоящемъ  изсл'Ьдован1и,  а  именно  о  метод* 
периморфт. 

Какъ  МП*  кажется,  преимущество  его  зиждется  на  томъ  обстоя- 
тельств*, что  въ  немъ  система  координатъ  т*сяо  и  непосредственно 
связана  съ  изучаемой  поверхностью  или  конгруэнщей,  между  т*мъ, 
какъ  всякая  неподвижная  система  координатъ  представляетъ  н*что  па- 
разитарное, нич*мъ  не  связанное  съ  данной  пространственной  фигурой. 

Дал*е,  при  употребленхи  подвижнаго  тр1эдра  роль  поверхности 
сводится  къ  роли  точки  (начала  координатъ),  что  и  должно  им*ть  м4- 
сто  въ  диффереид1альной  геометр1и. 

Что  касается  упрековъ  методу  периморф1и,  касающихся  введен1я 
кинематики  въ  геомстр1ю,  то  вопросъ  этотъ  въ  достаточной  степени 
выясненъ  профессоромъ  Г.  К.  Сусловымъ  въ  недавно  появившейся  стать* 
„Частныя  геометрическая  производныя  отъ  векторъ-функщи  двухъ  ар- 
гументовъ"  0>  къ  которой  и  отсылаю  читателя. 

Скажемъ  только,  что  въ  метод*  периморф1и  кинематика  входитъ 
въ  1еометр1Ю  постольку,  поскольку  геометр1я  входитъ  въ  анализъ,  когда 
мы  говоримъ  о  движен1и  перем*нной  по  плоскости,  кривой  и  т.  д.; 
другими  словами,  зд*сь  мы  пользуемся  только  терминами  кинаматикн. 

Однако  можно  обойтись  и  безъ  этого,  какъ  это  д*лаетъ  Е1Ьаисоиг 
иъ  своихъ  мемуарахъ  или,  въ  посл*днее  время,  Сезаго  въ  своихъ  Ье- 
улот  а  ^еотеЬтш  1п1;гш8еса  '^). 


^)  Отчеты    и    протоколы    физико-математическаго   общества  при  Университете 
св.  Владимира  за  1900  годъ. 

^)  См.  также  ЬаигеШ.  Тга11ё  с['ипа1у8е,  I.  VII, 
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Что  касается  понят1Я  о  леремЪщб111и  (вн:Ь  зависимости  отъ  вре- 
мени), то  это  понят1е,  какъ  показали  изсл'Ьдованхя  нов'Ьйшихъ  геомет- 
ровъ  Не1тЬои2'а,  Ые,  Ро1Псагё  и  другихъ,  гЬсно  связано  съ  нашими 
иростраиственными  представленхями;  да  къ  тому  же  безконечно-махыя 
перем'Ьш;ен1я  мы  постоянно  изсл^дуемъ  въ  дифференц1альной  геометрхи; 
чтобы  уб-Ьдиться  въ  этомъ,  стоить  только  вникнуть  глубже  хотя  бы 
въ  теор1Ю  кривизны  лин1Й  и  иоверхностей. 

Въ  заключеше  считаю  своииъ  долгомъ  выразить  искреннюю  бла- 
годарность Харьковскому  Математическому  Обществу,  давшему  мн'Ь  воз- 
можность напечатать  настоящее  сочинен1е. 


Зам'Ьчу  следующее  сокращен1е,  которымъ  я  пользуюсь  во  всемъ 
сочйнеши:  при  ссылкахъ  на  ТЬёопе  дёпёга1е  (1е8  зиг&сев  ОагЬонх  и  на 
Уойевип^еп  иЬег  В1Йегепйа18еоте1г1е  В1апсЫ  я  пишу  просто  ВагЬоих, 
В1апс1п. 
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ГЛАВА   I. 
Общ1я  основан1я  теорЫ  линейчатыхъ  нонгруэнщй. 

§  1.  Подъ  именемъ  линейчатой  конгруэнцги  мы  будемъ  подразу- 
м'бвать  систему  прямыхъ  въ  пространств'^,  уравыенхе  которыхъ  зави- 
ситъ  отъ  двухъ  произвольиыхъ  параметровъ;  прямыя,  принадлежащ1я 
данной  линейчатой  конгруэиц1и,  назовемъ  ея  лучами. 

Такъ  какъ  координаты  точекъ  любой  поверхности  могутъ  быть 
выражены  какъ  фунЕ1ии  двухъ  независимыхъ  параметровъ,  то  мы  всегда 
можемъ  предположить,  что  между  точками  любой  поверхности  5  и  лу- 
чами любой  линейчатой  конгруэнц1и  2)  существуетъ  однозначная  зави- 
симость, т.  е.  что  каждой  точк*  поверхности  5  соотв-Ьтствуотъ  одна 
прямая  конгруэнц1и  В  и,  наоборотъ,  каждой  прямой  конгруэнц1и  со- 
отв-Ьтствуеть  одна  точка  поверхности  5. 

Устанавливая  произвольную  зависимость  между  параметрами,  мы 
получимъ  на  поверхности  5  н-Ькоторую  кривую;  этой  кривой  будетъ 
соотв1^тствовать  система  прямыхъ  Еонгруэнц1и  2>,  зависящая  отъ  одного 
параметра,  т.  е.  некоторая  линейчатая  поверхность. 

Такимъ  образомъ,  всякой  кривой  поверхности  5  соотв'Ьтствуетъ 
одна  линейчатая  поверхность,  образованная  лучами  конгруэнщи  В  и 
наоборотъ;  линейчатую  поверхность,  образованную  лучами  конгруэнщи 
X),  будемъ  называть  просто  поверхностью  конгруэнщи  В- 

Въ  числ4  этихъ  поверхностей  конгруэнщи,  очевидно,  могутъ 
быть  и  развертываюпияся  поверхности.  Кривыя,  соотв'Ьтствующ1я  на 
поверхности  5  развертывающимся  поверхностямъ  конгруэнщи  2),  на- 
зовемъ главными  кривыми  поверхности  8  по  отношенгю  кь  конгруэнщи  В  - 

Если  мы  будемъ  им'Ьть  въ  виду  опредп»ленную  поверхность  5  и 
опред1ьленную  конгруэнц1Ю  2),  то  эти  кривыя  мы  будемъ  называть  про- 
сто главными  кривыми. 

Докажемъ  теперь,  что  всякая  линейчатая  конгруэнц1я  им']^етъ 
только  лвЬ,  д']^йствительныя  или  мнимыя,  системы  развертывающихся 
поверхностей  или,  другими  словами,  что  на  любой  поверхности  5  су- 
ществуютъ  дв*,  и  только  дв*,  системы  главныхъ  кривыхъ  по  отноше- 
Н1Ю  къ  какой  угодно  линейчатой  конгруэнщи. 
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Не  нарушая  общности,  мы  можемъ  предположить,  что  однознач- 
ное соотв-ЬтстЕхе  между  лучами  конгруэнц1и  В  и  точками  поверхности  5 
таково,  что  каждой  точк*  поверхности  5  соотв^тствуеть  определен- 
ный, проходящей  черезъ  нее,  лучъ  конгруэнц1и  В.  Конгруэнщю  лучей, 
связанныхъ  подобнымъ  образоиъ  съ  поверхностью  5,  назовемъ  конгру- 
эяц1ей  лучей,  падающг1хъ  на  поверхность  5. 

Каждой  систем*  падающихъ  лучей  /),  будетъ  соответствовать 
система  лучей  отрссженныхь  2)';  подъ  последними  мы  будемъ  подра- 
зумевать лучи,  симметричные  съ  I)  по  отношеи]ю  къ  соотвЬтственнымъ 
касательнымъ  илоскостямъ  къ  новерхности  5. 

Въ  нашемъ  изследован1и  мы  будемъ  постоянно  пользоваться 
подвижной  системой  прямоугольныхъ  координатъ  (Г),  плоскость  ху  ко- 
торыхъ  совпадаетъ  съ  касательными  плоскостями  къ  некоторой  поверх- 
ности, а  начало  съ  соответственной  точкой  касан1я. 

11оложен1е  такой  системы  координатъ  зависитъ  отъ  двухъ  пара- 
метровъ  и,  V' 

Следуя  ОагЬоих,  обозначимъ  черезъ  ^1  V  ороэкд1и  перемещен1й 
начала  координатъ  ( Т)  соответственно  на  оси  ж"*"  и  у"^**  техъ  же  ко- 
ординатъ  въ  предположен1и,  что  изменяется  одинъ  параметръ  и,  про- 
ЭКЦ1И  соответственпаго  вращен1Я  на  оси  а;"**',  у^*  и  а^'^*  обозначимъ 
черезъ  р,  д,  г.  те  же  величины,  соответствующ1я  изменяемости  одно- 
го параметра  V,  обозначимъ  черезъ  ё\,  ^].  р\9  ^^,  п» 

Введенный  функц1И  не  произвольны,  а  удовлегворяютъ  шести 
уравнен1ямъ  Со(1а221-Ма1паг(11: 

(IV        Пи 

дг       ди 
Р'П\  —Р\^  =  чй\  —  ?|5- 

Все  соответствен ныя  формулы  читатель  иайдетъ  во  П-мъ  томе 
„Ье?оп8  «иг  1а  1Ьёопе  8ёпёга1е  йев  зигГасез"  ОагЬоих  рр.  382 — 386. 

Свяжемъ  теперь  определеннымъ  образомъ  подобную  систему  ко- 
ординатъ съ  упомянутой  нами  поверхностью  /§. 

Уравнен1е  соответствующаго  падающаго  луча  конгруэнц1и  В  по 
отношен1го  къ  осямъ  (Г)  будетъ 

X    у    г 

соза      соз/?       С087 ' 


дщ 
ди 

=  ^^^ 

—  ^\^ 

дн 

=  грх 

—  пр 

дг 

дV 

ди' 

=  Г<1\  - 

-Р19' 

01д|112ес1  Ьу 


Соо^к 


—   63   — 

а  сл'Ьдовательпо    координаты  любой  его  точки  выразятся  сл']^дующимъ 
образомъ: 

а;  =  ()С08а,     у  =  (>С08/?,     хг  =  ()С08/. 

Предположимъ,  что  мы  отъ  опредЬленной  точки  Л  {и,  V)  повер- 
хности 5  перешли  въ  точку  Ж'  (м  +  й«,  V  +  ^V)  вдоль  по  главной 
кривой;  тогда  точка  нашего  луча,  представляющая  точку  ребра  возвра- 
та соотв'Ьтствующей  развертывающейся  поверхности,  должна  переме- 
ститься вдоль  самого  луча. 

Проэкц1и  перем']^п|;ен1я  любой  точки  луча  па  оси  Г,  какъ  изв'Ьст- 
но  будутъ 

с^ж=  5Йм+^1Йг;+РЙсо8а  +  со8ас?(>  -^{^с^и  +  ^[С^V)^сову — (гЛи  +^^с^V)^со^^ 

6у=^1^сIи+^]^V+^(1со^^'{-сов|^^^+{^с^и■^-^^с^V)^сова — (рсIи  +  р\ЛV)^сову 

6 я  =  (>йсо87  +  С08/(?(>  +  ^рЛи  -\-р\ЛV)  (>С08/?  —  (^<^и  +  ^\йу)  ()С08а. 

Для  точки,  соответствующей  ребру  возврата  разсматриваемой  раз- 
вертывающейся поверхности,  иерем1>щен]я  эти  должны  удовлетворять 
соотношен1ямъ 

бх  —  С08а(^Я=:0,     бу  —  со8/^сГЯ==0,     бг  —  со8ус^Я  =  0,  (1) 

гд4  бХ  коэффид1ентъ  пропорщональности. 

Исключая  изъ  этихъ  уравнен1й  ^  и  (1^  —  бХ,  мы  получимъ  оче- 
видно дифференщальное  уравнен1е  главныхъ  крывыхъ;  опо  будетъ  вида 


\^(^и-\-^\(^V,  С08а,  (^со8а-{^^(^с^и-{-^\^V)сову — (^(^и-\-^^с^V)со8^9 
I 
г1с1и-\-г]у^у,  С08/?,  йсо8/^  +  (гйг(-[-Г1г/г;)со8а — (рс^и-\'Р^(1V)сову 

о        ,  С08/,  (1сову-+{рс1и+р1(1у)сов0 — {^(^и-\-2Н'^V)сова 


=  0    (2) 


Уравнеше  это  второй  степени  относительно  ^-,  откуда,  и  заклю- 

аг; 

чаемъ,  что  черезъ  данную  точку  поверхности  проходитъ  дв*,  действи- 
тельный или  мнимыя,  главныя  кривыя. 

Этимъ  двумъ  главиымъ  кривымъ  соотвЬтствуютъ  двЬ  разверты- 
вающ1яся  поверхности  нашей  конгруэнщи. 

Чтобы  найти  координаты  ихъ  точекъ  возврата,  намъ  нужно  изъ 
уравнен1Й  (1)  исключить  им,  йг  и  вд  —  сГЯ;  тогда  получимъ  следу- 
ющее квадратное  уравненхе  для  определешя  (> 
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^+9[ Косова — ]»совуи  ^\+9\~-. \-г\СОва — р\С0ву1  со8/? 

()(-  .  - +;;С08/5 — дсова],  (>('— -г-^+^р^С08^^ — д1С08а|,   С08/ 

То^ки,  принадлежа1Ц1Я  ребрамъ  возврата  нашихъ  развертываю- 
щихся поверхностей,  носятъ  назван1е  фокальныхъ  точекъ  ланнаго  луча, 
ири  чемъ  изъ  предыдущаго  видно,  что  на  каждомъ  луч*!^  существуютъ 
дв'Ь  дМствительныл  или  мнимыя  фокальныя  точки. 

Касательныя  плоскости  къ  соотв']^тственнымъ  развертывающимся 
поверх ностямъ  называются  фокальными  плоскостями 

Наконецъ,  геометрическое  м'Ьсто  фокальныхъ  точекъ  носитъ  на- 
зван1е  фокальныхъ  поверхностей;  такихъ  поверхностей  для  каждой  кон- 
груэнщи  будетъ  дв4.  Фокальныя  поверхности  мы  можемъ  еще  раз- 
сматривать  какъ  геометрическое  м'1^сто  реберъ  возврата  развертываю- 
щихся поверхностей  конгруэнцхи. 

Изъ  самаго  опред'Ьленхя  фокальныхъ  поверхностей  явствуетъ,  что 
ВС*  лучи  коигруэнц1и  касаются  фокальныхъ  поверхностей. 

Какъ  нетрудно  видеть,  все  изложенное  является  обобщенхемъ 
изв-Ьстныхъ  свойствъ  нормалей  къ  поверхности. 

Въ  самомъ  д^л-Ь,   если    положимъ,    что    конгруэнция  I)  состоитъ 

изъ    нормалей    къ    поверхности    5,   т.   е.   что  а  =  /9=— ,  7  =  <',    то 

уравнеше  (2)  представитъ  дифферепщальное  уравнен1е  лиши  кривизны; 
уравнен1е  (3)  дастъ  намъ  рад1усы  кривизны  поверхности  6'.  Фокаль- 
ными плоскостями  въ  этомъ  случа*  будутъ  плоскости  главныхъ  сЬчепШ, 
а  фокальными  поверхностями  эволюты  поверхности  5. 

§  2.  Посмотримъ  теперь,  когда  лучи  нашей  конгруэнцш  В  будутъ 
представлять  систему  нормалей  некоторой  поверхности  -2^. 

Для  того,  чтобы  последнее  обстоятельство  им^ло  м'Ьсто,  необхо- 
димо и  достаточно,  чтобы  на  каждомъ  луч*  существовала  такая  точка, 
перем*щен1я  которой  при  всевозможныхъ  изм*нен1яхъ  параметровъ 
(м,  V)  были  бы  ортогональны  къ  соотв'Ьтствующему  лучу. 

Другими  словами,  если  черезъ  6х,  бу,  6г  обозначимъ  •  проэкщи 
перем'Ьщен1й  этой  точки  на  оси  (Г),  то  для  всевозможныхъ  значешй 
{Ли,  с^V)  должно  им'Ьть  м'Ьсто  соотношенге 

с^д;С08а  +  %со8/?  +  д)гсову  =  О .  (4) 
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Сд'Ьлаемъ  теперь  н'Ькоторыя  частныя  иредположен!^  относительно 
осей  (7)  и  коордиыатныхъ  лин1й  и,  V,  и  икенно  предположинъ,  что 
за  лин1н  V  =  соп8(  приняты  кривыя,  касательныя  къ  проэкц1ямъ  лучей 
нашей  конгруэнцхи  на  соотв']Ьтственныя  касательныя  плоскости  къ  по^ 
верхности  5;  эти  проэкц1и  мы  вмЬсгЬ  съ  т4мъ  примемъ  за  оси  х'^* 
координатъ  (Г).  За  кривыя  и  =  сои&Ь  примемъ  кривыя,  ортогональныя 
къ  кривымъ  ^  =  соп81;  касательныя  къ  нимъ  будутъ  осями  у^*  нашей 
системы  (Г). 

Къ  этому  случаю  мы  перейдемъ,  полагая  въ  формулахъ  преды- 
дущаго  параграфа 

При  посл']^днихъ  предположен1яхъ  соотношен1е  (4)  приметъ  видъ 
с1д  +  ёсо8а  йе*  =  о .  (5) 

Такъ  какъ  это  соотношен1е  должно  им'Ьть  м']^сто  при  всевозмож- 
ныхъ  значешяхъ  {с1и,  йг),  то  отсюда  заключаемъ,  что  искомое  услов1е 
будетъ 

^^-^^>  =  о.  (6) 

Прежде  всего  мы  видимъ,  что  оно  останется  справедливымъ  и 
въ  томъ  случа^^,  коп^а  мы  зам']^цимъ  а  черезъ  — ее  и  соза  черезъ  ксоъа, 
гд'Ь  к  н']&которая  постоянная. 

Но  изм'Ьняя  а  на  — а,  мы,  очевидно,  переходимъ  отъ  па^а1ог^г(л:г 
лучей  къ  лучамъ  отраженнымъ,  зам']^няя  же  соза  черезъ  А;со8сг,  мы 
переходимъ  отъ  падающихъ  лучей  къ  преломленнымъ;  отсюда  мы  прихо- 
димъ  къ  знаменитой  теорем']^,  найденной  впервые  для  отраженныхъ 
лучей  Макз'омъ,  а  для  преломленныхъ  Оир1п'омъ  и  носящей  назван1е 
теоремы  МаХиз — Виргп^а:  конгруэнция  лучей,  представляющая  систему 
нормалей  нгьхоторой  поверхностщ  остается  конгруэнцгей  нормалей  по- 
слгь  какою'угодно  числа  отраженш  и  преломленгй* 

Обращаясь  еще  къ  услов1ю  (6),  мы  видимъ,  что  въ  него  входятъ 
только  уголъ  а  и  коэффищентъ  линейнаго  элемента  поверхности  5. 

Допустимъ  теперь,  что  конгруэнщя  В  неизменно  связана  съ  по- 
верхностью 5;  если  теперь  мы  будемъ  какъ  угодно  деформировать  по- 
верхность 5',  то  конгруэнщя   В  при  этомъ   будетъ  принимать  различ- 

ныя   положешя    В',  В" Такъ   какъ  для  вс^^хъ  этихъ  конгруэвщй 

условае  (6)  будетъ  выполнено,  то  всЬ  он4  будутъ  конгруэнщями  нормалей. 

Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  следующей  теоремгь  ВеНгатЬ 
если  нтькоторая   линейчатая   конгруэнщя   падающихъ  лучей,  неизмгьнно 
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связанная  съ  нп^ноторой  поверхностью  8у  представляетъ  1сонгр^энцгю 
нормалей,  то  0Ш1  останется  такой  же  при  всевозмооюныхъ  деформацхяхъ 
поверхности  8. 

§  3.  Займемся  теперь  разсмотр'Ьн1емъ  сл'Ьдующаго  «опроса:  когда 
главный  кривыя  поверхности  5  по  отношенхю  хъ  конгруэнц!»  падаю* 
щихъ  лучей  В  представляютъ  систему  сопряженныхъ  вривихъ. 

Иначе  тотъ  же  вопросъ  можетъ  быть  формулированъ  м  тавимъ 
образомъ:  когда  радвертывающ1яся  поверхности  конгруэнщи  В  соот* 
в^тствуютъ  сопряженнымъ  вривыиъ  поверхвости  5. 

Уравиен1е  солряженныхъ  лиши,  какъ  изв^^стно,  будетъ 

—  ^§^и(^и  -грх^] Льбу  +  рщ  (д,и6V  -|-  ёьди)  =  О ; 

уравнен1е  главныхъ  кривыхъ  въ  данномъ  случа^^  кы  лолучимъ  нзъ  (2), 
полагая   р  =  -,  7  =  ^"^<*>  §1  =??  =  0;  оно  приметь  видъ 


§81па  (гсоза  — рвта)  с1и^  +  7]^1^  —  ^\  ^^2 


+ 


+  (5Г1С08а  81па  —  вр\  81п^а  +  ^\'1 ^^фс^ис^V  =  0.  (7) 

Цоэтому  искомое  условхе,  очевидно,  будетъ 

8ша сова  (|з,г  — рг,)  +  ^1  —  —  д--  =  0.  (8) 

Оно  не  изменяется  ири  зам^н*  а  черезъ  —  а  т.  е.  при  переход! 
отъ  падающихъ  къ  отраженнымъ  лучамъ. 

Итакъ:  если  развертывающгяся  поверхности  падающихъ  лучей  со- 
отвптсшвуютъ  сопряженнымъ  кривымъ  отражающей  поверхнос^пи  5, 
то  и  развертывающгяся  поверхности  отраженныхъ  лучей  будутъ  соот- 
в^ьтствовать  сопряженнымъ  кривымъ  поверхности  8- 

Доказанная  нами  теорема  принадлежитъ  Ма1и8'у. 

§  4.  Главный  кривыя,  соотв'Ьтствующ1я  конгруэнщямъ  падающихъ 
и  отраженныхъ  лучей,  вообще  говоря,  различны.  Посмотримъ,  при  ка- 
кихъ  услов1яхъ  ое-Ь  совпадаютъ. 

Дифференщальное  уравненхе  главныхъ  кривыхъ  отраженныхъ 
лучей  мы  получимъ,  изменяя  въ  (7)  а  на  — а;  такимъ  образомъ  полу- 
чимъ  уравнев1е 

|81па  (^81па  +  гсоза)  с1и^  +  ;у,  ( -^-  +  ^1  )  (^V^  + 


(^'1 


-;-  (^Г1С08«  81па  +  5/;181п2а  +  ^\-^  +  д:^1\)ЛиАь  =  0.  (9) 
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Предположимъ  сперва,  что  функц!»  риЦх  отличны  отъ  нуля  т.  е., 
что  кривыя  {и,  V)  не  представляютъ  лин1й  кривизны  поверхности  5- 

Чтобы  уравнвн1я  (7)  и  (9)  были  тождественны,  необходимо  и  до- 
статочно, чтобы  им4ли  м4сто  соотношенхя: 

да  .  г.      •  9     ^      да 

Ох      йг\ сова  вша  —  ^р, зш^а  +  г)у- та 

гсова  —  р8Ш«_  (Ю ди        ^ 

гсот'\'р8та~  да  ,        \   г,      •  <»     ^      да  . 

или 

р81па  _  31^  _       §р18Ш^а  +  ^1д  ,  ^  ^. 

гсова      да        ^  ,        ,       да'  ^     ^ 

—        §гх  сова  вша  +  'Л  т" 
дю  ди 

Умножая  числителя  и  знаменателя  перваго  отношен1я  на  ^^|$ша, 
второго  на  — д§  и  третьяго  на  — р  и  складывая  полученныхъ  числи- 
телей, найдемъ  въ  результат*  нуль;  отсюда  заключаемъ,  что  и  сумма 
полученныхъ  знаменателей  тоже  равна  нулю,  т.  е. 

/  ч        ^да  да      ^  ,_. 

б8шасо8а(р1г  — рп)  — д§— — р^,--  =  0.  (11) 

(/V  ои 

а  это  ничто  иное,  какъ  наше  условае  (8). 

Комбинируя    теперь  два  первыхъ   отношен1я    въ  выражеши  (10), 

мы  получимъ 

.     да 
1)1рвта- д11)1гсова  =  0 

или  на  основан1и  формулъ  Со(1а221-Ма1паг(11: 

д  (§со8а) 


ду 


=  0,  (12) 


а  это  услов1е  показываетъ,  что  разсматриваемыя  конгруэнц1и  представ- 
ляютъ конгруэнщи  нормалей. 

Итакъ  имЪемъ  сл^^дующую  тео1)еиу. 

Имп>емъ  нгькоторую  кокгруэнцью  падаюгвтхп>  лрчей,  плоскости  па- 
денья которыхъ  не  совпадаютъ  съ  главшлми  спленгями  отражающей  пюг 
верхности  8-  Если  развертывающгяся  поверхности  конгруэни'гй  падаю- 
щихъ  и  отраженныхь  лучей  соотвп>тствуютъ  другъ  другу,  то  1)  какъ 
падающге,  такь  и  отраженные  лучи  оостаеляютъ  конгруэнцги  нормалей 
къ  нгькоторымъ  поверхностямъ  и  2)  развертывающгяся  поверхности^  ихъ 
соотвгьтствують  сопряженнымь  кривымь  поверхности  8* 

Нетрудно  показать,  что  справедлива  и  обратная  теорема,  а  именно, 
что  при  соблюдеи1и  двухъ  иосл'Ьднихъ  услов1й,    развертываюпцяся  ш)- 
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верхности  конгруэнщй  падающихъ  и  отраженныхъ  лучей  соотв^т- 
ствуютъ  другь  другу. 

Д'Ьйствительно,  указанныя  услов1я  выралкаются  аналитически  со- 
отношешями  (11)  и  (12). 

Изъ  иосл'Ьдняго  им']Ьенъ 

гсова дг 

рнта       ^1 

Умножая  числителя  и  знаменателя  перваго  отношен1Я  на  ^р181па, 
а  второго  на  — ^§,  составляя  производную  пропорцхю  и  принимая 
во  внимаше  соотноп1ен1е  (11),  мы  легко  пр1йдемъ  къ  условш  (10). 

§  5.  Мы  оставили  въ  сторон'Ь  случай,  когда  плоскости  паден1я 
нашнхъ  лучей  совпадаютъ  съ  главными  сЬченхями  отражающей  повер- 
хности 5,  т.  е.  случай,  когда 

р  =  ^^  =  0. 

При  посл']^днихъ  предиоложен1яхъ  условхя  (10)  приводятся  кх  одному 

§р,8^п^а  + ^71^  =  0.  (13) 

Обозначая  черезъ  В\  и  Е^  радхусы  кривизны  нашей  поверхности 
и  замечая,  что 

7?  —        ^        7?   —  ^' 

^  Р1 

МЫ  находимъ  для  угла  а  следующее  выраженхе 

8ша  =  -/|.  (,4) 

Очевидно,  одинъ  знакъ  будетъ  соответствовать  падающимъ  лу- 
чамъ,  а  другой  отражен нымъ. 

Легко  видеть,  что  лучи  разсматриваемой  конгруэнщй  будутъ  дей- 
ствительны лишь  въ  случае,  когда  Д  и  Дг  одного  знака  т.  е.  когда 
Гауссовская  кривизна  поверхности  въ  данной  точк*  будетъ  положи- 
тельной; при  томъ  еще  необходимо  должно  удовлетворяться  услов1е 

При  выполненш  этихъ  услов1й  мы  будемъ  им^ть  дв*  системы 
прямыхъ 

г/  =  0,     а  =  1тцах;     г/  =  0,     ^г  =  —  ^в.щах, 
развертывающ1яся  поверхности  которыхъ  соответствуютъ  другъ  другу. 
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Если  мы  разсмотрииъ  конгруэнщи,  составленный  изъ  аналогич- 
ныхъ  лучей,  лежащихъ  въ  плоскости  другого  главнаго  с*чен1я  поверх- 
ности 5,  то  получимъ  опять  дв*  системы  прямыхъ,  удовлетворяющихъ 
поставленнымъ  услов1ямъ,  а  именно 

гд* 

Эти  прямыя  будутъ  действительны  при  услов1и,  что  Гауссовская 
кривизна  поверхности  |3  положительна  и  что  |  Д  |  <  |  Вг  | . 

Мы  видимъ,  что  второе  услов1е  действительности  посл4днихъ 
прямыхъ  противоречить  второму  услов1ю  действительности  прямыхъ, 
раньше  разсмотренныхъ  нами. 

Полученныя  нами  конгруэнц1и  впервые  изследованы  ОагЬоих  и 
названы  имъ  конгруэнщями  оптическихъ  осей  поверхности  8» 

Изъ  предыдущаго  заключаемъ,  что  каждая  поверхность  имеетъ 
четыре  системы  оптическихъ  осей. 

Въ  точкахъ  поверхности,  въ  которыхъ  кривизна  ея  положитель- 
на, две  оптическ1я  оси,  лежащ1я  въ  одной  плоскости,  действительны,  а 
две  мнимы;  въ  точкахъ  же,  где  Гауссовская  кривизна  отрицательна, 
все  четыре  оптичесюя  оси  мнимы. 

Для  построен1я  оптическихъ  осей  въ  данной  точкЬ  поверхности, 
въ  которой  Гауссовская  кривизна  положительна,  поступимъ  следующимъ 
образомъ:  найдемъ  уравнен1е  прямого  круглаго  цилиндра,  имЪющаго 
своей  осью  одну  изъ  оптическихъ  осей  и  направляющ1Й  кругъ  произ- 
вольнаго  рад1уса  «;  уравненхе  подобнаго  цилиндра  будетъ 

соз^а  (^3  —  1а.щах)  *  +  у^  =  а^ . 

Уравнен1е  пересечения  этого  цилиндра  съ  касательной  плоскостью 
къ  5  будетъ,  очевидно, 

х^        у^        а^ 

М\  ^2  -^2 

а  это  эллипсъ,  подобный  Вир1'п'овской  индикатрисе  данной  точки. 

Такимъ  образомъ  оптическая  ось  въ  данной  точюь  поверхности, 
въ  которой  Гауссовская  кривизна  положительна,  представляешь  ось  круг- 
лаго гшлиндра,  пересгькаюгцаго  соотвгьтственную  касательную  плоскость 
по  индпкатрисгь  Виргпа,  соотвп>тствующей  точкп»  касангя. 

Последнюю  теорему  можно  представить  несколько  въ  иной  форме. 
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Уравцев1б  алдндса,   представляющаго    Оирш'овскую  индикатрису, 
будетъ 

-  +  -  —  =  ::*=  1 , 
Д       Иг 

уравнен1е  фокальной  съ  нимъ  гиперболы 

_      х^  г^ 

^1  —  К%      11*2 

Ассимптоты  этой  посл'Ьдней,  очевидно,  дадутся  уравнен1емъ 


а  это  ничто  иное,  какъ  уравнение  нашжхъ  оитическихъ  осей,  откуда 
заключаемъ,  что  дгьйствительныя  оптическгя  оси  представляютъ  ассглмп- 
тоты  фокальныхъ  гиперболъ  индикатрисы  Лиргпа. 

§  6.  Хотя  въ  дальн*йшемъ  изложен1и  намъ  и  не  11р1Йдется  встре- 
титься съ  оптическими  осями,  однако  мы  появолимъ  себ'Ь  остановиться 
н']Ьсколько  на  ихъ  теор1и. 

Д*лаемъ  мы  это  въ  виду  того,  что  эта  интересная  теорхя,  нам-Ь- 
ченная  только  ^а^Ьопx,  насколько  намъ  изв'Ьстно,  до  сихъ  поръ  не 
получила  дальн']^йшаго  развит1я. 

Вопросъ,  которому  мы  посвятимъ  настоящ1й  параграфъ,  заклю- 
чается въ  разсмотр-Ьихи  услов1Й,  при  которыхъ  конгруэнщя  оитическихъ 
осей  н']^которой  поверхности  представляетъ  конгру9нц1Ю  нормалей. 

Зам']^чая,  что  въ  разсматриваемомъ  случае 


й  =  -аЕи    со8а  =  /^-^ 
мы  можемъ  представить  услов1е  (6)  въ  вид'Ь 


или  еще 

дг 

Пользуясь   соотношен1емъ,    вытекающимъ   изъ   формулъ  Со^аггь 
Ма1паг(11 

д\о^д 1 дЯ\ 

ду    ^В^^^-^Вх'дь' 
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хы  лреобразуемъ  это  услоше  въ  следующее: 


:        '4^) 


—  — =0, 


гД  (Лг  —  Их)       дV  2Е1  (^2  —  ДО      ду 

гд*  черезъ  К  кы  обозначаемъ  Гауссовскую  кривизну  поверхности  5 

Отсюда  заключаемъ,  что  К  есть  функц]я  одного  параметра  и, 
другими  словами,  поверхность  5  такова,  что  вдоль  лингй  кривизны, 
ортоговальныхъ  къ  раэсматриваемымъ  оптическимъ  ослмъ,  Гауссовская 
кривизна  остается  постоянной. 

Для  того,  чтобы  ВС*  оптическ1я  оси  представляли  конгруэнщи 
нормалей,  очевидно,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  кривизна -К"  удов- 
летворяла услов1ямъ 

Ои  /717 

т.  е.  чтобы  кривизна  К  была  постоянни. 

Итакъ  только  для  поверхностей  постоянной  кривизны  всгь  конгру- 
энцги  оптическихъ  осей  представляютъ  конгруэнцт  нормалей, 

Укажемъ  еще  на  одну  характерную  особенность  оптическихъ  осей, 
представляющихъ  конгруэнщи  нормалей. 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ,  которымъ  удовлетворяетъ  въ  этомъ 
случа*]^  функщя  а,  а  именно  къ  уравнешямъ 

МЫ  преобразуемъ  первое  изъ  нихъ  сл'Ьдующимъ  образомъ. 

Если  раскроемъ  его,  потоиъ  умножимъ  на  р181па  и  примемъ 
во  ввимавхе  второе  ураввбН1е,  то  прШдеиъ  къ  следующему  соотно- 
шен1ю: 

•     ^«      ^ 
грхСО^а  —  д81П«—  =  О, 

а  это  ничто  иное,  какъ  услов1е  (8)  третьяго  параграфа,  показывающее, 
что  развертывающ1яся  поверхности  нашей  конгруэнц1и  соотв-Ьствуютъ 
сопряженнымъ  кривымъ  поверхности  ^5^. 

Такимъ  образомъ  мы  пришли  къ  сл'бдующей  теорем*!;:  если  кон- 
груэнцгя  оптическихъ  осей  Н1ькоторой  поверхности  8  представляетъ  кон- 
груэнцт нормалей^  то  развертываюгцгяся  поверхности  ея  соотвгьт- 
ствуютъ  сопряженнымъ  кривымъ  поверхности  8* 

§  7.  Обратимся  теперь  опять  къ  изсл'Ьдован1ямъ  §  3-го,  а  именно 
къ  тому  случаю,    когда   главныя   кривыя   на   поверхности  5,   соотвЬт- 
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ствующ1я  некоторой  конгруэнд1и  2),  представляютъ  системы  сопряжен- 
ныхъ  лиши. 

Допустинъ,  что  лучи  конгруэнщи  в  неизм'Ьнно  связаны  съ  по- 
верхностью ^;  предположимъ  дал'Ье,  что  поверхность  5  деформируется 
какъ  угодно,  тогда  конгруэнщя  В  обращается  въ  конгруэнщи  В\  2)'. . . 

Посмотримъ  теперь,  при  вакихъ  услов1яхъ  главныя  вривыя  со- 
отв-Ьтствующихъ  поверхностей  Д^,  5'...  будутъ  оставаться  сопряжен- 
ными кривыми. 

ЗдЬсь  черевъ  3^,  )§''...  мы  обозначаемъ  различныя  изгибан1я  по- 
верхности 5. 

Прежде  ч4мъ  приступить  къ  р4шен1ю  иоставленнаго  вопроса, 
остановимся  н']&сколько  на  общихъ  разсужден1яхъ,  играющихъ  суще- 
ственную роль  въ  нашемъ  изсл'Ьдован1и. 

Какъ  изв']^стно,  опред']^лен1е  всЬхъ  поверхностей,  им^ющихъ  дан- 
ный линейный  элементъ  или  представляющихъ  всевозможныя  дефор- 
мац1и  н']^которой  данной  поверхности  5  приводится  къ  интегрированхю 
уравнешй  СойаггьМа^пагЙ!. 

Общ1й  интегралъ  этихъ  уравненхй,  очевидно,  заключаетъ  деп» 
произвольныхъ  функщи. 

Пусть  теперь  для  никоторой  поверхности  5  существуетъ  опреде- 
ленная зависимость  между  функц1ями  р,  д,  р\у  ^\ 

Пользуясь  уравнешями  Сойаггх-МахпагсИ,  мы  всегда  можемъ  ис- 
ключить изъ  этой  зависимости  дв*]^  какихъ  либо  функц1и,  положимъ 
р,  9,  и  представить  ее  въ  вид*]^ 

Предположимъ  теперь,  что  последняя  зависимость  должна  им-Ьть 
М'Ьсто  при  всевозможныхъ  деформац1яхъ  поверхности  5.  Нетрудно  по- 
казать, что  это  возможно  лишь  въ  томъ  случа'!^,  ко1'да  эта  зависимость 
удовлетворяется  тождественно. 

Въ  самомъ  д^л*,  допустивши  противное,  мы  изъ  даннаго  соот- 
ношен1я  опред'Ьлимъ  одну  изъ  функц1й  рх^  дх  черезъ  другую;  для 
опред'Ьлен1я  же  последней  функщи  мы  будемъ  им*ть  два  уравнешя  въ 
частныхъ  производных ъ  перваго  порядка. 

Допуская  даже,  что  эти  уравнен1я  сведутся  къ  одному,  мы  и 
тогда  получимъ,  что  при  всевозможныхъ  деформащяхъ  поверхности  5 
функщи  р^  д,  р\^  д\  зависятъ  отъ  одной  произвольной  функщи  —  ре- 
зультатъ,  очевидно,  нев-брный. 

Поел*  этихъ  зам^чанхй  перейдемъ  къ  р'Ьшен1Ю  нашей  задачи. 

Исключая  изъ  соотношеихя  (8)  р  и  д  помощью  уравнений  Сойаггь 
Ма1паг(11 
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^\в  +  рл\  =  о,   йV\Л^  =  Р9\  —  р\я^ 

гд*]^  К  кривизна  поверхности,  мы  приведемъ  это  соотношен1е  къ  виду 
»1Г8шасо8а  +  9\  I  -^сова  зшсс  +  -—    +  — —  ^-  Н ^  -  — -  =  О . 

Въ  силу  соображен1Й,  приведенныхъ  выше,  это  соотношен1е  должно 
удовлетворяться  тождественно,  независимо  отъ  значен1я  фунЕЩЙ  р\у  2\. 
Такимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  уравнен1ямъ 

Г8шасо8а==0,     г\§сот  ^та  +  п^-— =  О ,     -—  =  0.  (15) 

ди  &о 

Исключая  очевидный  р4шен1я  «  =  -,  а  =  0,  т.  е.  случаи,  когда 

наша  конгруэнц1Я  представляетъ  либо  коигруэнщю  нормалей  къ  &\ 
либо  конгруэнщю  касательныхъ  къ  ней,  мы  найдемъ  сл'Ьдующ1я  р'Ьшен1я, 
выбравъ  при  этомъ  соотв'Ьтственнымъ  образомъ  параметры  и,  V'. 

5  =  1,     «  =  9(ге),     1]^  =  Ыо\Аща  =  Ы  [и) ,  (16) 

гд'Ь  ф  и  со  произвольныя  функц1и,  а  к  постоянная  величина. 

Такимъ  образомъ  въ  разсматриваемомъ  случа*]^  линейный  элементъ 
поверхности  5  можетъ  быть  приведенъ  къ  виду 

т.  е.  поверхность  5  наложима  на  поверхность  вращеп1я. 

Если  мы  черезъ  г^  обозначимъ  рад1усъ  параллели  соответству- 
ющей поверхности  вращен1я,  для  которой  го  =  ^1 ,  то  на  основаши 
посл-Ьдвяго  изъ  соотношен1Й  (16),  мы  видимъ,  что  уголъ  а,  составляе- 
мый лучомъ  нашей  конгруэыц1и  съ  касательной  къ  мерид1ану,  прохо- 
дяпцему  черезъ  соответствующую  точку  паден1я  луча,  связанъ  съ  ра- 
д1усомъ  параллели,  проходящей  черезъ  ту  же  точку,  соотношен1емъ 

Го1:ап§а  =  й  =  сопз!; .  (17) 

Такимъ  образомъ  находимъ  сл-Ьдующую  теорему: 
Черезъ  каждую  пючку  мькоторой  поверхности  вращенгя  п2Юводимъ 
въ  плоскостяхъ  мерид'шновъ  прямыя,  составляющгя  съ  соотвгыпственными 
касательными  къ  ли^шд'ьанамъ  углы  а\  послгьдше  углы  опред^ьляются  изъ 
соотногиетя  (11),  вь  которомъ  ^^  предтпавляетъ  радгусъ  параллели,  про- 
ход яу{ей  черезъ  соотв7ьтственную  точку  поверхности  8-  Иредположимъ, 
что  полученная  такимъ  образомъ  конгруэнцгя  В  нензмп»нно  связана  съ 
поверхностью  8-  Если  теперь  будемъ  деформировать  какъ  угодно  поверх- 
ность  8,  то  главныя  линт  поверхностей  8  по  о^пношешю  къ  конгруэн- 
цьямъ,    получаемычъ    изъ    Т),  будутъ    сопряженными  лишями.   Тп»мъ  же 
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свойствомъ  будутъ  обладать  конгруэнцги  В\  полученньгя  гсзъ  конгруэниш  В 
путемъ  отраженгя  отъ  соотвгьтствующихъ  поверхностей  8* 

Справедливость  послЬдилго  утвержден1Я  явствуетъ  изъ  того,  что 
уголъ  ^,  составленный  отражеынымъ  лучемъ  съ  соотв']^тственной  кас- 
сательной  къ  мерид1ану,  равенъ  —  а,  а  следовательно  и  для  него  им-Ь- 
етъ  м-Ьсто  соотношен1е 

т^Хащ^  «  —  *  =  С01181; . 

§  8.  Въ  заключен1е  этой  главы  р-Ьшимъ  еще  одну  частную  за- 
дачу, весьма  важную  для  посл^дующаго  изсл^довашя. 

Положимъ,  что  некоторая  конгруэнщя  лучей  2),  падагощихъ  на 
н-Ькоторую  поверхность  5  и  неизменно  съ  нею  связанныхъ,  представ- 
ляетъ  систему  нормалей  некоторой  поверхности  2. 

Какъ  мы  вид*ли  въ  §  2,  въ  такомъ  случа*  отраженные  лучи  1У 
будутъ  нормальны  къ  некоторой  поверхности  2^  • 

Изъ  результатовъ,  полученныхъ  въ  томъ  же  §-*  сл*дуетъ,  что  вс* 
конгруэнц1и,  получаемыя  изъ  В  и  В'  при  всевозможныхъ  деформащяхъ 
поверхности  5,  будутъ  системами  нормалей  н']^которыхъ  поверхностей. 

Пусть  для  некоторой  формы  поверхности  /5,  поверхности  2  и 
2\  связаны  между  собою  такой  зависимостью,  что  ассимптотическимъ 
лин1ямъ  одной  соотв-Ьтствуготъ  ассимптотическ1Я  ЛИН1И  другой. 

Является  вопросъ,  когда  подобное  соотв-Ьтствхе  между  поверхно- 
стями ^  и  ^1  сохранится  при  всевозможныхъ  деформац1Яхъ  поверх- 
ности 5. 

Прежде  всего  выведемъ  дифференц1альныя  уравнен1я  ассимптоти- 
ческихъ  лиши  поверхностей  2  и  Их,  исходя  изъ  изв'Ьстнаго  свойства 
этихъ  кривыхъ,  заключающагося  въ  томъ,  что  он*  ортогональны  къ 
своимъ  сферическимъ  изображеи1ямъ. 

Координаты  соотв-Ьственпой  точки  поверхности  2!  будутъ 

д:  =  (,С08а,     у  =  0,     ;3?  =  ()8ша, 
гд*  на  основан1и  §  2  функд1и  д  я  а  удовлетворяются  уравненхемъ 

^?  +  ,_=о,   ^<^  =  о.  08) 

Координаты  соотв']^тственной  точки  поверхности  2\  получимъ, 
изменяя  а  на  — а. 

Возьмемъ  теперь  некоторую  произвольную  неподвижную  точку  О 
и  въ  ней  пом']Ьстимъ  начало  подвижной  системы  координатъ  (Т\),  оси 
которой  остаются  постоянно  параллельными  соответствен вымъ  осямъ 
системы  (Т) 
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Координаты  сферическаго  изображен1я  соотв^Ьтственной  точки  по- 
верхности 2  по  отношен1Ю  къ  осямъ  (Г)  будутъ 

Х\  =  сова,     У1  =  О ,    ^^1  =  8ша . 

Если  приращен1я  (им,  ЛV)  соотв'Ьтствуютъ  иерем4щен1Ю  по  по- 
верхности -Г  вдоль  ассимптотической  линш  и  если  черезъ  дх,  ву,  6в, 
^•^11  ^У\^  ^^1  обозначимъ  проэкцш  на  оси  (Г)  или  (Т)  перем'Ьщешй 
соответственной  точки  поверхности  2^*  и  ея  сферическаго  изображешя, 
то  по  свойству  ассимптотическихъ  лин1й 

бх6хх-^бу6у^'\-6адгх=0.  (19) 

Ясно,  что  последнее  уравнен1е  и  представитъ  дифференщальное 
уравнение  искомыхъ  ассимптотическихъ  лиши  поверхности  2. 

Дифференциальное  уравнен1е  т'Ьхъ  же  лин1й  для  поверхности  ^1 , 
получимъ  изъ  (19),  заменяя  везд*  а  черезъ  — а. 

Замечая»  что 

бх  =  §Ли  +  со8(хс?()  —  ()81па  {с1а  —  дс1п  —  д^  йг;) , 

<^У  =  V\с^V  +  дЦгск^  +  Г|  с^V)  со8а  —  (рЛи  +  Р\  Ль)  81па] , 

б  г  =  81пай(>  +  рсоза  (Ла  —  дЛи  —  д\  с^V) 
и  что 

(^х\  =  —  81па  (йа  —  ^(^и  —  ^1  с1ь) , 

<^У\  =  (г(1и  +  г\  йь)  соза  —  {рйи  +  рх  йь)  81па , 

бвх  =  соза  {йа  —  дс1и  —  дф) , 

мы  поел!;  несложныхъ  вычисленШ  приведемъ  уравиен1е  (19)  къ  виду 

(М^И) Йи2  +  {Мх  ^  N1)  й«;2  +  (Жа  1!г  Щ)  аис^V  =  0, 

гд'Ь    М,    Мх,    Жа    четный,   а   ^,  2^^,  ^2  нечетныя  функц1и  отъ  а,  а 
именно 

М  =  —  5^8та  ~+д(~\  -\-дд^  +  дгЧо^^а  +  ()^>^81п2а, 

да 

N  =  ^д^'та  —  2дд 2дгрсо8а  81па , 

ои 

Мх  =  Г1х гх соза  +  ^  ( ^ )  +^^^^  +  ^^^ 'соз'а  +  дрх ^й1П»а , 
-^1  =  —  г^\р\^та  —  2дах  -.  — 2()Г1»1С08а81па, 
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М2= — ^81па  —  +  2()  —  —  +  2()ад\  +  щ  гс08а  +  2^^^\  С08*а+  ^дрщ  8Ш^а, 
аг  ои  с/у 

•ш.^       ^      '  ^      да      ^     да  •  ^ 

-?'2  =  5г18ша — 2(>д1  г 2^д-г %р81па — 2(>гр1С08аз1па  —  грпрсозазшс 

ди  дV 

Нижнимъ  знакамъ  соотв']^тствуетъ  уравнен1е  ассимптотическихъ 
кривыхъ  поверхности  2х. 

Ясно,  что  услов1я  соотв']^тств1Я  ассимптотическихъ  лин1й  на  по- 
верхностяхъ  2  и  ^1  будутъ  вида 

N      Их       N2 

и  представляютъ  два  квадратныхъ  уравнен1я  относительно  функщн  (>. 

Самихъ  ураввен1Й  ъсл^Аствге  ихъ  сложности  мы  выписывать  не 
будемъ. 

Исключая  изъ  дтихъ  урабнен1й  помощью  уравнен1й  Со<1а2г1-Ма1~ 
пагй!  функц1и  р  VI  р\,  замЬчая,  что  въ  силу  разсужден1й  §  7  получен- 
ныя  уравнен1я  должны  удовлетворяться  независимо  отъ  значен1Й  функ- 
ц1й  д  и  9ь  мы  лр1Йдемъ  къ  сл^дующимъ  услов1ямъ 

да      г.  ^       ^  г       да      ^ 

^=0,     г  =  0.     §Г1С08а8ша  +  71  т- =0, 
ду  ди 

2д^   Г1  соза  |  т  )   +  ^^1  ^81П«  —    —  е^з^па  I  Зг\  сова  —  +  ^^,  Х81па  |  — 

—  §т^тар  =  0',  (20) 

ди 

зд'Ьсь  черезъ  К  обозначена  Гауссовская  кривизна  поверхности  Я^. 

Къ  этимъ  уравнен1ямъ  мы  должны  присоединить  еще  уравнен1я  (18). 

На  основан1и  перваго  изъ  услов1Й  (20),  выбравши  соотв'Ьтстиен- 
нымъ  образомъ  параметръ  и,  можемъ  положить 

Второе  изъ  этихъ  условШ,  а  именно  г  =  0,  показываетъ,  что  5 
есть  функщя  одного  параметра  и  и  что  следовательно  лин1и  г;  =  соп81 
геодешческгя. 

Пользуясь  третьимъ  услов1емъ,  находимъ,  что  при  соотв^тствен- 
номъ  выборе  параметра  у  можемъ  положить 

гд*  к  постоянная. 
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Отсюда  заключаемъ,    что    поверхности  5  наложимы  на  поверхно- 
сти вращев1я. 

Посл']^днее  изъ  услов1Й  (20)  даетъ  наиъ  для  д  два  знаден!я 

Р.  =  -^.      ^^=,Г^^.  ;^ (21) 

-    +  3$со1апгм . 
аи 

Разсмотримъ  оба  дти  случая  отд'Ьльно. 

Для  опред'Ьлен1я   фувкщи   ^  можетъ  служить  первое   изъ  урав- 
нешй  (18). 

Въ  первомъ  случае  уравнеше  это  принимаетъ  видь 

5  (^и  81ПМ 

откуда  для  ^  находимъ  выражен1е 

й  =  -^ 
81п^и ' 

гд'Ь  а  постоянная. 

Итавъ   въ  этомъ   случае   линейный  длементъ  поверхности  в  бу- 
детъ  вида 

«2 


Лз^  =  -^-^г-  й«^  4-  Л^со^апй'и  й«;' . 


Какъ  увидииъ  впосл'Ьдств]и,  поверхность  5  наложима  на  парабо- 
лоидъ  вращенгя. 

Во  второмъ  случа*  для  опред'Ьлен1я  ^  поступимъ  сл*Ьдующимъ 
образомъ. 

Опред'1^ляя  изъ  перваго  изъ  уравнен1Й  (18)  С08и  и  вставляя  его 
значен1е  въ  уравнен1е  (21),  получимъ 

— у-^^  =  —  Зсо1ап8и, 
откуда 

т^^'к  а  некоторая  постоянная. 

Подставляя  полученное  значев1е  §  въ  первое  изъ  уравнен1й  (18), 
мы  приведемъ  его   къ  виду 

г1д  ,    асози      ^ 
откуда  легко  найдемъ,  что 
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гд"]^  т  новая  постоянная. 

Зная  теперь  (>,  мы  найдемъ  выражен1е  для  ^,  а  именно 

^  = Л 

Такимъ  образомъ  линейный  элементъ  поверхности  |8  будетъ 

8Ш*г*  (а  +  шзш^и) 

Въ  дальнЬйшемъ  мы  увидимъ,  что  соотвЬтственныя  поверхности 
въ  зависимости  отъ  зиачен1й  постоянныхъ  т  и  а  будутъ  наложимы  на 
пять  различныхъ  поверхностей  вращения,  а  именно:  1)  при  т>0  и 
а  >  О  поверхность  ;§  наложима  на  деуполый  гипербалоидъ  вращетя; 
2)  нри  т>0иа<0на  эллипсоидъ  вращенгя  около  большой  оси;  3)  при 
т>0  и  а>  —  т>0  —  на  гиперболическш  синусоыдъ  вращенгя,  урав- 
нен1е  котораго 

х^  +  у^  =  (а  +  т)  81пЬ"  —; ; 

1/ — т 

4)  при  т<0    и    0<а<  —  тна  укороченный  или  удлиненный    кате- 
ноидъ,  уравнен1е  котораго 

х^  +  у^  =  —  (»*  +  а)  сояЬ^  ~Г-^=^ 

У — т 

и,  наконедъ,    5)  при  т<0  и  а  =  —  т  —  на  логаривмнческую  $1Юверх- 
ность  вращенгя,  уравнен1е  которой 

2^  =  |/:Г^1о§(л:«  +  у«). 

Эти  поверхности  вм^ст-Ь  съ  параболоидомъ  вращешя  мы  будемъ 
называть  основными  поверхностями  вращенгя. 

Конгруэнцш  падающихъ  и  отраженныхъ  лучей,  разсмотр'Ьнвыя 
нами  въ  этомъ  параграфе,  мы  пазовемъ  присоединенными  къ  нимъ  кон- 
груэнг^гнми. 

Резюмируя  результаты,  полученные  нами  въ  этомъ  параграф*, 
мы  приходимъ  къ  следующей  теорем*:  если  предполооюимъу  ч^по  при 
воевозможныхь  деформацгяхъ  одной  изъ  основныхь  поверхностей  ерагце- 
нгя  8  съ  нею  неизм^ьнно  связаны  присоединенныя  конгруэнцш  падающгигь 
и  отраженныооъ  лучей  I)  и  В\  то  на  поверхностяхъ  2  и  21х,  ортого- 
нальныхь  соотвгьтственно  къ  лучамъ  котруонцгй  В  и  В'  ассимппыут^к- 
честя  линги  соотвп>ствуютъ  другъ  другу. 
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ГЛАВА  II. 

Фокальныя  поверхности  линейчатой  нонгруэнц1и.  Теорема  VVе^п- 
даИеп'а.  Преобразован1я  поверхностей  постоянной  кривизны. 

§  1.  Въ  предыдущей  глав^  мы  опред']^лили  фокальныя  поверхно- 
сти какъ  геометрическое  м']^сто  реберъ  возврата  вс']^хъ  развертываю- 
щихся поверхностей  конгруэнщи. 

Въ  настоящей  глав^^  мы  познакомимся  ближе  съ  н'Ькоторыми 
свойствами  этихъ  фокальныхъ  поверхностей. 

Изъ  самого  ихъ  опред'Ьленхя  сл'Ьдуетъ,  что  всЬ  лучи  конгруэнц1и 
касаются  своихъ  фокальныхъ  поверхностей. 

Примемъ  одну  изъ  этихъ  поверхностей  за  поверхность  5  преды- 
дущей главы;  согласие  принятымъ  тамъ  услов1ЯМъ,  лучи  нашей  кон- 
груэнц1и  совпадутъ  съ  ОСЯМИ  х"^*  подвижной  системы  координатъ  (Г). 

Найдемъ  фокальныя  точки  нашей  конгруэнц1И  и  соотв*тствующ1я 
ей  главныя  кривыя  поверхности  5- 

Выберемъ  определенную  точку  О  поверхности  5;  если  теперь  мы 
дадимъ  параметрамъ  и,у  приращен1я  с1и,  (IV,  соотв'Ьтствующ1Я  перем4- 
щен1ю  точки  О  по  одной  изъ  главныхъ  кривыхъ,  то  перем'Ьщеше  со- 
ответствующей фока^1ьной  точки  разсматриваемаго  луча  вашей  конгру- 
ЭНЦ1И,  по  самому  опред'Ьлен1ю  фокальныхъ  точекъ»  будетъ  направлено 
вдоль  луча  т.  е.  вдоль  оси  д;"**';  другими  словами,  проэкц1и  ея  пере- 
м'Ьщен1я  на  оси  у^^  и  л'^*  будутъ  равны  нулю. 

Если  (х,  о,  о)  будутъ  координаты  соответственной  фокальной  точ- 
ки, а  6х,  бу,  6а  проэкщи  ея  перемещен1й  на  оси  (2'),  то  въ  разсмат- 
риваемомъ  случае 

6у  =  г1^Лт -{- {гйи -\-  Г\с[у)х  =  0у     б2^  =  —  {д[йи  -{•  ^\йV)x  =  0. 
Отсюда  находимъ  два  значен1я  для  х: 

^  =  0,     х  =  -^'^^  (1) 

что  касается   дифференщальныхъ    уравнен1Й    двухъ  соответствующихъ 
главныхъ  кривыхъ,  то  они  будутъ 

г/г;  =  0,     ^Аи  +  ^xАV  =  ^^  (2) 
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Первое  р'Ьшен1е  для  х,  даетъ  точку  О  поверхности  ]§',  второе — 
точку  0\  второй  фокальной  поверхности,  которую  мы  будемъ  обозна- 
чать черезъ  /й . 

06^  эти  поверхности  совпадутъ,  когда  д  будетъ  равно  нулю  т.  е. 
когда  ЛИН1И  V  =  С0П81  будутъ  (кхимптотическими  линиями* 

Этотъ  случай  мы  оставимъ  въ  сторон*]^. 

Зам:Ьчая  теперь,  что  уравнен1е  сопряженныхъ  литй  на  поверх- 
ности ;5 

—  дйЛиди  +  рх^х  ^^^^  +1>^1  {Либг  +  йг^^и)  =  О 

удовлетворится  тождественно,  если  положимъ  въ  немъ 

йг;  =  0,     дди '^- ^\дV  =  О , 

мы  приходимъ  къ  заключен1ю,  что  на  фокальныхъ  поверхностяхъ  глав- 
ныя  кривыя  представляютъ  сопряженный  линги. 

Къ  тому  же  результату  мы  могли  бы  пр1йти  прямо,  зам'Ьтивъ,  что 
уравнен1е  (8)  предыдущей  главы  удовлетворяется  при  а  равномъ  нулю. 

§  2.  Перейдемъ  теперь  къ  разсмотр'Ьн1ю  фокальныосъ  плоскосупей 
нашей  конгруэнц]и. 

Возьмемъ  на  оси  х'^^  некоторую  точку  (х,  о,  о);  касательная 
плоскость  въ  этой  точк*  къ  линейчатой  поверхности,  которую  опишетъ 
ось  X  при  изм'Ьненхи  параметровъ  {и,  V)  на  величины  йщ  (IV,  соотв']^т- 
ствующ1я  перем:Ьщен1Ю  начала  координатъ  вдоль  опред']^ленной  кри- 
вой, будетъ 

гд4  Хв,щЬ  определяется  изъ  условия 

^ с^йг —  X  {дЛи  -{-  д\(1у) 

^У       ^1  с?г?  +  х  (гйм  +  Г1  Ль) ' 

Полагая,  что  начало  координатъ  переместилось  вдоль  одной  изъ 
главныхъ  кривыхъ  (2)  или,  что  то  же,  что  ось  х  описала  развер- 
тывающуюся поверхность,  мы  получимъ,  что  при  д(и^-^д]^V  =  0  и 
с1у=^0  значенш  1ап§6  будутъ  соответственно 

1ап8в,  =  0,     1ап§е.2  =  — -, 

а  следовательно  уравнен1Я  соотвественныхь  фокальныхъ  плоскостей 
будутъ 

^  =  0,     дуЛ-гг  =  0.  (3) 

Отсюда  видимъ,  что  первая  фокальная  плоскость  касается  по- 
верхности 5. 
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Обозначая  черезъ  бх,  Л/,  6а  проэкщи  перем*щен1й  второй  фо- 
кальной точки,  легко  найдемъ,  что  для  всевозможнмхъзваченхй  е^,  с^V 
лш'кегь  м'Ьсто  соотношеше 

^^у  +  ^^^  ==  О 

т.  е.  что  вторая  фокальная  плоскость  касается  второй  фокальной  по- 
верхности. 

Такииъ  образомъ  фокальныя  поверхности  мы  можемъ  разсматри- 
вать  какъ  обертки  фокальныхъ  плоскостей. 

Положимъ  теперь,  что  наша  конгруэнц1я  представляетъ  конгруэн- 
щю  нормалей  къ  н']^которой  поверхности  2^*,  т.  е.,  что  на  каждомъ  лу- 
ч*  ея  существуетъ  такая  точка  (х,  о,  о),  перем-Ьщеихл  которой  орто- 
гональны къ  соотв'1тствеиному  лучу  при  какихъ  угодно  безконечно- 
малыхъ  изм'Ьнен1яхъ  нараметровъ  п,  V., 

Услов1е,  что  нроэкцш  перем']^щен1й  этой  точки  на  ось  х"^^^  равны 
нулю,  будетъ 

йа;+|й«  =  0,  (4) 


откуда  находимъ,  что 


|  =  -,,г  =  0;  ,5) 


последнее  условхе  показываетъ,  что  кривыя  г?  =  соп§1  геодезическъя  кри- 
выя  поверхности  5,  которая  представляетъ,  очевидно,  одну  изъ  полъ 
эволюты  поверхности  2 

Итакъ  конгруэнцги  нормалей  представляготъ  касательныя  къ  геоде- 
зическимъ  лгтьямъ  своихъ  фокальныхъ  поверхностей. 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ    фокальныхъ    плоскостей   и  исключая 

случай    дг  =  0,    находимъ,   что  для  конгруэнцги   нормалей  ^ч  =  -^  т.    е. 

фокальныя  плоскости  взаимно  'перпендикулярны. 

Координаты  соответственной  точки  второй  фокальной  поверхности 
будуть  въ  этомъ  случа* 

а:  =  — -,     у  =  0,     г  =  0.  (6) 

Обращаясь  къ  исключенному  нами  случаю,  когда  д  =  0,  мы 
видимъ,  что  тогда  кривыя  г7  =  соп81  обратятся  въ  прямыя,  такъ  какъ 
онЬ  должны  быть  одновременно  и  геодезическими  и  ассимптотическими 
лин1ями  поверхности  5- 

Иосл'Ёдняя  поверхность  будетъ  линейчатой;  ея  прямолинейный 
образующ1я   !;  =  соп81   будутъ   представлять  лучи   нашей  конгруэнщи. 

в 
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Тажимъ  образомъ  въ  разсматрнваемомъ  случа-Ь  линейчатая  конгруэнц1я 
дегенерируетъ  въ  хвнейчатую  поверхность. 

Легко  показать,  что  поверхность  2,  нормальная  къ  дучамъ  кон- 
груэнц1и  обратится  въ  кривую  лишю. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  проэкщи  иерем^щен1й  ея  соответственной  точки 
(х^  о,  о)  будутъ 

дх  =  0^     бу=^{^\'\-^\x)ЛV,     дя  =  — дххЛсу 

откуда  виднмъ,  что  ори  г  =  сон81  ни^емъ  <Удр  =  с?у  =  <У^?  =  0. 

Изъ  посл^дняго  обстоятельства  и   слЬдуетъ,  что  2^  обратится  въ 

кривую   ЛИВ1Ю. 

Этотъ  случай  иы  совершенно  исключаемъ  изъ  нашего  изсл^^довашя. 

§  3.  Какъ  изв'Ьстно,  ^е1П^]1;еп  первый  обратилъ  вннман1е  на 
весьма  интересный  классъ  поверхностей,  характеризуеиыхъ  гЬмъ,  что 
между  ихъ  рад1усами  кривизны  въ  каждой  точк-Ь  существуетъ  н'Ькото- 
рая  зависимость  съ  постоянными  коэффиц1ентами  М. 

Поверхности  эти  обыкновенно  называютъ  поверхностями   Ж- 

Если  черезъ  В\  и  Е^  обозначимъ  рад1усы  кривизны  какой-либо 
поверхности,  то  услов1е,  что  она  принадлежитъ  къ  классу  поверхно- 
стей \^.  аналитически  выразится  сл-^дующимъ  образомъ: 

дВхдКг_дЕу^дЕ2^ 
ди    дг  дь    ди 

11оложимъ  теперь,  что  разсмотр-Ьнная  нами  въ  предыдущихъ  па- 
раграфахъ  ковгруэнщя  иредставляетъ  систему  нормалей  къ  н'Ькоторон 
поверхности  >Г. 

Иосмотрииъ,  какимъ  услов1ямъ  будетъ  подчиняться  при  этомъ 
фокальная  поверхность  5 

Въ  силу  услов1я  ^  =  О  мы  можемъ  всегда    положить   функц1Ю  с 

равной  единиц'^. 

Обозначимъ  черезъ  х\  абсциссу  соответственной  точки  нашей  по- 
верхности Ж;  она  определится  изъ  уравнен1я  (4)  предыдущаго  пара- 
графа, а  именно: 

Х1  =  —(Н  +  г), 

гд4  с  произвольная  постоянная. 


*)  \^е1П^аг1е11.  ТТеЬег  <1|е  ОЪегй&сЬеп,  Гйг  ^е1сЬе  еш<т  с1ег  Ъе1(1еп   Нааргкгиш- 
шап^вЬаШшеззег  е1ае  Рапа1оп  ^ез  апёегео  181  (1оигпа1  де  СгеИе  1.  ЬХП) 
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Не  нарушая  общности,  мы  можеиъ  положить  с  =  0,  такъ  какъ 
различнымъ  значешямъ  с  будутъ  соотв']^тствовать  параллельныя  между 
собою  поверхности  ТУ- 

Если  по  предыдущему  черезъ  Д  и  122  обозначимъ  рад1усы  кри- 
визны разсматриваемой  поверхности  Ж,  а  черезъ  (»1  и  до  абсциссы 
фокальныхъ  точекъ  луча,  то  на  основанш  (6)  будемъ  им^ть 

ди 
а  сл']^довательно  для  Е\  и  В^  найдемъ  сл']^дующ1я  выражешя 

В1  =  х\  —  д1  =  —  иу    В2  =  х\  —  д2  =  —  и  +  ^. 

ди 
При  этихъ  значешяхъ  В\  и  В2  услов1е  (7)  приметъ  видъ: 


или  сл']^довательно 


^^^_Г1  ^  =0. 
ди  дь         *  диду 


Интегрируя  последнее  уравнеше,  получимъ  для  ^1  сл-Ьдующее 
выражен1е 

гд-Ь  II  функц1я  одного  параметра  и,  а  V — одного  параметра  V. 

Выбравши  приличнымъ  образомъ  параметръ  V,  мы  можемъ  поло- 
жить функц1ю  V  равной  единиц'Ь. 

Итакъ  линейный  элементъ  поверхности  /5|  можетъ  быть  приведенъ 
къ  виду 

а8^  =  аи^^  ПЧь^  (8) 

т.  е.  поверхность  )б^  наложима  на  поверхность  вращен1Я.  Такимъ  обра- 
зомъ мы  пришли  къ  теоремгь   ТУетдаНеп'а. 

Теорема  ТУегпдаг^еп'а.  Эволюты  поверхностей  ТГ  наложимы  на 
поверхности  врагценгя. 

Нетрудно  доказать  и  обратную  теорему,  а  именно:  если  уюверх- 
ность  8  наложима  на  поверхность  вращения,  то  касательныя  кь  кривымъ, 
являющимся  изгибангями  меридгановъ  поверхнос^пи  вращенгя,  представ- 
ляютъ  систему  нормалей  къ  нп>которой  поверхности  ТУ;  это  обстоятель- 
ство имгьеупъ  мп»сто  при  всевозможныхъ  деформацгяхъ  поверхности  5. 
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Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  предполагая,  что  линейный  элементъ  поверхно- 
сти 5  ириведенъ  къ  форм*!^  (8),  хы  непосредственно  уб'Ьждаемся,  что 
касательныя  къ  кривымъ  г;  =  соп8(  представляютъ  систему  нормадей 
некоторой  поверхности  -Г. 

Рад1усы  кривинны  этой  поверхности  дадутся  выражен1ями 

Д=  — «,     ^2  =  — м  +  ^,.  (9) 

Исключая  изъ  этихъ  выражен1й  параметръ  и,  найдемъ  опред*!^- 
левную  зависимость  съ  постоянными  коэффиц1ентъ  между  ^2|  и  ^. 

Такъ  какъ  дта  зависимость  виолн');  опред'Ьляется  видомъ  функщи  V, 
представляющей  коэффищентъ  липейнаго  элемента  поверхности  /5^,  то 
она  останется  неизм']^нной  при  всевозможныхъ  деформац]яхъ  поверх- 
ности 5. 

§  4.  Итакъ  мы  видимъ,  что  зная  н']^которую  поверхность  съ  ли- 
нейпымъ  элементомъ  (8),  мы  т']^мъ  самымъ  опред'Ьлимъ  соотв']^тствен- 
ную  поверхность  ТУ- 

Наоборотъ,  если  будетъ  имЬть  н-Ькоторую  определенную  поверх- 
ность Ж,  то  т^мъ  самымъ  опред*лимъ  поверхность  вращешя,  на  ко- 
торую наложима  эволюта  данной  поверхности  }У> 

Въ  самомъ  д'Ьл-Ь,  если  рад1усы  кривизны  ^1  и  ^2  поверхности  Ж 
связаны  соотношешемъ 

то  исключая  Д,  ]Й2  изъ  этого  соотношешя  и  соотношен1Й  (9),  мы  най- 
демъ дифференцхальное  уравнен1е  перваго  порядка  для  опртд'Ьленхя  V. 

Разберемъ  зд^сь  два  простыхъ  примера. 

Положимъ,  что  данная  поверхность  Ж  поверхность  тшта,  т.  е., 
что  между  ея  рад1усами  кривизны  им'Ьетъ  м'Ьсто  соотношен1е 

Д +  ^2  =  0. 

Для  опред'Ьлен1я   II,  получимъ  дифференщальпое  уравнете 

II       2и  ' 

откуда   и='к\/п,  гд1^  Тс  постоянная. 

Линейный  элементъ  поверхности  Й'  будетъ 

а  это,  какъ  изв^хтно,  линейный  элементъ  поверхности,  наложимой  на 
эволюту  капгеноида^ 
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Положимъ  теперь,  что  поверхность  УГ  —поверхность  съ  постоянной 

кривизной  — ,  тогда 
т 

Их  Л2  ^'^^  л*  • 
Для  опред'Ьлен1я  функщи  Т1  им-Ьемъ  уравнеи1е 

V       и^  —  пг 
откуда 

Линейный  элеменгъ  поверхности  5  будетъ  вида 

Если  т<0,  т.  е.  если  соотв-Ьтственная  поверхность  ТГ  им*етъ 
отрицательную  кривизну,  то,  какъ  это  легко  вид'Ьть,  поверхность  5 
наложима  на  катеноидъ. 

Въ  случаЬ  т>  О  она  наложима  на  поверхность  вращен1я 


гд*  г  =  ]/я:^  +  У^- 

§  5.  Перейдемъ  ко  второй  фокальной  поверхности  ^$1 . 

Нетрудно  показать,  что  и  она,  какъ  это  впрочемъ  ясно  и  а  рпог1, 
наложима  на  поверхность  вращен1я. 

Координаты  ея  соответственной  точки  будутъ 

х  =  -^,     у  =  0,     .=  0, 

ди 
при  чемъ  зд'Ьсь  %^=11- 

Проэкщи  ея  иереи'ЬщенШ  на  оси  (Т),  очевидно,  будутъ 

\с1и  I  Ли 

а  следовательно  ея  линейный  элементъ  имеетъ  форму 


^х  =  —  71~-з^«>     <^У  =  0,     де  =  -     {^Ли■\-^\йV), 
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Легко  теперь  показать,  что  въ  данномъ  случа^^  выражен1е 
V\^^^^'^^9^с^V)  представляетъ  полный  дифференщалъ  н'бвоторой  функ- 
Ц1И  го;  въ  самомъ  д'Ьл'Ь  услов1е  полнаго  дифференщала 

ду  ди 

обращается  въ  следующее 

а  это  одно  изъ  уравнен1й  Сос1а221-Ма1паг(11. 

Такимъ  образомъ  линейный  элеиентъ  поверхности  ^1  можетъ  быть 
представленъ  въ  вид:Ь 

[аи)  [аи) 

Такъ  какъ  зд'Ьсь  г/^  функц1я  только  одного  параметра  «,  то  от- 
сюда сл']^дуетъ,  что  поверхность  ^1  наложима  на  поверхность  враш,ен1я. 

Дв*]^  поверхности  /8^  и  (§1,  наложимыя  на  поверхности  вращеЕ1я  и 
представляюпця  дв*  полы  эволюты  некоторой  поверхности  Ж,  носятъ 
назваше  дополнительныось  другъ  къ  другу  поверхностей. 

§  6.  Сд^лаемъ  теперь  небольшое  отступлен1е  и  выведемъ  форму- 
лы, которыми  намъ  пр1йдется  часто  пользоваться. 

Пусть  им-Ьемъ  некоторую  подвижную  систему  прямоугольныхъ 
координатъ  (Г),  положеше  которой  зависигъ  отъ  двухъ  парамет- 
ровъ  и,  V' 

Проэкц1и  перем^щен1я  начала  этихъ  координатъ  на  ихъ  оси  въ 
предположен1и,  что  изменяется  одинъ  параметръ  м,  обозначимъ  черезъ 
^)  V^  5]  проэкц1и  на  т^  же  оси  соотв']^тствеииаго  враи;ен1я  обозначимъ 
черезъ  Ру  ^,  г.  Т'Ь  же  величины,  относящ1яся  къ  изменяемости  одного 
параметра  г;,  обозначимъ  черезъ  §] ,  гу],  ^1,  р^,  ^1,  п- 

Выберемъ  определенное  положен1е  осей  (Г)  и  зат^мъ  дадимъ 
параметрамъ  и,  V  приращен1я  с1и,  €^V^ 

Оси  (Г)  при  этомъ  примутъ  новое  положенхе,  которое  мы  обозна- 
чимъ черезъ  (7")- 

Найдемъ  теперь  зависимость  между  координатами  (д;,  у,  е)  какой- 
либо  точки  по  отношешю  къ  (Г)  и  ея  координатами  {х\  у\  ^?'^  по  от- 
ношенхю  къ  (У). 

Возьмемъ  произвольную  неподвижную  точку  пространства  М\ 
услов1е  ея   неподвижности   выразится   т^мъ,    что   проэкц1и  ея  иерем*- 
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1цен1Й  дх,   6у,    б  я  при  всевозможныхъ   изм'Ьнешяхъ  параметровъ  и,  V 
будутъ  равны  нулю  т.  е. 

бх=^вх'\-  ^Ли  +  й\С^V -Ь  {^йи  +  ^\йV) я  —  (гйи+пйг;) у  =  О, 

с^я  ==  й^  4"  ^йи  +  ^1Й«^  +  (рй«*  +  Р1  й|;)  у  —  (дйи  +  д1Йг)  а;  =  О . 

Зд-Ьсь  йлу  (1у,  дя  проэкщи  иерем-ЬщенШ  нашей  точки  по  отноше- 
Н1Ю  къ  осямъ  Еоординатъ  т.  е.  до  безконечно-иалыхъ  высшихъ  поряд- 
ковъ  они  представляютъ  величины  х — ж,  у — у,  / — в. 

Отсюда  мы  и  получаемъ  искомыя  форыулы  преобразован!»: 

X  ^=х  —  {йЛи  +  §1Йг?)  —  {^йи  +  ^\дV) я -]:' {гйи  +  пйг;) у , 

у=у  —  Ыи  +  г}^)  —  (гйм  +  гф)  X  +  {рЛи  +  Р\йV)  г,         (11) 

л  =^я  —  (^йи  +  ^1  йV)  —  (;9Йг<  +  ^У1Йг;)  у  +  ({й*^  +  ^1  йг;)  д?. 

§  7.  Иосл-Ь  этого  отступления  перейдемъ  къ  выводу  дифферен- 
Ц1альнаго  уравнен1я  сопряженныхъ  кривыхъ  на  поверхности  ^8^|,  допол- 
нительной къ  поверхности  5  съ  линейныиъ  элеиентомъ  (8). 

Возьмемъ  на  поверхности  5  некоторую  точку  О;  соответственная 
точка  дополнительной  поверхности  51  пусть  будетъ  0\ . 

Уравнен1е  касательной  плоскости  къ  поверхности  ^1  въ  точк*  Ох 
получимъ,  полагая  г  =  0  во  второмъ   изъ  уравнен1й  (3);  оно  будетъ, 

у  =  0. 

Перейдемъ  теперь  по  некоторой  кривой  изъ  точки  О  въ  точку  0\ 
этому  переходу  будутъ  соответствовать  приращен1я  параметровъ  Ди,  Л^\ 
точку,  соотв-Ьтствугоп^ую  на  поверхности  5, ,  точк*  О',  обозначимъ 
черезъ  О/. 

Оси  (Т)  примутъ  положение  {Т)\  по  отношешю  къ  этимъ  по- 
сл-Ьднимъ  осямъ  уравнен]е  касательной  плоскости  къ  поверхности  5^1 
въ  точке  0\\  очевидно,  будетъ 

у'=о, 

а  следовательно  на  основании  формулъ  предыдущаго  §"*  уравнен1е  ея  по 
отношен1Ю  къ  осямъ  (Г)  имеетъ  видъ 

у  —  ^\д^VX  +  {уйм  ■\-'р\йю)г  —  г^у^дл)  =  0. 

Предельное  положен1е  прямой  пересечен1я  этой  плоскости  съ 
плоскостью  2/  =  О  представляетъ,  какъ  известно,  касательную  къ  кри- 
вой, сопряженной  съ  кривой  0\0\  * 
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Уравнеы1д  этой  пряной  таковы: 

у  =  0,     г\Аьх  —  (рйи  +  р\ЛV)  г  +  ^\^^  =  0« 

Обовначимъ  теперь  черезъ  бхх,  б^у^  д^в  проэвцш  перем^^щенхя 
точки  0\  по  поверхности  ;8^)  въ  направлеши,  сопряженномъ  съ  0\0\'\ 
соотв'Ьтственныя  приращен1я  параиетровъ  обозначиыъ  черезъ  6и,  бюу 
тогда  дифференц1альное  уравнен1е  сопряжен ныхъ  кривыхъ  на  поверх- 
ности 51  будетъ 

ГхЛьдух  —  {рйи  +  р\ЛV)  бхг  =  О 

или  сл']^довательно 

^§сIиби  —  р\  т)х  дVвV  —  рг1\  (Аибь  +  Льби)  =  О ,  (12) 

а  это  уравнен1е  сопряженныхъ  кривыхъ  поверхности  Я. 

Итакъ:  дополнительныя  поверхности  связаны  другъ  съ  друюмъ  та- 
кимъ  образомъ^  что  всякой  системгь  сопряженнызсъ  кривыхъ  одной  соот- 
тшствуетъ  система  сопряженныхъ  кривыхъ  другой. 

Иначе  эту  теорему  можно  выразить  такинъ  образомъ:  на  двухь 
допоАнительныхъ  поверхностяхъ  ассимптотическгл  линш  соотвптству- 
ютъ  другъ  другу. 

Последнее  сл:Ьдуетъ  изъ  того,  что  мы  иолучимъ  дифференц1аль- 
ное  уравнен1е  ассимптотическихъ  лиши  на  поверхности  ^З) ,  полагая  въ 
уравненш  (12)  с1и  =  би,  АV  =  бV\  полученное  такимъ  образомъ  урав- 
неи1е  тождественно  съ  уравнен1емъ  ассимптотическихъ  кривыхъ  поверх- 
ности 5. 

§  8.  Разсмотримъ  теперь  одну  частную  задачу,  играющую  весьма 
важную  роль  въ  теор1и  поверхностей  съ  постоянной  Гауссовской  кри- 
визной. 

иредположимъ,  что  поверхность  5,  представляющая  одну  изъ  фо- 
кальныхъ  поверхностей  некоторой  конгруэнщи  нормалей,  действительна. 

Посмотримъ,  при  какихъ  услов1яхъ  разстоян1е  между  соответ- 
ственными точками  поверхности  5  и  другой  фокальной  поверхности  ^1 
той  же  конгруэнщи  будетъ  величиной  постоянной  т- 

Величине  т  будемъ  приписывать  какъ  действительныя,  такъ  и 
комплексныя  значен1я,  т.  е.  будемъ  предполагать,  что  поверхность  ^1 
действительная  или  мнимая. 

Такъ  какъ  на  основан1и  (6)  координаты  соответственной  точки 
поверхности  |5|  будутъ 

а:  =  — '-',     2/  =  0,     ^  =  0, 
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то,    полагая  §  =  1 ,   для    опред'Ьлен1я  %    въ  данномъ   случеЛ  имЪемъ 
дифференщальное  уравнев1е 

».5+„.о. 

откуда,  выбравши  соотв']^тствевнымъ  обравомъ  параметръ  V,  найдемъ,  что 

"т  (13) 

Итавъ  линейный  элементъ  поверхности  5  выражается  сл*дую- 
щимъ  образомъ: 

откуда  заключаемъ,    что   поверхность  5  им'Ьетъ   постоянную    Гауссов- 

1 
скую  кривизну 2- 

Такъ  какъ  мы  предполагаемъ,  что  5  поверхность  действительная, 

то  число  —X  должно   быть    числомъ   д'Ьйствительнымъ,  а  это  возможно 

лишь  тогди,  когда  т  будетъ  дМствительнымъ  либо  чисто  мнимымъ. 

Въ  первомъ  случа*  поверхность  ^5  будетъ  им-бть  отрицательную, 
а  во  второмъ — положительную  кривизну. 

Такимъ  образомъ  видимъ,  что  только  въ  случа'Ь,  когда  кривизна 
поверхности  6^  отрицательна,  вторая  фокальная  поверхность  ]8'1  будетъ 
дМствительной. 

Такъ  какъ  поверхность  5'  наложима  на  поверхность  вращен!я  и 
такъ  какъ  кривыя  1;  =  соп8(;  представляютъ  изгибан1я  мерид1ановъ,  то 
по  теорем'Ь  \Уе1п^аг1еп'а,  разсматриваемая  нами  конгруэнщя  нормалей 
представляетъ  систему  нормалей  къ  некоторой  поверхности    IV- 

Изъ  сказаннаго  слЬдуетъ,  что  поверхности  5  и  5|  дополнительнмя. 

Поэтому  линейный   элементъ  поверхности  §1   получимъ  изъ  (10), 

и 

полагая    %=е       ;  онъ  будетъ 

а  это  тоже  линейный  элементъ  поверхности  съ  постоянной  кривизной ^. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  сл'Ьдуюп1;ей  теорем*:  если  конгру- 
энщя нормалей  такова,  что  разстоянге  между  фокальными  точками 
каждаго  луча  равно   постоянной  т,  то  1)  лучи  конгруэтци   нормальны 

къ  нгькоторой  поверхности    \У  и  2)  Гауссовская  кривизна  ея  фокальныхъ 

1 
поверхностей  равна  постоянной  —    ^• 
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Иереходъ  отъ  поверхности  постоянной  кривизны  къ  ея  донолни- 
тельноЁ  въ  случае,  разсмотр'Ьнномъ  нами,  носитъ  назваше  преобразо- 
ваны ВгапсЫ  или  дополнительнаю  преобразования. 

Не  останавливаясь  на  этомъ  преобразован1и,  перейдемъ  къ  бо- 
л^е  общему  преобразован! ю  повер^^ностей,  указанному  впервые  Васк- 
1ипЛ'омъ  для  поверхностей  постоянной  отрицательной  кривизны  *). 

Къ  этому  преобразован1ю  приводитъ  насъ  р'Ьшенхе  задачи,  являю- 
щейся обобщен1емъ  задачи,  р']^шенной  нами  въ  настоящемъ  параграф-Ь. 

§  9.  Задачу  предыдущаго  параграфа  мы  можемъ  формулировать 
сл'Ьдующимъ  образомъ:  изсл'Ьдовать  свойства  фокальныхъ  поверхностей 
некоторой  конгруэнцш  при  услов1и,  что  1)  разстоян1е  между  соотв-Ьт- 
ственными  точками  об^ихъ  фокальныхъ  поверхностей  величина  посто- 
янная т   и  2)  что   уголъ   между  фокальными  плоскостями  равенъ— . 

Обобщен1е,  которое  мы  сд'Ьлаемъ,  относится  ко  второму  изъ  ука- 
занныхъ  УСЛ0В1Й,  а  именно:  мы  предположимъ,  что  уголъ  между  фо- 
кальными плоскостями  равенъ  н-Ькоторой  постоянной  —  —  б. 

По  предыдущему  постояннымъ  т  и  о?  будемъ  давать  какъ  д*й- 
ствительныя,  такъ  и  комплексныя  значен1я. 

Замечая,  что  на  основан1и  (1)  разстояп1е  между  соответственны- 
ми точками  поверхностей  5  и  §1  равно  — ^^ —  и  что  уравнен1'я  фо- 

''^1  —  ЧТ\ 
кальныхъ  плоскостей  разсматриваемой  конгруэнщи 

^  =  0,     ду  +  г^вг  =  0, 

мы  выразимъ  аналитически  наши  условхя  сл:Ьдующимъ  образомъ 

д  =  —  гсоип^б,     ?у,дг  =  т(гд1  —  ^^\).  (14)- 

Р'Ьшая  эти  уравнешя  относительно  д  и  дь  получимъ 

^  =  —  гсо^ап^б,     ^1  =  —  со1ап8б  |  п  +  ~  | , 
откуда,  пользуясь  формулами  Со(1а221-Ма1пагЛ1,  легко  найдемъ,  что 

рд\—Р\д  ^ _  ^^^:'0^ащ^о 

^1п^о  т^ 


*)  ВйсЫппсЬ  От  у1ог  тей  копзип*  пе^аЦу  кгбк1П8  (Ьипйз  Пшу  АгзвкпС!,  19. 
Ва.  1883). 
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Такъ  какъ  выражен1е  -^'^  иредставляетъ   Гауссовскую    кри- 

визну  к  поверхности  /5,  то  посл'Ьднее  соотношен1е  можетъ  быть  на- 
писано въ  сл'Ьдующей  форм% 

К  = ^  =  соп81.  (15) 

Итакъ  и  въ  этомъ  случа']^  кривизна  фокальной  поверхности  5 
постоянна. 

Найдемъ  Гауссовскую  кривизну  второй  фокальной  поверхности  ^$1. 

Для  этого  поступимъ  сл'Ьдующимъ  образомъ. 

Уразненхе  нормали  къ  поверхности  /$|  въ  соотв:Ьтственной  точк'Ь, 
какъ  легко  видеть,  будетъ 

х  =  1п,    увто  -|-  ^совб  =  О . 

Координаты  центровъ  кривизны  поверхности  ^в*!  будутъ 

а?  =  т,     у  =  (>с08б,     ^в:  =  — рзшб, 

гд*  д  определится  инъ  услов1я,  что  перем-Ьщенхе  соотв^тствующаго 
центра  кривизны  будетъ  направлено  вдоль  нормали,  когда  мы  дадимъ 
параметрамъ  и,  V  приращен1я  с/м,  йг;,  соотв'Ьтствующ1Я  какой-либо  ли- 
ши кривизны  поверхности  /81. 

Такимъ  образомъ  для  подобныхъ  приращен1й  иы'Ьеиъ: 

вх  =  0,      8Шб(У</ -(- С08б(У;8?  =  О .  (16) 

Исключая  изъ  этихъ   соотношен1й   отношеше  -^ ,  найдемъ   квад- 

ратное   уравнен1е   относительно  (>,    корнями  котораго  будутъ  значешя 
рад1усовъ  кривизны  поверхности  ^1  въ  соответственной  точк*. 
Уравнен1е  это  будетъ 

Такъ  какъ  Гауссовская  кривизна  поверхности  5|  равна ,  гд* 

д^  и  ()2  корни  посл-Ьдвяго  уравнен1я,  то  для  нея  найдемъ  выражен1е 

1    _      соз^б 

отсюда  видимъ,  что  кривизна  поверхности  Й!  тоже  постоянна  и  равна 
кривизн*  поверхности  й'.    . 

И'^'акъ:  если  котруэнцгя  лучей  такова,  что  разстоянге  между  фо- 
кальными 7П0чками  каждаго  луча  и  ухолъ  между  фокальными  плоскостя- 
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ми  постоянны,  то  ея  фокальныя  поверхности  имп>ютъ  одну  и  ту  же 
постоянную  кривизну, 

Изъ  выраженхя  (15)  видимъ,  что  постоянный  «та  и  б  могутъ  быть 
одноврекепно  дМствительными  лишь  въ  томъ  случаФ.,  когда  кривизна 
фокальныхъ  поверхностей  отрицательна. 

Переходъ  отъ  поверхности  постоянной  отрииат.ельной  кривизны 
5  къ  поверхности  в] ,  составляющей  съ  нею  другую  фокальную  поверх- 
ность разсмотрЪнвой  нами  конгруэнщи,  носить  иазван1е  преобразованы 
ВасШипй'аш 

Сами  линейчатыя  конгруэнщи  въ  этомъ  случа*)^  называются  псев- 
досферическими конгруэнцгями. 

§  10.  Исключая  д  изъ  уравнен1Й  (16),  мы,  очевидно,  получимъ 
дифференц1альное  уравнеше  лин1Й  кривизны  поверхности  5) . 

Уравпен1е  это  въ  силу  соотношен1Й  (14)  будетъ: 


§аи,  '^^^аV 


т 


-:--  (гЛи  +  ^\ЛV)  +  4—,    рЛи  +р\ЛV 


=  0 


или,  наконецъ, 

рйЛи^  +  {Р1ё+дт)  с1ис1ь  +  дх'ПхЛю^  =  0, 

а  это  дифференщальное  уравнеп1е  лин1й  кривизны  на  поверхности   5. 

Итакъ:  если  разстоянге  между  фокальными  точками  лучей  неко- 
торой линейчатой  конгрузнцги  и  уголъ  между  ея  фокальными  плоско- 
стями постоянны,  то  на  фокальныхъ  поверхносшяхъ  конгруэнцги  линги 
кривизны  соотв1ьтствуютъ  другъ  другу. 

§  И.  Въ  §  7  мы  доказали  бол-Ье  общую  теорему,  относящуюся  къ 
дополнительнымъ  поверхностямъ,  а  именно,  что  каждой  систем*  со- 
пряясенныхъ  кривыхъ  одной  поверхности  соотв-Ьтствуетъ  система  со- 
пряжениыхъ  кривыхъ  другой. 

Посмотримъ,  не  им'Ьетъ  ли  м-Ьста  эта  теорема  для  разсматривае- 
мыхъ  нами  теперь  конгруэнц1й. 

При  вывод*  дифференщальнаго  уравнен1я  сопряженныхъ  кривыхъ 
поверхности  Й!  будемъ  пользоваться  т-Ьмъ  же  методомъ,  который  мы 
употребили  въ  §  7. 

Возьмемъ  опять  дв*  соотв'Ьтственныя  точки  поверхностей  5  и  ^1 ; 
первую  изъ  нихъ  обозначимъ  черезъ  О,  вторую  черезъ  Ох. 

Уравнен1е  касательной  плоскости  къ  поверхности  Д»!  въ  точк* 
0\  будетъ 

0  =  со1в.пщау . 
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Давая  нараметрамъ  м,  V  приращен1я  Ли,  йю  мы  передвивимсл  изъ 
точки  О  въ  точку  О',  при  чемъ  точка  0\  перейдетъ  по  поверхности 
^1  въ  точку  О/. 

Оси  (Г)  примутъ  при  этомъ  положеп1е  (У);  уравнен1е  касатель- 
ной плоскости  въ  поверхности  5]  въ  точк'Ь  0\  по  отношению  къ  по- 
сл']^днимъ  осянъ  будетъ 

г'  =  соип^^  у  • 

То  же  уравыен1е  по  отношенхю  къ  (Т)  им'Ьетъ  видъ  ') 

^?  - {рЛи +р, йV)у -\- (^йи + ^\ д,ь)х  =  сокап^б [у  -  {г Ли  -Кп ЛV)x  +  {рйи+рйь\)е\ . 

Уравнеше  прямой,  проходящей  черезъ  начало  координатъ  (7)  и 
параллельной  касательной  къ  кривой,  сопряженной  съ  кривой  0\  0\\ 
будетъ 

[(дЛи + 31  йу ) + со1а.що{гЛи + г\  йг;)]  а;— (рйи4-1?1  йг)  у'-со^8^и^о(р€^и+р\  Дг )  ^9=0 , 

поэтому,  если  черезъ  д\х,  б^у,  б^г  обозначимъ  проэкцш  иерем'Ьщен1й 
по  поверхности  51  въ  направлен1и,  сопряженномъ  съ  направлев1емъ 
0\0\\  то  искомое  дифференц1альное  уравнев1е  сопряженныхъ  лин1й 
получимъ,  подставляя  въ  первое  уравнеше  б^х,  б^у,  б^е  вместо 
X,  у,  г. 

Обозначая  соотв'Ьтственныя  приращен]я  параметровъ  черезъ  би,  бу, 
зам:Ьчая,  что 

бхх  =  §би,     б^у  =  г1^бу  +  {гби  +  ^^бV)  т,     б^а  =  —  {^би-]'^\бV)  т 

и  воспользовавшись  уравнен1ями  Со(1а221-МашагЛ1  и  соотношен1Ями  (14), 
мы  приведемъ  это  уравнен1е  къ  виду 

рдйиби  +  рх  ^\  Мь  -\-рд\  {йибV  +  йьби)  =  О . 

Последнее  уравнен1е  представляетъ  дифференц1альное  уравнен1в 
сопряженныхъ  кривыхъ  поверхности  5. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  следующей  теорем*: 

Если  фокальныя  разстоянгя  лучей  нгькоторой  конгруэнцги  и  уголъ 
между  ея  фокальными  плоскостями  постоянны^  то  каоюдой  системгь  со- 
пряженныхъ кривыхъ  одной  фокальной  поверхности  соотвгьтствуетъ 
система  сопряженныхъ  кривыхъ  другой. 

Иначе  ту  же  теорему  можно  формулировать  и  такъ:  на  фокаль- 
ныхъ  поверхностяхъ  разсматриваемыхъ  конгруэнцги  ассимптатическгя 
лгшш  соотвп»тствуютъ  другъ  другу. 


^)  См.  §  6  этой  главы. 
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§  12.  Церейдемъ  теперь  къ  бол*е  подробному  разсмотр'Ьн1Ю  Васк- 
1ип(1'овсБаго  преобразован1я. 

Для  этой  ц^ли  воспользуемся  н'Ьсколько  иной  системой  коорди- 
натъ,  а  именно  на  поверхности  /$,  кривизну  которой,  не  нарушая 
общности,  положимъ  равной  —  1 ,  за  координатный  кривыя  примемъ 
лиши  кривизны  а  =  соп81;,  /^  =  соп81. 

Координаты  ( 7)  выберемъ  такимъ  образомъ,  чтобы  оси  х  а  у  и- 
сались^  соответственно  кривы хъ  /?  =  сопз^  и  а  =  сопз^ 

Какъ  изв']^стно  О»  ^'ь  этомъ  случа1^  мы  можемъ  положить 

§  =  С08а),     »?1  =  8ша),     ^  =  ^1  =  0,    рх^сонсо,     д  =  8ша) 

дсо  д€о 

*"==^'  '■'="^' 

зд4сь   функщя   (О  удовлетворяетъ  дифференщальному  уравнетю 


да^       д^^ 


=  81П(»С08СО.  (17) 


Последнее  услов1е  представллетъ  ничто  иное,  какъ  условхе,  что 
кривизна  поверхности  5  равна  —  1 . 

Разсмотримъ  конгруэнщю  касательныхъ  къ  поверхности  5,  со- 
ставляюп^ихъ  съ  осью  а;"*"  уголъ  в;  уравненхе  такой  касательной  ио 
отношешю  къ  (Т)  будетъ 

е=^0,     хнтЬ  —  усо8б  =  0.  (18; 

Уголъ  6  постараемся  подобрать  такимъ  образомъ,  чтобы  выбран- 
ная нами  конгруэнц1я  прямыхъ  (18)  удовлетворяла  двумъ  услов1ямъ: 
1)  разсгояв1е  между  ея  фокальными  точками  ш  должно  быть  постоян- 
но и  2)  уголъ  -  —  б  между  ея  фокальными  плоскостями  тоже  долженъ 

быть  постояннымъ. 

Очевидно,  одной  изъ  фокальныхъ  поверхностей  нашей  конгру- 
ЭНЦ1И  будетъ  поверхность  ^5,  что  же  касается  координатъ  соответ- 
ственной точки  01  другой  фокальной  поверхности  5],  то  он*  будутъ 

X  =  шсовб ,     у  =  т81Пб ,     ^  =  О . 

Дадимъ  параметрамъ  а,  /9  приращешя  Ла,  й/^,  соотв'Ьтствующ1я 
перем^^щен^ю  по  поверхности  5  вдоль  одной  изъ  главныхъ  кривыхъ  ея 
по  отношен1Ю  къ  разсматриваемой  конгруэнщи. 

*)  ОагЬоих.  ТЬёогхе  йез  зигГасев  I.  III  рр.  377—378. 
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Выберемъ  ту  изъ  главныхъ  кривыхъ,  которой  соотв^тствуетъ  пе" 
рвм4щен1в  точки  0\  вдоль  прямой  (18);  если  черезъ  бх,  ду,  бе  обо- 
значимъ  проэкц1и  перем^щен1й  точки  Оь  то  разсматриваемое  перем'Ь- 
щен1е  будетъ  характеризоваться  двумя  соотношен1Ями 

тЛбх  —  соШу  =  О ,    (Ул  =  О , 

которыя  должны  быть  совм'Ьстны. 
Замечал,  что 

бх  =  совооДа  —  твшвйв  —  \'л^ ^^  ^ "Г ^Л  ^^^^^ • 

бу  =  ЗШСОЙ/?  +  »ПС08вДв  +  ( 1^  ^^  +  "Г^  «^'^ )  »»*со8в ,  (19) 

б0  =  т  (С08й)  81ПвЙ/?  —  81ПС0  соввДа) , 

мы  приведемъ  эти  соотношен1я  къ  виду 

[^  [^  +  ~)-81Пвсо8«>|  й«  +  [т  (^  +  ^)  +  С08в8ша,|  й/?  =  о . 

В1па)  созвйа  — совоо  вшв  й/^  =  О . 

Услов1емъ  ихъ  совм-Ьстности  будетъ,  очевидно,  уравнен1е  въ 
частныхъ  производныхъ  перваго  порядка  относительно  функщи  6: 

т  I  —  +  ^  I  —  сова?  81пе   совсо  В1пв  + 

+  и»  ( ;^  +  -у- )  +  втоосов^   вшсосовв  =  О .  (20) 

Перейдемъ  къ  выводу  второго  услов1я. 

Уравнеше  всякой  плоскости,  проходящей  черезъ  прямую  (18),  бу- 
детъ вида 

^'тЬх  —  совбу  +  ке  =  0, 

гд'Ь  ]с  произвольный  множитель. 

Опред'Ьлимъ  к  такимъ  образомъ,  чтобы  сотв-Ьтственная  плоскость 
представляла  фокальную  плоскость  нашей  конгруэнщи. 

На  прямой  (18)  возьмемъ  произвольную  точку  Р  съ  координатами 

Дадимъ  параметрамъ  (а,  /9)  приращешя  с^а,  ^/9,  тогда  прямая  (18) 
опишетъ  некоторую  линейчатую  поверхность;  точка  Р  при  этомъ, 
очевидно,  переместится  въ  касательной  плоскости  къ  этой  поверхности, 
проведенной  въ  точк*  Р. 
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Поэтому  для  опред'Ьлен1Я  множителя  к,  соотв']^ствующаго  послед- 
ней плоскости,  им^емъ  соотвошеи1е 

откуда,  подставляя  вм4сто  6х,  бу,  дг  ихъ  значешя,  получимъ 

9\й^  -\-  -V;  г?а 4"  -т" й/?  1  —  8ш6 совсо йа  +  совб зто) йР 

7  ^^  _\ <7/У да       I 

()  (соБсо  81пО  с//9  —  81па)  С015в  йа) 

Предположимъ  теперь,  что  приращения  йа,  Д/9  соотв-Ьтствуютъ  пе- 
ред вижешю  начала  координатъ  {Т)  вдоль  главной  кривой  т.  е.,  дру- 
гими словами,  положимъ,  что  при  этомъ  и:^м'Ьнен1и  параметровъ  пря- 
мая (18)  описываетъ  развертывающуюся  поверхность. 

Какъ  инв'Ьстно,  касательная  плоскость  къ  развертывающейся  по- 
верхности будетъ  одна  и  та  же  вдоль  всей  образующей;  следователь- 
но въ  этомъ  случа'Ь  коэффищентъ  к  не  долженъ  завис^^ть  отъ  зна- 
чешя д. 

Отсюда  для  фокальной  плоскости  им']^емъ  сл']^дующ1я  услов1я 

д(о  дсо 

йв  +  -т^т  йа  +  — - й/?  —  к  (С08СО  81п6  й/^  —  81ПС»  сове  (1а)  =  О , 
ар  оа 

81Пв  С08СО  ва  —  совб  81ПЮ  й/^  =^  о . 

Эти  услов1я  будутъ  совместны,  когда  6  будетъ  удовлетворять 
уравиен1ю 


К-  +  ТБ^  +  /^:С08Ь  8ШС» 

уда       д^ 
+  К:^  +  "^ лзшб  С080? 


С08б  81П(»  + 

8Шбс08й>  =  0.  (21) 


Постоянная  к  представляетъ,  какъ  это  легко  видеть,  со1;ап8  угла, 
составляемаго  разсматриваемой  фокальной  плоскостью  съ  плоскостью 
^е^  =  0  т.  е.  въ  данномъ  случаЬ  А  =  1ап§а. 

Въ  §  9  мы  видели,  что  при  данной  кривизн*  поверхности  5 
между  угломъ  а  и  постоянной  т  существуетъ  соотношензе  (15).  Въ 
данномъ  случаЬ  это  соотноп1еи1е  приметъ  форму 

ш2  =  С08^б; 

следовательно,  обозначая  черезъ   //  постоянную,  связанную  съ  т  соот- 
ношен1емъ 

^2  +  ш2=-1,  (-22) 

мы  можемъ  представить  к  въ  вид*  --. 

т 
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Р^шан  теперь  уравнешя    (19)  и  (20)  относительно  производныхъ 
т" »    —^1  пр1Йдемъ  къ  слъдующимъ  уравнеишмъ: 


дЬ      д^ ^"С08б  81па>      81п6  соаш 

йсс+Л^~  т        "^        т       ' 

дЬ     .д(Х> ^М81Пб  СОЗШ         С08б  81ПС0 


(23) 


Легко  показать,  что  эти  уравнен1Я  будутъ  совместны. 
Для    упрощен1я   вычислешй    введеиъ    вм']^сто    параметровъ    а,  /? 
параметры  и,  V 

а  +  /9  а  — /9 

^  =  -2-'     ^=-^' 

какъ  нетрудно  заметить,  кривыя  и  =  соп8<;  и  г;  =  соп8<;  представляютъ 
ассимптотичесмя  линш  поверхности  5. 

При   этой  зам'Ьн'Ь    перемЬнныхъ    уравнешя    (23)    преобразуются 
въ  сл4дующ1я: 

— -^ --  -  =  — '-'-81п(е— со),     -^  ^ — ^= ^-8т6  +  со);      (24) 

что  касается  уравнешя  (17),   которому    удовлетворяетъ   функц1я  оэ,  то 
оно  обратится  въ  сл-Ьдуюрее: 


диди 


8ШС0  созсо .  (25) 


Теперь  уже  простымъ  дифференцировашемъ  уб-Ьдимся,    что  усло- 
в1емъ  совместности  уравнен1й  (24)  будетъ  уравнен1е  (25). 

Если  изъ  (24)  исключимъ  ю,  то  получимъ  для  6  уравнен1е 

=  8Ш0  С08в , 


или  въ  прежнихъ  параметрахъ  а,  в 

^-2  —  ^^2=8100  сове.  (26) 

Принимая  во  внимаи1е  соотношен1я  (23),  мы  найдемъ  сл']^дующ1я 
выражешя  для  проэкщй  перем']&щен1я  точки  0\  поверхности  ^З^: 

бх  =С08в  (С08б  С08а>  +  //8106  81П0))  йа  -\-  81Пб  [С08б  %\П(0  —  //81Пв  С08<»]  й/9 , 

бу  =  С08б  (81Пе  С08Ю — //С08б  ЗШОО)  йа  -\-  81Пв  (81Пе  8Ша>  +  //СО80  со8со)  е?/9,    (2 7) 

бг  =  —  тсо8в8Шсоб?а  +  т81пв  со8ша[/9 . 
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Поэтому,  если  обратимъ  вниманге  на  соотношен1в  (22),  то  для 
линейнаго  элемента  поверхности  ^1  получимъ  выражен1е 

0(8^  =  соз^бйа»  +  ^тЧа/^^ .  (28) 

При  этой  форм^  линейнаго  элемента  услов1е  (26)  показываетъ^ 
что  Гауссовская  кривизна  поверхности  51  равна  —  1  - 

Такъ  какъ  на  основан1и  теоремы  §  10  кривыя  а  =  соп81  и  /^  =  сопз!: 
нредставляютъ  линш  кривизны  поверхности  5],  то  изъ  формы  линейнаго 
элемента  (28)  и  изъ  того  же  уравнен1я  (26)  видно,  что  функщя  в  играетъ 
для  поверхности  З*!  ту  же  роль,  что  функц1я  со  для  поверхности  /8. 

Если  мы  въ  полученныхъ  соогношен1яхъ  положимъ  6=0,  а  следо- 
вательно т  =  1 ,  ,(/  =  О,  то  найдемъ  формулы  для  преобразоватя  ВгапсЫ. 

§  13.  Займемся  теперь  доказательствомъ  зам-Ьчательной  теоремы 
В1апсЫ,  названной  имъ  перемгьстительнымъ  закономъ. 

Сущность  этой  теоремы  заключается  въ  сл-Ьдующемъ. 

Какъ  мы  видели  въ  предыдущихъ  параграфахъ,  всякое  преобра- 
зован1е  В^ск1ип(1'а  характеризуется  н']^которой  постоянной  с. 

Будемъ  обозначать  символически  черезъ  В^  ВасЫипй'овское  пре- 
образован1е,  помощью  котораго  мы  переходимъ  отъ  одной  поверхности 
постоянной  отрицательной  кривизны  къ  другой,  при  чемъ  характеристи- 
ческой постоянной  этого  преобразокан1я  будетъ  о. 

Возьмемъ  теперь  дв*  какихъ  угодно  постоянныхъ  б,  и  бг- 

Теорема  В1апсЫ  состоитъ  въ  томъ,  что  применяя  последовательно  къ 
некоторой  поверхности  постоянной  отрицательной  кривизны  5  два  преоб- 
разования Бд  ,  Бд  ,  мы  пр1йдемъ  къ  той  же  поверхности,  къ  которой  при- 
водятъ  те  же  преобразован1я,  но  примененныя  въ  обратномъ  порядке. 

Символически  теорему  В1апсЫ  можно  выразить  следующимъ 
образомъ: 

В^  В^  =В^  Ба  . 

Мы  поставимъ  себе  более  общую  задачу,  а  именно  посмотримъ, 
какимъ  услов1ямъ  должны  удовлетворять  четыре  ВасЫипй'овскихъ 
преобразован1я  В^  ,  В^  ,  В^  ,  В^  ,  чтобы  последовательное  примене- 
Н1е  къ  некоторой  поверхности  5  постоянной 'отрицательной  кривизны 
двухъ  преобразован! й  В^  ,  В^  ,  приводило  къ  той  же  поверхности  ^$2^ 
что  и  последовательное  ирименен1е  къ  5  преобразован1Й  В^  ,  В^  - 

Другими  словами,  решимъ  вопросъ,  когда  возможно  символиче- 
ское равенство 

Условимся  въ  следующихъ  обозначен1Яхъ.  Черезъ  ^1  обозначимъ 
поверхность,  къ  которой  мы  перейд;емъ  отъ  данной  поверхности  /5  при 
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помощи  преобразовашя  Вд^;  черезъ  б^з  обозначимъ  поверхность,  полу- 
чаемую изъ  ]$  помощью  иреобразован1я  В^  - 

Наконецъ  черезъ  ;$2  обозначимъ  ту  поверхность,  къ  которой  пе- 
рейдемъ  отъ  /$1  помощью  преобразован1я  В^  ,  либо  отъ  ^8'з  помощью 
преобразован1я  В^  - 

Мы  пока  допускаемъ  существован1е  подобной  поверхности  /$21  & 
потомъ  выведемъ  услов1я,  при  которыхъ  она  на  самомъ  д-Ьл^  суще- 
ствуетъ. 

Линейные  элементы  поверхностей  51,  бз^  ^>  отнесенныхъ  къ 
лишямъ  кривизны,  пусть  будутъ  соответственно 

йв|  =  С08^^2Да2  +  8^п2^2й/9« . 

Функц1и  61,  6з,  ^2,  по  предыдущему,  должны  удовлетворять  урав- 
нению вида 


дидV 


=  81П/'С08/', 


д'Д'Ь 


Наконецъ  положимъ,  что 

т^^  =  С08б^^,     ^^^  =  8Шб^^, 

ГА^  Ь  нринимаетъ  значен1я  1,  2,  3,  4. 

Найдемъ  координаты  по  отношенш  къ  (Г)  соотв'&тственной  точки 
поверхности  Я'г- 

Зам'Ьтимъ  прежде  всего,  что  со8'ы  угловъ  а,  Ь,  с  и  а',  Ь',  с\  со- 
•ставллемыхъ  касательными  къ  кривымъ  $  =  сопв!;  и  а  =  соиз!  въ  соот- 
в-Ьтственныхъ  точкахъ  поверхности /§1  съ  осями  координатъ  (Т),  будутъ 
им^ть  на  основавш  (27)  сл'Ьдующ!й  видъ:  для  касательныхъ  къ  кри- 
вымъ /9  =  соп81; 

С08а  =  СОЗСО  С08в1  +  ^М,8Ша>8тв1,      СОВЬ  =  сов©  ЗШ^Г — //18Ша)С08в1, 

со8с  =  —  т\ЪШ<о, 
для  касательныхъ  къ  кривымъ  а  =  соп81: 

СОЗО!  =  81Пй>  СОЗб^  —  (Лу^О^Ю  81Пв|,      С08&1  =  8Ш0)  ЗШв!  +  /М1СОЗЮ  СО861, 

СО8С1  =  т1СО800. 
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Для  васательныхъ  къ  т^мъ  же  кривымъ,  проведеннымъ  на  по- 
верхности ^$3  будемъ  им^ть  аналогичныя  выражен1я,  въ  которыхъ  толь- 
ко индексъ  1  долженъ  быть  зам']^ненъ  индексомъ  3. 

Проэкц1и  рад1уса  вектора,  соединяющая  соотв:Ьтственныя  точки 
поверхностей  ^1  и  52  на  касательиыя  къ  лин1ямъ  /9  =  соп81  и  а  =  сопь1, 
проведеннымъ  на  поверхности  5],  будутъ  т^со^И  и  т2^\п^;  поэтому 
искомый  координаты  соотв'бтственной  точки  поверхности  82  будутъ 

ГГЗ  =  П11С08в1  +  т2С08б|  С08  (-2  —  ОО)  —  ^1т281пб1  81П  {И  —  О)), 

У2  =  ^*1 81Пв1  +  т281Пб1  С08  (Д  —  ОО)  +  //11П2С08в1  8Ш  (Д  —  ю),         (29  г 

е2  =  т\  т^'&ш  (^2  —  со). 

Если  будемъ  разсматривать  3*2  какъ  результатъ  посл-Ьдователь- 
наго  лрим']^нен1я  иреобразован1Й  В^  ,  В^  ,  то  т'Ь  же  координаты  дол- 
жны быть  выражены  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Х2  =  ШзСОЗвз  +  т4С08вв  С08  (а  —  со)  —  //з»>1481Пбз  81П  (^2  —  ш) , 

У2  ==  »»881пвз  +  т481пвзС08  (12  —  со)  4-  //з»^»4С08вз81П  (а  —  со) ,       (30> 
^В2  =  »М8»»481П  («^  —  ^)  • 
Сравнивая  выражен1я  (29)  и  (30),  мы  получимъ  прежде  всего,  что 

т1т2  =  1п^т4\  (31) 

кром-б  того  найдемъ  сл^дующ1я  уравнен1Я  для  опред']^лен1я  функщи  2: 

(т2С08б1  — т  4С08вз)  С08  (й  —  со)  -|-  0Мзт481Пвз  —  ^и1П1281п6|)  8Ш  (й  —  €0)  = 

=  тзсозвз  —  т1С08б1 , 

(т281пв1  —  т48швз)  С08  (И  —  со)  +  (//1т2С08в1  —  //з'Л4С08вз)  8Ш  (а  —  ш)  = 

=  тззшвз  —  т181пв1 . 

11осл']&дн1я  два  уравнения  будутъ  совм'Ьстны,  если  опред'Ьленныя 
изъ  нихъ  функщи  810  (й  —  со)  И  со8  (-2  —  со)  будутъ  удовлетворять  со- 
отношению 

8Ш2(•^  — «>)  +  С082(а  — С0)=1. 

Выражешя  для  81п(а — со)  и  со8(.2 — со),  какъ  легко  вид'Ьть,  таковы: 

Шя  ((^Я  —  ^\  )  8Ш  (в|  —  6з) 


8т  (Д  —  со)  = 

С08  (12  —  со)  = 


^2  (1  —  //1//3)  —  т1т2ШзС08  (61  —  бз) ' 

.%  (1  ~ ^1^з)_^^Л>  ~  ^г)  —  т\П1г^ 
»|2  (1  —  /"1^"з)  —  т\пг2тгС08  (Ьх  —  ба) 


(32) 
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Возводя  об']^  части  этихъ  выражен1Й  въ  квадратъ  и  складывая 
полученныя  выражен1л,  мы  должны  въ  сумы'Ь  получить  единицу;  по- 
следнее услов1е  ведетъ  къ  соотношен1Ю 

Щ  (^3  —  /^,  )^  +  ♦^ЧХ  —  ^^^^1  ( 1  —  ^1^з)  С08  (в,  —  вз)  + 

+  т!  [(1  -  //,^/  -  О'з  -  /'.)^]  С08«  (Ь,  -  вз)  = 

=  т|(1  —[г^(1^^—2т^т1т^  (1— ^м^^гз) сов (01-63) +  »»?т>|с08«(е,  — 63); 

это  соотношее1в  должно  быть  простымъ  тождествомъ. 
Отсюда  мы  приходимъ  къ  единственному   услов1Ю 

т1  =  т1  (33) 

Сопоставляя  это  услов1е  съ  (31),  мы  приходимъ  къ  следующимъ 
зависимостямъ: 

ТП^  =  —  Л*1  ,       Шз  =*  —  ^П% 

Такъ  какъ  между  постоянными  /м^  и  т^  существуетъ  соотноше- 
Н1е  т^  +  (^'^  =  I ,  то  отсюда  заключаемъ,  что 

(^А  =  ±Ии    ^^8  =  =^/^2;  (34) 

знаки  зд'Ёсь  ДОЛЖНЫ  быть  взяты  такимъ  образомъ,    чтобы    функц1Я  ^2, 
опред']^ленная  изъ  выраженхй  (32),  удовлетворяла  уравнешямъ 

(35) 
— ^ —  = 8ш  (лг  —  вз),    — т —  = 8ш  (дг  +  вз)» 

(7и  1П4  ОУ  пи 

ВЪ  силу  однихъ  ТОЛЬКО  уравнешй 

-^^-4^ =  — '-^  8Ш  (в1  —  со),       -  - = 8Ш  (в,  4-  со), 

ди  т\  дь  т\  ^     ^ 

(36) 

Г?(вз  +  С0)          Ц-//8     .     ,^               ч        д(вз  — со)          1— //з     ./^14 
V ■  = 81»  (из  —  со),      ^- -'  = ^  81П  (вз  +  со). 

ди  тз  С/г;  шз 

Положимъ,  сперва,  что  т^^тх,  тV^  =  т2\  тогда  нетрудно  пока- 
зать, что 

^  д{И  —  (о)      д(^^  —  со) 

Определяя  отсюда  , ,    г -,    подставляя    ихъ    зна- 

ди  дь 

чешя    въ   (35)  и   принимая    въ    соображен1е    уравнен1я   (36),   мы  уви- 
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димъ,    что    уравиен1я    (35)    удовлетворяются    тождественно   лишь  ири 
услов1и,  что 

Допустимъ  теперь,  что  «из  =  —  'Щ  и  т^  =  —  т\\  тогда  получимъ 

ипе^  =  ,     ^'-^;^ соип?^^.  (39) 

^       2  1—(^Фг  +  т^г  2 

И  въ  этомъ  случа*]^  непосредственной  подстановкой  уб'Ьдимся,  что 
уравнешя  (35)  удовлетворяются  при  услов1и 

Нетрудно  свести  второй  изъ  этихъ  случаевъ  къ  первому;  въ  са- 
момъ  д-Ьл*,  для  этого  достаточно  будетъ  вм-Ьсто  функщи  вз  ввести 
функфю 

Такимъ  образомъ  мы  видимъ,  что  для  того,  чтобы  нм^ло  м'Ъсто 
символическое  равенство 

постоянныя  Шд  и  /Е^д,  характери8ующ1я  каждое  изъ  преобразован1й  Б, , 
должны  быть  связаны  соотношен1ями 

Замечая,  что  Шд^созб^,  ^^  =  81пОд,  мы  видимъ,  что  посл'Ьдни 
соотношен1я  можно  заменить  сл-Ьдующими: 

64  =  б, ,       (1з  =  <^2  • 

Выражен1е  (37)  при  этомъ  приметъ  видъ 

Шё -^-  =  -^1Г^  гап8  -1^.  (40) 


81П 


Резюмируя  все  сказанное,  мы  приходимъ  къ  сл4дующей  теорем!. 

Для  того,  чтобы  два  посмьдоват^льно  примчьненнызсь  ВасЫшг^оа- 
скихъ  преобразовангя  В^^,  В^^  привели  къ  той  же  поверхности^  что  и 
два  послтьдовательныхь  преобразовангя  ^9д  ,  Вд  ,  необходимо  и  достаточ- 
но, чтобы  постоянныя  о,  характеризующгя  каждое  изъ  этихь  преобра- 
зовашй,  были  связаны  соотногиетями 


б^  =  б2,       <?4  =  <^1 
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Символическое  равенство 

къ  которому  мы  приходимь  такимъ  образомъ,  и  представляетъ  перемпг 
стительиый  законъ  ВьапсЫ. 

Теорем*  В1апсЫ  можно  дать  следующую  геометрическую  интер- 
претащю. 

Возьмемъ  четыреугольникъ,  вершины  котораго  лежать  въ  соот* 
в'Ьтственныхъ  точкахъ  поверхностей  постоянной  отрицательной  кривиз- 
ны —  1 ,  и  коего  дв'Ь   противоположныхъ   стороны   равны    постоянной 

81Пб1,   а   ДВ'Ё    ДРУПЯ    постоянной    81Пб2. 

Полученный  четыреугольникъ  можетъ  двигаться  въ  пространств* 
такимъ  образомъ,  что  его  стороны  останутся  неизменной  длины  въ  то 
время,  какъ  его  вершины  будутъ  описывать  четыре  псевдосфериче- 
скихъ  поверхности  съ  кривизной  —  1 ;  при  этомъ  каждыя  дв4  его  сто- 
роны опред'Ьлятъ  касательную  плоскость  къ  поверхности,  описываемой 
точкой  ихъ  перес'Ьчен1я,  проведенную  въ  этой  точк'Ь. 

§  14.  Во  вс']^хъ  нашихъ  разсужден1яхъ  мы  не  налагали  никакого 
ограничен1я  на  постоянный  б,  другими  словами,  эти  постоянный  могли 
принимать  какъ  д']Ьйствительныя,  такъ  и  комплексныя  значен1Я. 

Въ  посл'Ьднемъ  случае,  очевидно,  функщи  0,  ^2  будутъ,  вообще  го- 
воря, вида  ^  +  1Ч>,  гх'Ъ  Ч>  и  ^  функц]и  д'Ьйствительныхъ  перем'Ьнныхъ; 
вм^ст*  съ  т']^мъ  поверхности  5д,  получаемые  при  этихъ  преобразова- 
Н1яхъ  будутъ  мнимыми. 

Нетрудно  однако  показать,  основываясь  на  теорем*  В1апсЬ1,  что 
въ  случа*,  когда  постоянныя  б,  и  б^  будутъ  комплексными  сопряжен- 
ными, поверхность  5^2  можетъ  быть  действительной  при  соотв-Ьтствен- 
номъ  выбор*  постоянныхъ  въ  интегралахъ  уравнеп1й  (36). 

Въ  самомъ  д*л*,  подобравъ  соотв*гственнымъ  образомъ  эти  по- 
стоянныя, мы  всегда  можемъ  предположить,  что  функц1и  6^  и  Оз  ком- 
плексныя сопряженный  т.  е.,  что 

в|  =  9^  +  «>,     вз  =  9^  —  г>. 

Полагая  кром*  того  ^1  =  а  +  Ьг ,  а  следовательно  бд  =  а  —  Ы,  мы 
изъ  (40)  найдемъ  для  опред*лен1я  ^2  выраженхе 

3  —  (О  со8а 


^1^8 — о— 


2  81пЬ& 

откуда  видимъ,  что  при  со  дЬйствительномъ  будетъ   действительной  и 
функщя  ^2. 

Въ  силу   нашихъ    услов1Й    постоянныя  Ш!  и  тг,  ^^^  и  ^1^   будутъ 
комплексными  сопряженными. 
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Пользуясь  теоремой  ВхапсЬ!,  мы  можемъ  представить  координаты 

поверхности  82  въ  вид* 

т1С08^1+т.2С08бз   , 
0:2=—:^- ■  + 

♦И»С08в14-»'1С08вя  .     ,„  .  /И1«1в8Шб|4-А'2»И|8Шб8 

+  со8{а— «о) 2 8т(а—со) , 

»П18111014-»Н28Швз    , 

У2  = 2 + 

^г^2  =т[1П2Вш{И  —  со), 

а  это  все  величины  д^йствительныя. 

Итакъ,  послгьдовательное  примгьненге  двухъ  комплексныхъ  сопряжен- 
ныхъ  преобразовангй  ВасИипсГа  приводить  кь  некоторой  д^ьйствипгель- 
ной  поверхности. 

§  15.  Обратимся  теперь  къ  бол-Ье  детальному  разсмотр-Ьтю  пре- 
образований поверхностей  съ  постоянной  положительной  кривизной.  Опять, 
не  нарушая  общности,  можемъ  положить  эту  кривизну  равной  +  1 . 

Отнесемъ  разсматринаемую  поверхность  5  къ  лин1ямъ  кривизны 
а  =  соп81  и  /9  =  соп81,  при  чемъ  оси  координатъ  (Т),  аналогично  пре- 
дыдущему, выберемъ  такъ,  чтобы  ось  л'*^"  касалась  кривыхъ  /9  =  соп81;, 
а  ось  у^*  —  кривыхъ  а  =  соп81;.  При  этомъ  выбор*  координатъ,  основ- 
ныя  величины,  характеризующ1Я  нашу  поверхность,  будутъ  *) 

§  =  со8Ьсо,     ?у, --=8шЬсо,     р  =  д,  =  0,     р1  =  —  совЬю,     д  =  8шЬоо, 

до)  дсо 

при    чемъ    фупкц1я    со    представляетъ    интегралъ    дифферепц1альнаго 
уравнения 

--^  +  -ТБ2  +  8^пЬш  созЫ  =  О .  (41) 

Последнее  уравнен1е  предстаиляетъ  ничто  иное,  какъ  условхе, 
что  кривизна  нашей  поверхности  равна  +  1  • 

Разсмотримъ,  какъ  и  въ  §  12,  конгруэнд1Ю  касательныхъ,  состав- 
ляющихъ  съ  осью  д:"*^'  уголъ  гО;  уравнеп1е  такой  касательной  по  отно- 
шен1Ю  къ  соотв'Ьтствующимъ  осямъ  (Г)  будетъ,  очевидно, 

^  =  О,     .гг81пЬ6  —  усозЬО  =  0.  (42) 


1)  1)агЬоих,  1.  III,  р.  385. 
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Снова  постараемся  подобрать  уголъ  гЬ  такимъ  образомъ,  чтобы 
1)    разстоян1е    между    фока.1ьными    точками    нашей  ковгруэнщи  было 

величиной   постоянной,   равной  тг  и  2)   чтобы  уголъ  —  —  б  между  ея 

фокальными  плоскостями  былъ  тоже  постояненъ. 

Одной  изъ  фокальныхъ  поверхностей  нашей  конгруэнд1и  будетъ 
поверхность  ^5,  что  же  касается  другой  ^1,  то  координаты  ея  точекъ 
по  отношен1ю  къ  соответствен нымъ  осямъ  (Т)  будутъ 

а;  =  »|гсо8Ьв,     у  =  —  »||81пЬ6,     ;г?  =  0. 

Мы  не  будемъ  приводить  зд-Ьсь  всЬхъ  разсужден1й,  необхо- 
димыхъ  для  вывода  дифференц1альныхъ  уравнен1й,  которымъ  удовле- 
творяетъ  функщя  6,  такъ  какъ  это  было  бы  простымъ  повторен1емъ 
разсужден1й  §  12. 

Поэтому  приведемъ  зд-Ьсь  только  окончательные  результаты. 

Зам^тимъ,  что,  какъ  мы  вид'Ьли  въ  §  9,  постояпная  т  и  уголъ  о 
связаны  зависимостью 

т^  =  со8*б. 

Если  теперь  черезъ  ^  обозначимъ  постоянную,  удовлетворяющую 
услов1Ю 

(1^  +  П1^=  1,  (45) 

то  для  опред4лешя  функд1и  6  получимъ  следующую  систему  уравнен1й: 
дЬ    .    .дсо [1тпЬсо  созЬО гсозЬю  81пЬ0 

(44) 
дЬ .дсо_ //созЬсозшЬб       81пЬа>  С08Ь6 

д^  да  т  т 

Нетрудно  показать,  что  эти  уравнен1я  совместны;  для  упроще- 
шя  вычислен  1й  введемъ  новые  параметры 

а  +  г/?  а  — г/9 

"  =  -"2-'     ^  =  "2    -' 

тогда    уравнеше    (41),    которому  удовлетворяетъ  функд1я  со,  преобра- 
зуется въ  сл'Ьдуюш.ее: 

-т-т-  +  81пЬсо  созЬсо  =  О .  (45) 

дидV 

Что  касается  уравнен1й,  слул;аш.ихъ  для  опред^летя  функцш  6, 
то  они  будутъ 

^^'-"^-.•^-^вшЬ(6  +  с).     ^(^±^и-/1-+-«8шЬ(6-а.).  (46) 


ди  т  '  дV  ду 
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Теперь  уже  простымъ  дифференцирован  1емъ  убедимся,  что  урав- 
нен1я  эти  совм']^стиы  въ  силу  услов]я  (45). 

Крои'Ь  того,  исключая  изъ  нихъ  функщю  со,  мы  приходимъ  БЪ 
уравнешю,  которому  удовлетворяетъ  функщя  в,  а  именно 

дЧ 

— т-  +  81пЬ6  со8Ье  =  0.  (47) 

дидV 

Принимая  во  вниман1е  уравнен1Я  (44),  мы  найдемъ  для  проэкщй 
перемещен!}!  соответственной  точки  поверхности  /&!  сл-Ьдующхя  вы- 
ражен1я: 

дх  =  совЬв  (созЬо)  созЬв  —  //81пЬа)  81пЬб)  с1а  + 

+  г81пЬ6  [81пЬа)  совЬб  —  .«созЬсо  81пЬв]  сИ^, 
бу  =  гсозЬв  (со8Ьа)  81пЬ6  —  //81пЬа>  совЬб)  йа  +  (48) 

+  81ПЬ6  [^СОЗЬСО  С08Ь6  —  81ПЬсО  81ПЬ6]  Й/!?, 

бе  =  —  тгсовЬб  зшЬсойа  +  тзхпЬб  созЬоэ^/?; 
отсюда  видимъ,  что  линейный  элементъ  поверхности  /?!  будетъ  вида 
йз^  =  со8Ь20г/а2  +  %т\)}ЬА0'' . 

Принимая  во  вниман1е  уравнение  (47),  которому  удовлетворяетъ 
функц1я  6  и  помня,  что  кривыя  а  =  соп81  и  ^  =  соп81  лин1и  кривизны 
поверхности  51,  мы  видимъ,  что  эта  функц1'я  играетъ  ту  же  роль  для 
поверхности  5^1,  что  функд1я  со  для  поверхности  5. 

§  1 6.  Перейдемъ  теперь  къ  доказательству  закона  перемчьстипьель- 
ности  ВагпсЫ  для  поверхностей  съ  постоянной  положительной  Гаус- 
совской   кривизной. 

Опять  будемъ  обозначать  черезъ  В^  преобразованхе,  аналогичное 
Баск1ип(1'овскому,  и  характеризуемое  постоянной  б. 

Займемся  р^^шенхемъ  вопроса,  когда  возможно  символическое  ра- 
венство 

т.  е.  когда  можно  перейти  отъ  некоторой  поверхности  постоянной  по- 
ложительной кривизны  в  къ  такой  же  поверхности  6^2  путемъ  посл*- 
довательнаго  прим-Ьнешя  двухъ  преобразован1й  ^9^^  ,  Вд  или  двухъ 
преобразован1й   Ва  ,  В^  - 

Обозначимъ  черезъ  51 ,  5з  поверхности,  къ  которымъ  мы  перехо- 
димъ  отъ  поверхности  8  путемъ  соотв'Ьтственныхъ  преобразован^ 
В^^,  В^^;  линейные  элементы  ихъ  пусть  будутъ 

^5?  =  совЪЧ^аа^  +  81пЬ2е^(7/92,     аз!^  =  созЬ^взДа»  +  81пЬ«6зй/?^ 
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Линейный  элементъ  поверхности  82,  къ  которой  мы  приходинъ 
отъ  поверхности  51  путемъ  преобразован1я  В^  ,  или  отъ  й^з  путемъ 
преобразованхя  В^  ,  обозначимъ  сл1^дующиыъ  образомъ: 

Он!  =  со8Ь^^Ма^  +  ^хпЬ^Ш^'. 

ФунЕЩи  вь  6з,  <2  будутъ  интегралами  уравнен1я  вида 


диду 


+  вшЬ/'совЬ/ =  0. 


Мы  предположимъ  сперва  а  ргюг!  существован1е  поверхности  ^2, 
а  потомъ  выведемъ  услов1я,  при  которыхъ  она  действительно  суще- 
ствуетъ. 

Путемъ  т'1^хъ  же  разсужден1Й,  что  и  въ  §  13,  мы  найдемъ  для 
координатъ  соотв'1^тственной  точки  поверхности  йо,  разсматриваемой, 
какъ  преобразован1е  поверхности  )$|,  следующ1я  выражен1я: 

Х2  =  т\  1С08Ьб1  +  т^ковЩ  совЬ  (^2 — о?)  -}-  ^1  тггзхпЬб!  81пЬ  (^2 — со), 

У2  = — Ш18шЬв1 — т28шЬв1С08Ь(.2 — со) — //1т2С08Ьб181пЬ(^2 — со),     (49) 

л^2  =  —  Щ  пг^^'тЪ  ( |2  —  со) . 

Координаты  той  же  точки  въ  предположенш,  что  Яг  преобразован1е 
поверхности  5з,  будутъ  такого  же  вида,  но  только  везд'Ь  прШдется 
при  этомъ  зам'Ьнить  т\,  тг,  ^1  соотв'Ьтственно  черезъ  Шз,  т^,  63. 

Сравнивая  полученныя  такимъ  образомъ  выражен1я,  пр1Йдемъ 
къ  сл-Ьдующимъ  услов1ямъ: 

т^т2  =  п^^п^^  (50) 

и 

(т2С08Ьв| — Ш4С08Ь6з)  созЬ  (^2 — со  )4-0"1  т2ВшЫ\ — (1^1п^^'тЪЬ^)  81пЬ  (й — со)  = 

=тзС08Ьвз — П11С08Ь6,,  (51) 

(т281пЬб1 — т481пЬбз)  созЬ  (^У — со)  +  {(II  шгСОзЬб! — (4^1п^{:о^ЪЬ^)  81пЬ  (^2 — со)  = 

Опред'Ьленныя  отсюда  функц1и  созЬ  (.2  —  со)  и  81пЬ  (^2  —  со)  дол- 
жны удовлетворять  соотношешю 

созЬ^  (2  — со)  —  зшЬ2  (^  —  со)  =  1 .  (52) 

Р^шая  уравнен1Я  (51)  относительно  созЬ(^2  —  со)  и  8тЬ(.2  —  со), 
найдемъ,  что 
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С08Ь  (а  -  с)  =  ^«К/-^1^я)со8Ь(6.-ез)-т.т8] 

»12  [1  —  ^1/^3  —  П«1»ИзС08Ь  (61  —  вз)] 

(53) 


81пь  (а  -  ш)  =  — ,  -^«  <^«  -1^^^^(^^^ 


»И2  [  I  —  ^1  /'з  —  »М  тзСОзЬ  (6,  —  вз)] ' 

подставляя  эти  значен1я  въ  услов1е  (52),  мы  должны  получить  простое 
тождество;  произведя  несложныя  вычислешя,  мы  лр1йдемъ  къ  заклю- 
чен1Ю,  что  услов1е  (52)  удовлетворится  тождественно,  если  подожимъ 

или  следовательно 

П1^  =  ±т2,     пц  =  =♦=  ^1 .  (54) 

Если  черезъ  /г^  обозначимъ  так1я  величины,  который  связаны  съ 
соотв']^тственной    величиной  т^  соотношешемъ 

^/:  +  <  =  1. 
то  изъ  УСЛ0В1Й  (54),  заключаемъ,  что 

/'3  =  =^^2,      ^4  =  =^^1,  (55) 

при  чемъ  каждой  комбинащи  (54)  можетъ  соответствовать  четыре 
комбинац1и  (55). 

Цосмотримъ  теперь,  как1е  же  знаки  въ  услов1яхъ  (54)  и  (55)  бу- 
дутъ  соответствовать  нашему  вопросу.  Эти  знаки  должны  быть  такъ 
подобраны,  чтобы  уравнен1я,  служащ1я  для  определения  функд1И  .2 

— Т-— '=г^^— — 8т11(^2  +  6,),  ''  =  ^^^^— ашЬ  Д  +  ^з), 

ои  т^  ди  т^ 

удовлетворялись  въ  силу  однихъ  только  уравнен1Й 

д(Ьх  +  со)  .//,+  1    .  ()(ез  +  со)  .^3+1    .   ^ги  ^    ^^^^ 

— \ =—% 81пЬ(6,— ш),   -^-^^-^ —  =_^с:з^.^_8,пЬ(ез— ш). 

Положимъ  сперва,  что  Шз==п12,  П1^  =  т\,  тогда  изъ  (53)  найдемъ,  что 
1ап§Ь  — -—  = ^ — ^' ^ап^Ь  -^—^ .  (58) 
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д{а—а})     д{а—(о) 
Опред'Ьляя  отсюда  производный  -^^-^^ ■,    — -т ,  подставляя 

ихъ  зва^ешя  въ  (56)  и  принимая  ьо  вниман1е  уравнен1я  (57),  мы  най- 
демъ,  что  уравнешя  (56)  удов^1етворяются  тождественно  лишь  при 
условш 

^з  =  Лг,     Иа  =  (^х-  (59) 

Допустимъ  теперь,    что   тг  =  —  ш^,   т^  =  —  т\;  тогда  изъ  (53) 
лолучимъ,  что 

1ап8Ь  ^  =  ,       ^--/^ со^апкЬ  ^1^  .  (60) 

2  1— ^"1^я  +  т1тз  "^         2 

И  въ  этомъ  случай,  непосредственной   подстановкой  уб-Ьждаемся, 
что  между  постоянными  (1^  должны  существовать  соотношенхя 

Посл']^дн1Й  случай  легко  сведемъ  къ  первому,  если  вместо  функц1и 
•ба  будемъ  разсматривать  функщю 

Такимъ   образоиъ    видимъ,    что   для    того,    чтобы  символическое 
равенство 

им^ло  мйсто  необходимо  и  достаточно,  чтобы  постоянныя  о^,  о^,  б^,  б^ 
•были  связаны  соотношен1ями 


Итакъ  для  того^  чтобы  два  посмьдовательно  пргшгьненныхъ  преоб- 
разовангя  Б^^,  В^^  приводили  кь  той  же  поверхности,  что  и  два  по- 
-сл^ьдовательно  прим7ьненныхъ  преобразовангя  В^^,  В^^,  необходимо  и  до- 
<таточнОу  чтобы  постоянныя  б,  характеризующгя  каждое  изъ  этихь 
преобразовангй,  были  связаны  соотношенгями 


§  17.  Изсл'Ьдован1я  предыдуп^аго  параграфа  представляютъ  осо- 
бый интересъ  въ  томъ  отношен1и,  что  даютъ  возможность  найти  дп»й' 
•ствительное  преобразован1е  поверхностей  съ  постоянной  положитель- 
ной кривизной ~преобразован1е,  для  отыскашя  котораго  дЬлалась  масса 
тщетныхъ  попытокъ  и  къ  частному  случаю  котораго,  какъ  мы  увидимъ 
впосл'Ьдств1и,  пришли  окольнымъ  путемъ. 

Въ  настоящемъ  параграф'^  мы  попытаемся  найти  иодобныя  пре- 
'Образован1я,  исходя  при  этомъ   изъ  доказанной  вами  теоремы  В1апсЫ. 
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Допустимъ,  что  существуютъ  два  такихъ  преобразован!)!  В^  ,  В^  у 
что  прим'Ьняя  ихъ  посл^^довательно  къ  н'ЬЕоторой  дМствительной  по- 
верхности 5,  мы  прхйдемъ  въ  д'Ьйствительной  же  поверхности  ^о- 

Принимая  во  внимаше  теорему  В1а11сЬ1  и  выражен1я  (49),  мы  мо- 
жемъ  представить  координаты   соотв'Ьтственной   точки  поверхности  5» 

въ  ВИД'Ь 

г(т1С08Ь914-тзС08Ьбз)  ,    / (твСОзЬб!  +  »>^4С08Ьв8)       ,  .^         ,  , 

Х2  = ^ 1 -. С08П  (д2  —  о)  -4- 

I  (//1т28тЬе1  +//8т481пЬез)  ^.^^^  ,^  _  ^^ 
т18шЬб1  +  ^з81ДЬез т281ПЬб1  +  »>Ц81пЬ6з        ,   хо . д.ч 

^1»112С08Ье, + /^зт^совЬбз  ^.^^^  ,д  _  . 


2 

^е?2  =  —  т1т28шЬ  (^2  —  со), 
при  чемъ  зд*сь 

Мы  предполагаемъ  ^  рпоп,  что  функд1я  .2  —  со  и  вс*  координа- 
ты хч^  у2,  ^2  Д'^йствительны. 

Отсюда  заключаемъ,  что  между  постоянными  т{ ,  т^  существуе тъ 
следующая  зависимость,  что  если 

то  шг  =  =*=«  —  Ы» 

Введемъ  зд'Ьсь  сл']^дующ1я  обозначен1я: 

созЬО!  =А-\'В1,     8шЬб1  =  Ь-{-  М1,     /"*  =  ^"1  =  Л  +  гк. 

С08Ь6з  =  Л  3  +  -ВзЬ     81пЬвз  =  1гз  +  Мгг ,     /^з  =  /^з  =  Аз  +  ^^з  • 

По  нашему  услов1ю  координаты  жг,  уг»  ^2  Действительны,  а  по- 
тому мы  можемъ  предположить,  что  функщи 

т\  созЬб,  +  тгСОзЬ^з »     ШгСОзЬв!  +  ^1  созЬбз ,     ^1  т281пЬв1  +  (12^п\  втЫ^ 

чисто-мнимыя,  а  функц1и 

Ш] 81П11б,  +  т281пЬбз,       ШгВШЬб!  +  т\ 81пЬбз ,      (1уШ2С0&Щ  4-  /^2^1С08Ь6з 

д-Ьйствительны. 

Отсюда  уже  нетрудно  заключить,  что  он-Ь  удовлетворять  этимь 
услов1Я5гь,  если  положимъ 

А^  =  1^А,     В^  =  Ц2В,     /^3=:+=^,     1/з  =  ±Л/,     Аз  =— А,     ^8=^'; 
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такимъ  образомъ  мы  можемъ  составить  следующую  табличку: 

совЫ\  =  А  +  В1,  81пЬе1  =  Х  +  Ж|,  1П1  =  а4-Ьг,  (1\  =  Н  +  гк,  (62) 
С08ЪЬ^=±Ац:^Вг,    8шЬбз  =  =»=/^±Л1г,    тз  =  =й(/  — ^/,    //з  =  — Н  +  гк. 

Если  положимъ  теперь,  что 

^1  =  9>1  +  *>1,     ^3  =  98  +  г>з 
и  зам']^тимъ,  что 

совЬе  =  созЬ  (^>  +  г»  =  совЬ^  со8^  +  тпЪд)  81п^, 
81пЬе  =  81пЬ  (д)  +  г^)  =  81пЬ9>  С08^  +  гсовЬд)  81П^, 

то  первые  два  столбца  вашей  таблички  дадутъ  намъ  сл'Ьдующ1я  зави- 
симости: 

СОзЬдРз  С08?^з  =  —  С08Ь9>1  С08^1 ,      81ПЬ9)8  8111^3  =  =4=^  ЗХПЬ^!  81П^| , 

(вз) 

811Ш^З  С08^з  =  ^  81ПП9>1  С08^1 ,      СОВЬ^^з  81П?^з  =  —  СОЗЬ^^!  81П^1 , 

юткуда  для  верхнихъ  знаковъ  им'Ьенъ 

УЗ  =  — 9^1,       ?^3  =  ?^1,  (64) 

а.  длл  иижыихъ 

9Рз  =  — 9>ь     Ч>ъ"=Щ  +  ^-  (65) 

Цосмотримъ,  даютъ  ли  эти  значешя  Фз  и  ^з  Р'^шенге  нашей 
задачи. 

Прежде  всего  покажемъ,  что  если  при  выбранпыхъ  нами  значе- 
и1яхъ  ши  (^1  функщя  Ь1  =  д)\  +  1Щ  представляетъ  интегралъ  уравнешй 
(44),  то  функд1я  6з  =  9Рз  +  г>з  будетъ  интеграломъ  уравнен1й  того  же 
вида,  въ  которыхъ  мы  только  зам'Ьнимъ  т\у  (1\  черезъ  шз  и  /е/з,  при 
яемъ  этимъ  посл^Ьднимъ  постояннымъ  припишемъ  значен1я  (62). 

Подставлял  въ  уравнен1я  (44)  вместо  Ш1 ,  ^1  ихъ  значеп1я  (62)  и 
отх'клян  дМствительныя  и  инимыя  части,  мы  ир1йдемъ  къ  сл^^дую- 
хцимъ  тождествамъ,  если  вставимъ  въ  эти  уравнен1я  вместо  О  значен1е  6} 

— '-(а^  +  Ъ^)  =  {ЬН — Аа)8шЬо>со8Ь^1С08^1  — 


-(«А  +  ЬА)81ПЬ91 8Ш^18ШЬ0Э — бСОЗЬюВШЬ^Р!  С08^1  +  аС08Ь(»81П?^1С08Ьд)1 , 

I  (а^  +  Ь^)  =  {ак — ЬА)81пЬсосо8Ь9^1С08^1  + 
4-  (ЬН — ак)  81пЬф1 81п^1 81пЬсо — асозЬсо  81пЬд>|  со8?&^1  — Ь81п^1  созЬд),  созЬю , 


/дщ      д(о\ 
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-^  (а^ + Ь^)  = — (лА + Ы)  собЬо)  $тЪд)1  со8^1 + 

+  (ак — ЬА)С08Ьа>  8111^1  С08Ьд)1  +  а81пЬа>С08Ь9>1С08^14-Ь81ПЬо>81пЬ9Р181*П?е?1, 

|-^ — —\(а^  +  Ъ^)={ЬН — аА)со8Ьа>81пЬ9>1С08^1  - 

—  {аН  +  Ьк)  СОВЬСО  81П^1  С08Ь9>1  +  аЗШЬо)  81ПЬ^1 81П^| — ЬШЪОО  С08Ь9>1  С08?^1 . 

Теперь  уже  легко  видЬть,  что  эти  равенства  останутся  тожде^ 
ствами  при  соответственной  зам^н*  с/),,  ^,,  а,  Ь,  А,  к  черезъ  — д)]у 
у>1,  — а,  Ь,  — А,  Л  либо  черезъ  — Фь  ^1-}-^,  а,  — Ъ,  — А,  /с 

Теперь  намъ  остается  только  посмотреть,  будетъ  ли  при  этихъ 
услов1лхъ  функщя  ^2  действительной. 

Обращаясь  къ  выражешю  (58),  мы  при  первомъ  предположен! и 
найдемъ,  что 

а  — а>       —2к 

\+а^  +  Ь^  +  Г-  +  к^' 


1ап8Ь  — - —  =-  ,    ,    ^2  .   1.2   .   1.2  .   1.2  <'ап§Ь()Р, . 


Если  вспомнимъ,  что  л«1  =  С08(>,,  /г,  =  8Шб,,  и  положимъ  б,  =  а4-/?»Ч 
то,  легко  найдемъ,  что 

,  1Й  —  со  8ша  ,      , 

Такъ  какъ  модуль  обоихъ  множителей  правой  части  меньше  еди- 

.2— ш 
ницы,  то    отсюда  заключаемъ,  что  — - —  действительныя  функц1'я. 

Обращаясь  ко  второму  случаю,  мы  точно  также  найдемъ,  что 

,  й  —  со  созЬ/?     ^      , 

°         2  81па 

Такъ  какъ  модули  обоихъ  множителей  правой  части  больше  еди- 
ницы, то  въ  этомъ  случае  мы  приходимъ  къ  противореч1Ю  съ  нашимъ 
предположен1емъ  о  действительности  функцш  .2  —  со. 

Наконецъ,  если  теперь,  черезъ  б,  обозначимъ  величину,  сопря- 
женную съ  0^  и  заметимъ,  что  т\  =  С08б1 ,  ^,  =  81Пб1 ,  тг  =  срз^г  у 
/М2  =  8Шб2,  то  пр1йдемъ  КЪ  следующей  теореме. 

Два  посл7ьдовашельно  прилньненныхъ  преобразовангя  В^^  и  -8,^-1-^1 
дають  намъ  д^ъйствишельное  преобразоваше  поверхностей  съ  постоянной 
положительной  кривизной- 
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ГЛАВА   III. 
Теоремы  6и1сНаг(1'а. 

§  1.  Въ  §  3  предыдущей  главы  мы  вывели  замечательную  теорему 
\Уе1п8аг1;вп'а,  сущность  которой  заключается  въ  сл*дующвмъ. 

Если  им^емъ  н'Ькоторую  поверхность  /8^,  представляющую  изги- 
бан1е  поверхности  вращен]я,  то  касательный  къ  крнвымъ,  являющим- 
с>1  изгибан1емъ  мерид1ановъ,  будутъ  нормальны  къ  н'Ькоторой  опред'Ь- 
ленной  поверхности  ТТ. 

Такъ  какъ  характеръ  зависимости  между  рад1усами  кривизны 
посл'Ьдней  поверхности  вполне  опред'Ьляется  формой  линейнаго  элемен- 
та поверхности  вращешя,  на  которую  наложима  поверхность  5,  то  при 
всевозможныхъ  деформащяхъ  поверхности  6\  касательный  къ  изгиба- 
Н1ямъ  мерид]ановъ  будутъ  нормалями  поверхностей  ТГ  одного  и  того 
же  класса. 

Въ  1899  году  бихсЬагй  далъ  безъ  доказательства  теоремы,  явля- 
ющ1яся  обобщен1емъ  теоремы  \Уеш^аг(еп'а  для  двухъ  частныхъ  слу- 
чаевъ  0. 

I  Задача,  поставленная  СикЬагд'омъ,    можетъ  быть  формулирована 
сл']Ьдующимъ  образомъ. 

Им']Ьемъ  н']^которую  поверхность  ^8'  и  неизм^шно  съ  нею  связан- 
ную конгруэнщю  падающихъ  лучей  I),  представляющую  систему  нор- 
малей н'Ькоторой  поверхности  И. 

Допустимъ,  что  поверхность  2  принадлежитъ  къ  поверхностямъ  ТГ 
т.  е.,  что  ея  рад1усы  кривизны  связаны  определенной  зависимостью 

ПВи  В2)  =  0  (1) 

съ  постоянными  коэффищентами. 

Спрашивается,  какимъ  услов1ямъ  должны  удовлетворять  отражаю- 
щая поверхность  /8  и  конгруэндхя  I),  чтобы  при  всевозможныхъ  де- 
формац1яхъ  поверхности  /8^  лучи  конгруэнщи  7>  оставались  нормальны- 
ми къ  поверхностямъ  Л,  рад1усы  кривизны  которыхъ  связаны  между 
собою  т'Ьмъ  лее  соотношенхемъ  (1). 


^)  Сотр1е8  геп(1и8  (1е  Гаса(1ёт1е  (1е8  8С1е11се8  1899  (23  запу1ег). 
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Къ  р'Ьшен1Ю  этой  задачи  въ  случаяхъ,  разсмотр']Ьнныхъ  &и1- 
сЬагй'омъ,  когда  упомянутыя  поверхности  2  представляютъ  поверхно- 
сти т1п1та  или  поверхности  съ  постоянной  Гауссовской  кривизной 
Т.  е.  когда  соотношеше  (1)  им'Ьетъ  одну  изъ  двухъ  формъ 

Д  +  Да  =  О,     Д  Д  =  т  =  сопвЬ, 

мы  и  приступимъ. 

Цо  прежнему  будемъ  пользоваться  подвижной  системой  коорди- 
натъ  (Т),  связанной  опред'Ьленнымъ  образомъ  съ  поверхностью  5. 

За  плоскость  ху  примемъ  касательную  плоскость  къ  поверхности 
вмеза  плоскость  хл^  плоскость  паден1я  лучей  ковгруэц1и  I). 

За  кривыя  V  =  С0П81   примемъ   кривыя,  касательныя   къ  нашимъ 
€|$даъ  х'^^*,  а  за  кривыя  и  =  соп81  ихъ  ортогональныя  траэкторш. 
.1ац   Въ  этихъ  предположен1яхъ  уравнен1е  луча  конгруэнщи  В  по  от- 
1йэдцен1ю  къ  соотв-Ьтственнымъ  осямъ  (Т)  будетъ 

у  =  О,     ипах  —  со^а^г;  =  0; 

И90|рдинаты  любой  точки  этого  луча  будутъ 

^*  • "  я:  =  рсо8а,     2/  =  О,     е  =  д^та, 

%  (;л']^довательно  проэкц1и  ея  перем']Ьщен1Й  на  оси  (Г)  таковы: 

бх  =  5с1п  +  й  (рсоза)  +  (дЛи  +  д\  йь)  (>81па , 

бг  =  й  (()8Ш«)  —  {дЛи  +  д\  Аь)  рсова . 

Чтобы   наши   лучи   были    нормальны    къ  некоторой  поверхности 
яВ/;:  небходимо    и  достаточно,   какъ   это   мы  видели   въ   первой  главЬ, 
ч!ро6ы  всевозможныя  перем'Ьщен1я  некоторой  точки  М  (^собсс,  О,  г81па) 
удовлетворяли  соотношен1Ю 
1Г 


или 


соъабх  +  йпабе  =  О , 

й1  +  ёсозайи  =  О  •  (2) 

Изъ  послЬдняго  соотноп1ен1я,  сл'Ьдуетъ,  что 

^^^«-5^  =  0.  (3) 

-1.!.  ^^ 

^  ''    Разстояше  фокальныхъ  точекъ  лучей  пашей  конгруэнщи  отъ  на- 
чала координатъ  (Г)  получимъ,  исключая  йи  и  йу  изъ  соотношешй 

(^у  =  О ,     т{а6х  —  созас^^  =  О ; 
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уравнен1е,    корнями    котораго    будутъ   указанныя   разстоян1я,    им4етъ 
форму: 

о  Г                да                          .да            .                    да 
9  \  —  г\  сова  ^  +  Г1  ^С08а  -{-р^  8ша  -г р^  дзша  +  гсоза 

— рвта  —  —  ^^^  сова + р^^  81па  +  р  ^П  81пасо8а — ё^?1  з^п^а — гу, V\^\  + 

+  |зу,8ша  =  0.       .  (4) 

Если  черезъ  дх  и  (>2  обозначимъ  корни  этого  уравнен1я,  а  черезъ 
I  разстоян1е  отъ  начала  координатъ  (Г)  соответственной  точки  М  по- 
верхности И,  нормальной  къ  лучамъ  2),  то  рад1усы  кривизны  поверх- 
ности 2у  очевидно,  дадутся  выражен1ями 

В1  =  1  —  ди     В2  =  1  —  92-  (5) 

§  2.  Перейдемъ  теперь  къ  разсмотр']Ьн1ю  задачи  (7и1сЬаг(1'а  въ 
случае,  когда  поверхность  -2 —  поверхность  т1(иша  т.  е.  когда  рад1у- 
сы  кривизны  ея  связаны  соотношен]емъ 

Д +  ^2  =  0. 

На  основаши  (5)  это  соотношен1е  приметъ  видъ 

2г  — (Р1  +  (>2)  =  0,  (6) 

гд'Ь  I  опред'Ьляется  изъ  уравнен1я  (2). 

Определяя  изъ  (4)  сумму  корней  С1  +  Р2  и  исключая  изъ  соотно- 
шешя  (6)  при  помощи  уравнен1й  Со(1а221-Ма1пагЛ1  функц1и  р,  ^,  мы 
дадимъ  этому  соотношен1Ю  сл']^дующую  форму: 

—  2гг1С08а  --  +  2г^7/1  ^5Г8^па  +  |г181па — %  ■--  4-  21гсо8а  —  — 
ои  ои  ду 

—  -  1 2^^,йV^ Ксот  +  §^!К^  —  ^    ^1г,  ^  созсс  +  §1  + 
рх    2г81па -^  —  §81п2а   +  ?!    2Ь1па -^—  —  21гсона    =  О ; 


+ 


зд'Ьсь  черезъ  К  мы  обозначили  Гауссовскую  кривизну  поверхности  5. 
Последнее  соотноп1еп1е  должно  им-Ьть  м-Ьсто  при  всевозможныхъ 
деформащяхъ  поверхности  5;  но  такъ  какъ  оно  представляетъ  неко- 
торую зависимость  между  функд1ями  ри  ^\,  то  на  основан1и  разсу- 
жден1й,  приведенныхъ  нами  въ  §  7  главы  I,  оно  должно  удовлетворяться 
тождественно  при  всевозможныхъ  значен]'яхъ  р1,  $| . 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—  116  — 

Такимъ  образомъ,  если  {юставлеиная  яами  задает  дооускаетъ  р^ 

шешя,  то  функщи  §,  ^и  а,  /  должны  удовлетворять  сл'Ьдуюо^ииъ 
уравнешямъ: 

—  2гг1С08ат-+2К91Я81па  +  |г1бша— ^,— +2ггсо8а  — =0,         (7) 
ои  ои  о'о    • 

§7,^Г[2г^,со8а  +  ^1]  =  0.  (8) 

%|-[2гггсо8« +  «?!]  =  О,  (9) 

вша  Ш' ёвшсс   =0,  (10) 

^1\.^      да  Л      г.  /114 

—   |8ша  ^ гг?1С08а   =0;  (11) 

Бъ  этимъ  уравнев1ямъ  мы  должны  еще  присоединить  уравнен1я  (2)  и 
(3)  преды дущаго  §~^,  а  именно: 

ОТ) 

Всю  совокупность  уравяен|й  (2),  (3)  и  (7)  —  (11)  назовемъ  для 
краткости  уравнен1ями  (Е)- 

Мы  видимъ,  что  уравнен1Я  (8)  и  (9)  тождественны,  а  потому  мы 
будемъ  им']^ть  шесть  уравнешй  {Е). 

Исключимъ  пока  случай  а  =  соп81;. 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ  (3)  и  (11),  получимъ,  что 

первое  изъ  эгихъ  уравнен1Й  показываетъ,  что  кривыя  г;  =  соп81;  геоде- 
зическ1Я;  что  касается  второго,  то  выбравши  соотв-Ьтственнымъ  обра- 
зомъ  параиетръ  г^,  мы  на  основан1И  его  можемъ  положить 

а  =  и-  (12) 

Исключая  изъ  ураинен1Й  (2)  и  (10)  функд1Ю  2,  получимъ  уравне- 
Н1е  для  опред^летя  ^,  а  именно: 

с?5 Зсозмйм 

§  ~"         81пи    ' 


откуда,  интегрируя,  найдемъ 


гд-Ь  а  н-Ькоторая  постоянная. 


81П^М 


(13) 
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Обраи^аясь  теперь  къ  уравнен1ю  (10),  мы  получимъ  изъ  него 
следующее  выражен1е  для  I: 

2г  =  ^.  (14) 

Если  подставимъ  въ  уравнен1е  (9)  вм'Ьсто  а,  §,  I  найденныя  для 
нихъ  значен1я  и  зам'Ьтимъ,  что  Г1  =  -^,  то  для  опред^летя  г)*  по- 
лучимъ  дифференщальное  уравнен!е 

81ПМ  сози  ^  +  ^1  =  0. 

ои 
Интегрируя  это  уравнен  1е,  найдемъ,  что 

гд'к  М{V)  вроизводьная  фуикщя  параметра  «г;  нетрудно  вид'Ьть,  что, 
выбравши  соотвДтствеанымъ  образомъ  параметръ  V,  мы  можемъ  доло- 
жить фуикц1ю  Л/ (17)  равной  постоянной  величин'Ь  1с. 

Подставляя  вс1  полученныя  значешя  функц1Й  §,  ^1,  а,  ;  въ  урав- 
неше  (7),  увидимъ,  что  оно  тождественно  удовлетворяется. 

Такимъ  образомъ  видимъ,  что  наша  задача  допускаетъ  опред']^- 
ленное  р'1^шен1е. 

Линейный  элементъ  поверхности  ^5  им^етъ  видъ 

+  **со1;ап8*ий^^ ;  (15) 


81П*/1 


отсюда  заключаемъ,   что   поверхность  )§    наложима  на  некоторую  по- 
верхность вращен1я. 

Чтобы  найти  уравнен1е   соотв']^тствуюп;ей    поверхности  вращен1я, 
мы  должны,  какъ  изв'Ьстно,  привести  линейный  элементъ  (15)  къ  виду 

(!$'  =  [1  +  (<Р'  (г,))']  аг1 + ^^аV^  (1 6) 

тогда  уравцен1е  искомой  поверхности  вращешя  будетъ 

ири    чемъ,    конечно,   за   ось   ^'^"    принята   ось   вращен1я,  а  г1  равно 

Х^  +  У'- 

Сравнивая  выражешя  (15)  и  (16),  мы  можемъ  положить 

г'1  =  —     ^^  =  а^со^апс^м, 
а 
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а  отсюда  уже,  замечая,  что   <?го  = г-^ ,  найдемъ,  что 

Интегрируя  это  уравнен1е,  найдемъ,  что  искомая  поверхность 
вращен1я  представляетъ  параболоидъ,  уравненхе  котораго 

г1      х^  +  У' 

^=-<Г  =  --Г^'  (17) 

2а  1а 

Примемъ  этотъ  парабол оидъ  вращен1я  за  начальную  форму  по- 
верхности &;  какъ  легко  вид'Ьть,  плоскостями  паден1я  лучей  соответ- 
ственной конгруэнцш  В  будутъ  плоскости  мерид1аиовъ. 

Но  самому  своему  опред'Ьлен1ю  уголъа  =  14  представляетъ  уголъ, 
составляемый  лучами  нашей  конгру9нц1и  съ  касательными  къ  мерид1а- 
намъ,  проведенными  въ  соотв']^тственныхъ  точкахъ  паден1Я  лучей. 

Съ  другой  стороны,  изъ  соотношен1я 

Го  =  асо1ап8и,  (18) 

легко  заключить,  что  и  есть  уголъ  касательной  къ  меридхану  съ  фо- 
куснымъ  рад1усомъ  векторомъ  точки  касан1я. 

Отсюда  ясно,  что  для  выбранной  нами  начальной  формы  поверх- 
ности /5  ВС*  лучи  соответственной  конгруэнц1и  В  проходятъ  черезъ 
фокусъ  параболоида  вращен1я. 

Выражен1е  (14)  для  разстоян1я  между  соотв']^тственными  точками 
поверхностей  5  и  -2^  будетъ  въ  разсматриваемомъ  случа* 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ  (Е),  мы  зам-Ьчаонъ,  что  всЬ  они  не 
изменятся  при  зам'Ьн'Ь  а  черезъ  — а  т.  е.  при  переход'Ь  отъ  конгру- 
энц1и  падающихъ  лучей  I)  къ  копгруэнщи  отраженныхъ  лучей  Лх\ 
поверхность  т1П1та,  связанную  съ  конгруэнц1ей  В^  такъ,  какъ  2  свя- 
зана съ  2),  будемъ  обозначать  черезъ  -2', . 

Резюмируя  все  сказанное,  приходимъ  къ  первой  теоремп»  СНлгскагЛ'а. 

Соединимъ  есть  точки  параболоида  врагцетя 

съ  фокусомъ;   полученная    конгруэнц'гя    прямыл^    В   представить   систе- 
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му  нормалей  нгькоторой  поверхности  тгпгта  2.  Разстояше  соотв^ьт- 
ственныхъ  точекь  ^траболоида  и  поверхности  2  будетъ 

и  011 

Если  теперь  мы  будемъ  какь  угодно  деформировать  разсматривае- 
мый  параболоидъ  и  неизмп>нно  сь  нимъ  связанную  конгруэнтю  2),  то  по- 
сл1ьдняя  будетъ  нормальна  къ  соотвп>тственнымъ  поверхностямъ  тЫгта 
2  во  все  время  деформацт.  Подобнымъ  же  свойствомъ  будетъ  обладащь 
конгруэнция  В\,  неизмгьнно  связанная  сь  деформирующейся  поверхноапью 
и  предгтавляюгцая  систему  от})аженныхъ  отъ  нея  лучей,  если  за  пода- 
ющ}е  лучи  примемъ  лучи  конгруэниш  Л-  Точки  поверхности  тгпшЬ 
2^,  нормальной  кь  лучамъ  котруэнцги  Д,  симметричны  сь  точками  2 
относительно  касательныхъ  плоскостей  поверхнотги  5,  проведенныосъ  въ 
пючкахъ  паденгя  соотв1ьтственныхъ  лучей,  Черезъ  8  обозначены  изгнба- 
нгя  нашего  параболоида. 

Сд'Ьлаемъ  еще  сл'Ьдующее  зам'1^чан1е,  указывающее  на  иитересную^ 
зависимость,  которая  существуетъ  между  поверхностями  тшта  2^  и  2^1 , 
нормальными  соотв-Ьтственно  къ  лучамъ  конгруэнц1Й  7)  и  Д.  .,^^^ 

Уравнен1е  касательной  плоскости  въ  соотв-Ьтственныхъ  точка^ъ 
этихъ  новерхностей  будетъ 

лгсоаа  :±:  ^/зхпа  —  ^  =  О , 

гд1^  верхн1й  знакъ  относится  къ  поверхности  2,,  а  нижшй  къ  поверх- 
ности -2^1 . 

Принимая  во  вниман1е  полученныя  нами  значеш'я  а  и  /,  мы  при- 
ходимъ  къ  сл-Ьдующей  теорем*; 

Разстоянге  точекъ  одной  изъ  поверхностей  тгпгта  2  и  2х,  соот- 
вп>тственно  нормальныхъ  къ  лучамъ  конгруэнцгй  В  и  В\,  отъ  касатель- 
ной плоскости,  проведенной  къ  другой  поверхности  въ  соотвгьтственной 
точкп»,  равно  постоянной  |а|.  г  я 

Мы  исключили  пока  изъ  нашего  изсл'Ьдованхя  случай  а=соп81.н 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ  (Е),  видимъ,  что  въ  этомъ  случа* 
можно  положить  ё=1;  дал'Ье  изъ  уравнен1Я  (Ю)  им'Ьемъ,  что  81па=0, 
т.  е.  сс  =  0,  другими  словами  лучи  нашей  конгруэнц1и  касаются  по- 
верхности а9,  а  это  случай,  разсмотрЬиный  У^е'хщлНеп'окъ  и  разобран- 
ный нами  въ  §  4  предыдущей  главы.  г^ 

§  3.  Перейдемъ  теперь  къ  случаю,  когда  конгруэнц1я  падающихъ 
лучей  2)  остается  нормальной  къ  поверхностямъ  съ  постоянной  Гауссов- 

ской  кривизной  —  при  всевозможныхъ  деформац1яхъ  отражающей  по- 
верхности /5. 
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На  основанш  выражешй  (5)  соотвошев1е  ВхВ^^^^т  приметь  видъ 

(Р  — ш)  — г((),  +  Ра)  +  (>,р2  =  0; 

на    основанш    уравнен1я  (4)   и  уравнешй    Со€1аг21-Ма1паг(11    мы    посл'Ь 
исключен1я  изъ  него  функщй  р],  дх  приведемъ  его  къ  виду: 

-  ^  [(Р  —  ш)  псоза  +  /1?,  ]  +  (Р  —  т)  йп^  Квта  + 

Лгг  1 

+  (Р  —  т)  гсо8(х  —  +  ЦгхСО%а  81па  +  ^^1 81П« [(Р  —  »0  П§?1  Л^сова  + 

Зд'бсь  по  предыдущему  К  обозначаетъ  Гауссовсвую  кривизну  по- 
верхности 5. 

Это  выражен1е  должно  представлять  изъ  себя  тождество,  спра- 
ведливое для  всевозможныхъ  значеь1й  рх,  дх\  поэтому  функщй  ^,  971,  а,  { 
должны  удовлетворять  уравнешямъ 

(Р — т)ё71Я81па  +  (г2— «н)гсо8а---  +  ?Г|ё81пасо8а+^718ша  =  0,     (20) 

йг]хК  [(Р  —  т)  псоза  +  1т]х]  =  О,  (21) 

8ша  \{Р  —  т) р  —  1вв\па\  =  О ,  (22) 

(Р  —  т)  [зша  ^-  ~  —  гсоза  1=0;  (23) 

I  Г]х  оу  \ 

къ   этимъ   уравненхямъ  мы  опять  должны    присоединить  уравнешя  (2) 
и  (3)  настоящей  главы  т.  е.  уравнентя 

По  предыдущему  совокупность  уравненхй  (2),  (3)  и  (20)  —  (23) 
будемъ  называть  уравнен1ями  (Е). 

Оставляя  въ  сторон*  случай  а  =  соп8*  и  обращаясь  къ  уравне- 
шямъ (3)  и  (23),  найдемъ,  что 
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Изъ  перваго  заключаемъ,  что  кривыя  (;  =  С01181;  1*еодезическ1я 
на  поверхности  5;  дал^е,  подобравши  соотв'Ьтственнымъ  образомъ 
параметръ  и,  мы  на  основав1и  второго  изъ  этихъ  уравнен1й  можемъ 
положить 

а  =  и.  (24) 

Опред'Ьляя  изъ  (22)  функц1ю  §  и  нодставляя  ея  значен1е  въ  урав- 
веше  (2),  получимъ  для  опред'Ьлев1Я  фунищи  2  следующее  дифферен- 
щальное  уравнен]е: 

Ш      ,  совмйм 
1^  —  т        8ти 


интегрируя  его,  найдемъ,  что 


г2_^=    «    ,  (25) 


гд'Ь  черезъ  а  обозначеиа  постоянная  интеграц1и. 
Изъ  посл'1Ьдвяго  выражен1я  им'Ьемъ,  что 


у/  а  4-  твт^и 


81ПП 


а  потому  дли    д'Ьйствительныхъ    поверхностей  2!  должно   ии^ть  н^сто 
неравенство 

а  +  т^'т^и>0.  (26) 


Зная  выражеи1е  для  I,  легко  найдемъ  значеше  §,  а  именно: 

а 


&т^и  у^ а  -\~  т^\п^и' 


(27) 


Обращаясь  къ  уравнению  (21),  мы  при  помощи  (22)  и  найденныхъ 
нами  значен1й  §,  I,  ее,  приведемъ  его  къ  виду 

1  ^^1  ^  1 

7|  ди  зхтгсозк' 

отсюда,  выбравши  приличнымъ  образомъ  параметръ  г;,  придемъ  къ  сл'к' 
дующему  выражен1Ю  для  функц1и  ^|: 

гд'Ь  к  постоянная. 

Подставляя    полученный    нами    значенхя   функд1й    §,    //1,  а,  /  въ 
уравнен1е  (20),  увидимъ,  что  оно  удовлетворяется  тождественно. 
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Для  линейваго  элемента  поверхности  ^$  въ  ланномъ  случае,  мы 
получили  выражен1е 

откуда  заключаемъ,  что  поверхность  5  наложима  на  поверхность 
вращен1я. 

Найдемъ  уравнен1е  одной  изъ  соотв'Ьтственныхъ  поверхностей 
вращеп1Я,  при  чемъ  зам']^тимъ,  что  давая  постоянной  к  как1я  угодно 
зпачен1я,  мы  будемъ  получать  различный  поверхности  вращен1я,  нало- 
жимыя  одна  па  другую. 

При  р']Ьшен1И  посл'Ьдняго  вопроса  намъ  пр1йдется  разсмотрЪть  два 
случал:  1)  когда  кривизна  поверхности  2  положительна  и  2)  когда  она 
отрицательна. 

Разсмотримъ  первый  случай  т.  е.  случай,  когда  т  =  п^>0- 

При  этомъ  мы  можемъ  сд-Ьлать  относительно  постоянной  а  два 
предположен]я,  а  именно  мы  можемъ  положить  а>0  и  а<0. 

Въ  случа*  а  >  О  неравенство  (26)  удовлетворяется  при  всевоз- 
можныхъ  значев]лхъ  а- 

Сравнимъ  теперь  выражен1е  (29)  для  линейнаго  элемента  поверх- 
ности 5  съ  общимъ  выражен1емъ  для  линейнаго  элемента  поверхности 
вращен1я 

й.2  =  [1+(<)гЧг^))^]йг2  +  г,^.,^; 
какъ  легко  вид'Ьть,  мы  можемъ  положить 

V  =  V\,     Го  =  ксо{в.п^г1 , 
откуда  найдемъ,  что 


ИЛИ,  р']^шая  относительно  [у' (»о)]'' 

_  («'  -  Г-а)  г1  +  А^  [а^  -  /.•«  (а  +  «^)] 

Зам-Ьчая,  что  при  услов1и  а>0  величина  а-\-11^  всегда  положи- 
тельна, мы  можемъ  положить 

А^2  _  _«!_ 
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и  тогда  выражен1е  для  [^'(^о)]*  приметъ  видъ 


7г^г 


2..  2 


^'^'^^оЯ'-фГТ^у 


Интегрируя  посл^^днее  уравнен1е,  мы  получимъ  уравиен1е  искомой 
поверхности  вращен1я 


^^      Д^'  +  .У'^1 


откуда  заключаемъ,  что  въ  разсматриваемомъ  случае  поверхность  5 
налооюима  на  двуполый  гиперболоидъ  вращенгя- 

Еерейдемъ  ко  второму  случаю,  когда  при  т  =  л^  >  О  постоянная 
а  отрицательна. 

Въ  силу  неравенства  (26)  по  абсолютной  величин!;  а  должно 
быть  меньше  т  т.  е. 

а  +  п2>0.  (30) 

Разсуждая  совершенно  аналогично,  какъ  и  въ  предыдущемъ  слу- 
чае, мы  можемъ  опред'Ёлить  постоянную  к-  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

а  +  7Г 

а  тогда  для  опред'Ьленхя  соотвЬтственной  функц1и  (р  (го)  получимъ  диф- 
ференц1альное  уравнен1е 


[др'(го)]-2  =  — 


П'Г^ 


-а{-а-г1) 

Полагая  — а  =  Ь->0,  легко  получимъ  уравнение  искомой  по- 
верхности вращен1я 

^«       х^  +  у^  ^ 

а  это  эллипсоидъ  вращен1я. 

Итакъ  поверхность  )8  во  второмъ  случа*  наложима  на  эллипсоидъ 
вращен'ья. 

Такъ  какъ  въ  силу  неравенства  (30)  величина  п*  больше  величи- 
ны />^,  то  ось  вращенгя  совпа^^аетъ  съ  большой  осью  эллипса, 

Изъ  соотношен1Я  Го  =  ксо1а.щи,  им*ющаго  м'Ьсто  въ  обоихъ  слу- 
чаяхъ,  подставляя  вместо  к  его  значен1е,  легко  заключить,  что  и  есть 
уголъ  касательной  къ  мерид1ану  съ  фокуснымъ  рад1усомъ  векторомъ 
точки  касан1я.  Съ  другой  стороны  11  =  а  представляетъ  уголъ,  состав- 
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ляемый  съ  той  же  касательной  Л7<1емъ  соотв^Ьтств^ной  конгруэ11Ц1м  I), 
ороведеннымъ  черезъ  точку  касан1Я. 

Поэтому,  если  предположимъ,  что  начальной  формой  поверхности 
5  служитъ  одн{1  изъ  110Л}ченныхъ  нами  поверхностей  вращевхя  2-го 
порядка,  то  иаъ  предыдущаго  заключаемъ,  что  всЬ  лучи  соотв']^хствен- 
ной  конгруэнши  В  будутъ  проходить  черезъ  одинъ  какой  либо  изъ 
фокусовъ  соответственной  поверхности  2-го  порядка. 

Обращаясь  къ  выражен1ю  для  разстоян1я  I  соотв'Ьтственныхъ  то- 
чекъ  поверхностей  8  и  2,  найдемъ  для  него  следующее  выражен1е: 

12  =  ^а  +  п^)-  +  {а  +  п^) 
л 

или  сл'Ьдовательно 

Замечая,  что  величина  рад1уса  вектора  мерид1ана  будетъ 


мы  видимъ,  что 


а==±(1::^п), 


при  чемъ  верхн1й  знаиъ  передъ  скобками  соотв'Ьтствуетъ  эллипсу,  ниж- 
шй  гипербол!;. 

Отсюда  заключаемъ,  что  разстояп1е  соотв'Ьтствепной  точки  повер- 
хности 2^  отъ  фокуса  поверхности  2-го  порядка,  лежащаго  на  нормали 
къ  2!,  величина  постоянная,  равная   п,  если  кривизну  поверхности  21 

обозначимъ  черезъ  -^. 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ  {Е),  зам']^тимъ,  что  они  не  изменят- 
ся при  зам-Ьн*  а  черезъ  — а,  т.  е.  при  переход*  отъ  конгруэнщи  па- 
дающихъ  лучей  7>  къ  конгруэпц1и  ограженныхъ  лучей  В\ . 

По  прежнему  поверхность,  связанную  съ  последней  конгруэнщей 
такъ,  какъ  И  связана  съ  2),  будемъ  обозначать  черезъ  -2*1. 

Резюмируя  все  сказанное,  приходимъ  ко  второй  теоремгь  Отекагй'а. 

Им7ьемъ  двуполый  гиперболоидъ  врагценгя  съ  дгьйствителыюй  осью 
равной  2п,  или  эллипсоидъ  вращения  около  большей  оси,  длина  которой  рав- 
на 2п-  Соединила  вС7Ь  точки  разсматриваемой  поверхности  съ  однимъ  изъ 
ея  фокусовъ;  полученная  такимъ  образомъ  линейчатая  конгру&нцгя  В 
будетъ  нормальна  къ  мькоторой  поверхности  -^  съ  постоянной  Гауссов- 

ской  кривизной    -^ .  Если  теперь  будемъ  какъ  уюдно  деформировать  дан- 
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ную  поверхность  ^ращенгя,  при  чежь  предполооюалъу  что  лучи  конгруэн- 
цш  В  неизменно  съ  нею  связаны,  то  эти  лучи  во  все  время  деформацги 
будутъ   нормальны  кь  соотвп^тствеииымь   поверхноетямъ  2  постоянной 

кривизны  —^  -  Другую  подобную  конгрувнцгю  1>1  получимг,  соединяя  точ- 

п 

кы  нашихъ  поверхностей  врагценгя  еь  другимъ  фокусомъ.  Какь  лемсо  ей- 
дш»1ь,  точки  соотвптстнующихъ  ей  поверхностей  ^1  будутъ  симмет- 
ричны сь  точками  поверхностей  2  относительно  касателъныхъ  плоско- 
стей кь  поверхноетямъ  8,  проведенныхъ  вь  точкахъ  паденья  соотвптству- 
ющихъ  лучей.  Черезъ  8  мы  обозначаемъ  изгибангя  нашихъ  'поверхностей  ера- 
щенгя  2'Ю  порядка.  Если  теперь  мы  будемъ  разсматривать  поверхности, 
образованныя  точками  лучей  В,  которыя  совпадаютъ  съ  фокусомъ  соот- 
вп>тственной  поверхности  врагцен'ья,  то  на  основанги  извньстной  теоремы 
Воппе1 '),  онгь,  какь  параллельный  къ  поверхноетямъ  ^  постоянной  Гауе- 

совской  кривизны  -^^    будутъ   им1ьть    постоянную   среднюю    кривизну ^ 
п 

равную  — .    Тп^мъ  же  свойствомъ   будутъ  обладать  поверхности,  точки 
п 

которыхъ  симметричны  съ  точками  разсматриваемыхъ  поверхностей 
относительно  касателъныхъ  плоскостей  къ  поверхноетямъ  8- 

§  4.  Обратимся  теиерь  къ  случаю,  когда  кривизна  поверхностей  21 
отрицательна,  т.  е.  къ  случаю,  когда 

П1  =  — п2<0. 

Быражен1е  для  ра8стоян1я   между  соотв'Ьтственнынги  точкавси  по- 
верхностей 8  и  2!  будетъ  въ  настоящемъ  случа* 


-      1/а  —  пЧт^и 
I  = ; > 

а  потому   для  д']^йствительныхъ   поверхностей  2  должно   им'Ёть  мЪсто 
перавенство 

а  —  пЧ\пЧ>0.  (31) 

Изъ  посл^дняго  неравенства  заключаемъ,  что  постоянная  а  дол- 
жна быть  положительной;  относительно  нея  мы  можемъ  сд'Ьлать  три 
предположешя 

а>п^,    а<п^,     а  =  п^. 


Разсмотримъ  ВС*  эти  три  случая  отдельно. 


^)  Воппе!.  Мёто1ге  зиг  1а  1Ьёопе  (1е8  вигГасев  аррИсаЫез  зиг  ипе  зигГасе  с[оп- 
пёе  (^оигпа1  с1е  ГЕсо1е  Ро1у^есЬп^^ие  ХЫ1  саЫег  р.  77). 
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Выражен1е  для  [9>' (го)Т  будетъ,  по  прежнему,  вида 

[<Р  (»-о)Р==-    -4.^,-7,|-+-;ь«)--«М •  ^'^' 

Въ  первомъ  случа*,  т.  е.  когда  а>м*,  если  бы  мы  пожелали 
выбрать  к  подобно  предыдущему  такимъ  образомъ,  чтобы  независящ1й 
отъ  Го  членъ  въ  числител*  обратился  въ  нуль,  то  мы  бы  нашли  для 
[^р'О'о)]^  выражен1е  вида 

т.  е.  получили  бы  мнимую  поверхность  вращен1Я  2-го  порядка. 

Что  касается  двухъ  посл-Ьднихъ  случаевъ,  то  во  второмъ  изъ 
нихъ  мы  должны  были  бы  положить  Х;^  =  0,  что  невозможно,  а  въ  пер- 
вомъ мы  нашли  бы  для  к^  выражеп1е 

*2  =  — ^^<0; 
а  —  ?г 

величина  к  была  бы  мнимой  и  мы  опять  пришли  бы  къ  мнимымъ  по- 
верх ностямъ  2-го  порядка. 

Поэтому  выберемъ  к^  такъ,  чтобы  въ  выражен1и  (32)  для  [д>'(го)У 
коэффиц1ен1ъ  при  г^  въ  числителе  обратился  въ  нуль. 

При  этомъ  услов1И  для  к^  найдемъ  значен1е 

а  потому  выражен1е  для  [ф'(^о^]^  приведется  къ  виду 
Интегрируя  это  уравнение,  получимъ: 


при  а  >  п^,     Го  =  \/ а  —  п^ =  \/ и  —  п^  81пЬ  — , 


при  а  <  п^,     Го  =  V  п'  —  а ^ =  ^п^  —  а  созЬ    - , 


при  а=^п^,     Го=^  е 
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Бъ  посл');днемъ  случа*!  мерид1аномъ  искомой  поверхности  враще- 
в1я  будетъ  служить  логариемива,  ассимптота  которой  совпадаетъ  съ  осью 
вращен1я;  во  второмъ  мерид1аномъ  служитъ  укороченоая  или  удлинен- 
нал  (въ  зависимости  отъ  того  будетъ  ли  у/п^  —  а  о  1)  д'Ьпная  лишя. 

Въ  упомянутомъ  нами  въ  введен1и  мемуар']^  В1апсЫ  называетъ 
полученныя  поверхности  вращен1я  соответственно  хипе'дёоличеспимъ  ей- 
нусоидомъ,  укороченнымъ  или  удлиненнымъ  катенаидомъ  и  логариемической 
поверхностью  вращенгя. 

Итакъ  мы  приходимъ  къ  третьей  теоремгь  ОигскагЛ'а. 

Имгьемъ  одну  изъ  поверхностей  вращенгя,  уравненгя  которыхъ 

х^-  +  у^  =  (а  —  п^)^т\х^-,    л:^  +  у/^  =  (п«  — а)со8Ь2-,    х2  +  у«  =  е**. 

п  п 

Въ  плоскостяхъ  меридгановъ  черезъ  каждую  точку  этихъ  поверх- 
ностей проведемъ  прямыя,  составляюшгя  съ  касательными  кь  меридш- 
намъу  построеннымъ  въ  тгьхъ  же  точкахъ,  уголь  и,  со(апд  котораго  слп,- 
дующимъ  образомъ  выражается  черезъ  координаты  точки  касангя 

соЬзтаи  =  - — т^      • 

Полученная  такимъ  образомъ  конгруэнщя  прямыхъ  В  пре()ставитъ 
систему  норма.\е11  нп»которой  поверхности  2  съ  постоянной  Гауссовской 

кривизной ^.  Если  теперь  буг)емъ  какь  угодно  деформировать  нагиу 

п 

поверхность  вращенгя,  при  чемъ  продположимъ,  что  лучи  конг)*уэнцги 
В  неизмп>нно  съ  нею  связаны,  то  эти  лучи  во  все  время  деформац'ш 
будутъ  нормальны  къ  соотвп»тственнымъ  поверхностимъ  ^  съ  постоян- 
ной отрицательной  кривизной ^-   Подобнымъ  же  свойствомь  будутъ 

обладать  конгруэнцш  лучей  Д,  отраженныхъ  отъ  деформирующейся 
поверхности.  Точки  соотвгьтствующей  имъ  поверхности  ^\  постоянной 
кривизны  будутъ  симметричны  съ  точками  поверхностей  ^  относительно 
касательныхъ  плоскостей,  проведенныхъ  къ  поверхностямъ  8  въ  точкахъ 
паденья  соотвуьупственныхъ  лучей.  Черезъ  8  мы  обозначаемъ  изшбашя 
данныхъ  поверхностей  вращенгя* 

Выражен1е  дли  разстолн1Я  {  между  соотв']^гственными  точками 
^8  и  2Г  будетъ,  какъ  легко  видеть, 

1  =  ]/г1Л-а  —  п''^ 

Въ  случа'Ь,  когда  а  =  н^  найдемъ  следующее  интересное  по- 
строение. 
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Зам'Ьтнмъ,  что  въ  этохъ  случя'Ь  ^  =  го;  дадЪе  изъ  уравненхя  не- 
рмд1ана  ^^  =  п\ощ^^  и  соотношенЫ   г^  =  ксоЬлщи  =  псоип^и  ваходимъ, 

что  -г—  =  1лщи,  откуда   заключаемъ,  что   рад1усы  параллелей  совпа- 

даютъ  съ  лучами  конгруэнц1и  2)  Что  касается  поверхаости  -Г,  то 
нетрудно  уб4диться,  что  въ  случа'Ь,  когда  поверхность  5  представ- 
ляетъ  логаривмическую  поверхность  вращев1я,  она  представляетъ 
ничто  иное,  какъ  геометрическое  м^сто  центровъ  параллелей  т.  е. 
ось  вращен1я. 

Такимъ  образомъ  будемъ  им-бть  следующую  теорему. 

Будемъ  какъ  угодно  деформировать  логаривмическую  поверхность 
вращенгя 

20  =  л1о8и^  +  »*), 

при  чемъ  предположимъ,  что  съ  нею  неизменно  связана  конгруэнция  лу- 
чей V,  совпадающихъ  съ  рад'1усами  параллелей.  Въ  такомь  случать  геомет- 
рическимъ  м^ьстомъ  точекъ,  совпадавгиахъ  вначалть  съ  осью  вращеп1Я,  бу- 

дутъ  поверхности  2  съ  постоянной  Гауссовской  кривизной ^»  <>Р**^' 

гональныя  кь  лу^шмъ  еоотвп^тственной  конгруэнцги  В- 

Намъ  остается  только  разсмотр'Ьть  оставленный  пока  въ  стороне 
случай,  когда  а=соп81. 

Изъ  уравнен1й  {Е)  находимъ,  что  при  I  отличномъ  отъ  нуля, 
(случай,  который  предполагаемъ  а  рпог!)  а  равно  О,  а  это  увазываетъ 
на  то,  что  прямыя  конгруэнц1и  2)  касаются  поверхности  5- 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  \^е1пкаг1еп'овскому  случаю,  раз- 
смотр'Ьнному  нами  въ  §  4  предыдущей  главы. 

§  5.  Изъ  предыдущаго  видимъ,  что  для  всЬхъ  поверхностей  вра- 
щев1я,  па  которыя  наложимы  наши  поверхности  5,  между  угломъ  а, 
составляемымъ  лучами  конгруэнц1й  В  съ  касательными,  проведенными 
къ  мерид1анамъ  въ  точк^^  оаден1я  луча,  и  рад1усомъ  параллели,  про- 
ходящей черезъ  ту  же  точку,  существуетъ  соотношеи1е 

^о^а.п^а  =  ]с  =  сопз!; . 

Обращаясь  къ  результатамъ  §  7  главы  I,  видимъ,  что  въ  этомъ 
случа*  главный  кривыя  поверхности  5  по  отношеп1ю  къ  конгруэи- 
Ц1ямъ  В  и  В\  будутъ  сопряженными  кривыми,  при  чемъ  он*  останут- 
ся сопряженными  при  всевозможныхъ  деформац1яхъ  поверхности  5- 

Дал-Ье,  такъ  какъ  конгруэнщи  В  и  В[  представляютъ  кон1Т)у- 
энщи  нормалей,  то  въ  силу  разсужден1й  §  4  той  же  I  главы,  главныя 
кривыя  поверхности  5  по  отношен1Ю  къ  конгруэнщямъ  2)  и  Д 
совпадаютъ. 
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Наконецъ,  изъ  самого  опред^Ьлеи^я  главныхъ  лин1й  явствуетъ,  что 
он'Ь  въ  ланномъ  случае  соотв'Ьтствуютъ  линЬшъ  кривизны  поверхно- 
стей 2  л  Д,  нормальныхъ  соотв'Ьтственно  къ  лучамъ  коигруэнщй  7)  и  Д. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  сл'Ьдующей  теоремЬ,  им']^ющей 
фундаментальпое  значен1е  при  доказательств*  теоремъ,  обратныхъ  тео- 
ремамъ  6и1с}1аг€1*а. 

Лиши  кривизны  поверхностей  2^  и  -2",,  нормальныхь  соотвчьтствен- 
но  кь  падающимъ  и  отражеинымь  лучамъ  В  и  В\,  разсматриваемымъ 
еь  теоремахъ  ОшскагЛ'а,  соотв1ьшствуютъ  друьъ  другу  и  некоторой 
сист€М'9ь  сопряженныхъ  кривыхъ  на  соотвгыпственной  отражающей 
поверхности  8- 

§  6.  Замечая,  что  линейные  элементы  поверхностей  5  приводят- 
ся къ  двумъ  формамъ 

мы  видимъ,  что  ВС*  наши  поверхности  вращен1я  Ь'  представляютъ 
основныя  поверхности  врагцетя,  съ  которыми  мы  встретились  въ  §  8 
главы  I,  при  чемъ  конгруэнции  В  и  В\  будутъ  присоединенными  кь 
нимъ  конгруэнц1ями. 

Въ  виду  этого  мы  можемъ  высказать  слЬдующую  теорему. 

Ассимнтотическ'ья  линш  на  поверхностяхъ  2  и  -2*1,  разсматривае- 
мыхь  во  теоремахъ  Ошскагс1'а,  соотвп>тствуюупъ  другь  другу. 

§  7.  Укажемъ  теперь  на  интересную  свизь,  существующую  между 
разсмотр*нной  нами  задачей  вшсЬаг(1'а  и  нахожден1емъ  некоторой  цик- 
лической линейчатой  конгруэнщи  т.  е.  конгруэнц1и,  составленной  изъ 
осей  круговъ,  нормальныхъ  къ  безчисленному  множеству  поверхностей. 

Изъ  разсужден1й  настоящей  главы  ясно,  что  существуетъ  система 
круговъ,  ортогональныхъ  къ  поверхностямъ  -2"  и  -2",  и  им'Ьющихъ  цен- 
тры въ  соответствен ныхъ  касательныхъ  плоскостях  ь  понерхности  5. 

Координаты  точекъ  какого  либо  изъ  этихъ  круговъ  по  отпошен1Ю 
къ  соответственнымъ  осямъ  (Г)  будутъ 

X  =  Хо -\- ГоСОВ^ у     2/  =  о,     ^е^  =  ^о8^п^ 
гд'Ь 

^-0  =  -^-»     Го  =  Мп};и,  (33) 

а  I  уголъ,  составляемый  соотв-Ьтственнымъ  радхусомъ  круга  съ  положи- 
тельнымъ  направлен1емъ  оси  ж"*". 

Если  какая  либо  точка  М  этого  круга  описываетъ  поверхность, 
ортогональную  къ  разсматриваемой  конгруэнцш  круговъ,  то  проэкщи 
ея  перем'Ьщен1й  на  оси  (Т)  должны  удовлетворять  соотношешю 

9 
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вш^х  —  со8^<^^9  =  О 

при  каЕихъ  угодно  значешяхъ  с1и,  с^V. 

Такъ  какъ   въ  разсматриваемомъ  случа^^  хо  я  го  функщи  одного 
параметра  к,  то  последнее  соотношен1е  приведется  къ  виду 


гд* 


^  =  ^^0'\^'  дхосо&1  +  (б  +  ~Г~  )  81*П/, 

У=д1{го  +  хосо^), 
Т=-го. 

КаЕЪ  изв^^стно,  соотношен1е  (34)  будетъ  удовлетворяться  при 
всевозможныхъ  значешяхъ  с1и,  ЛV,  если  будетъ  тождественио  удовле- 
творяться соотношен1е 

которое  въ  вастоящемъ  случа^^  приводится  еъ  виду 
при  чеиъ 

Чтобы  наши  круги  были  ортогональны  къ  безчисленному  множеству 
поверхностей,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  функцш  А,  В,  (7  обра- 
щались тождественно  въ  нуль  0>  т.  е.  чтобы  удовлетворялись  уравнев1я 

Го5Ч  +  ^о'?а^"  +  ''Л'-1§  =  0.     %^^  +  Ъх,^  +  г1г,й  =  0-     '351 

Подставляя  сюда  значен1я  ё,  ^ь  Го,  хо  для  каждаго  изъ  раз- 
смотр'1^нныхъ  нами  въ  этой  глав'Ь  случаевъ,  увидимъ,  что  во  вс^хъ 
этихъ  случаяхъ  уравнен1я  (35)  удовлетворятся.  Если  кром^Б  того  за* 
м'Ьтимъ,  что  услов1Я  (35)  не  зависятъ  отъ  функщй  р,  д,  р\.  д\,  то 
пр1йдемъ  къ  сл'Ьдуюп^ей  интересной  теорем*. 

Со  всякой  поверхностью  5,  наложимой  на  одну  изъ  основныгь  по- 
верхностей вратенгя,  неизмгьнно  связана  нтькоторая  циклическскя  ктгру- 
энцгя,  остающаяся  циклической  при  всевозможныхъ  деформацгяхъ  по- 
верхности 5. 


1)  См.  ВхапсЫ  р.  341. 
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ГЛАВА   IV. 
Теоремы   В1апсЬ|. 

§  1.  Въ  предыдущей  глав^  мы  показали,  что,  если  черезъ  точки 
какой  либо  поверхности  5,  наложимой  на  одну  иэъ  основныхъ  поверх- 
ностей вращен1я,  проведемъ  соотв'Ьтственнымъ  образомъ  прямыя,  то 
получимъ  конгруэнщю  нормалей  къ  н^кото1>ой  поверхности  штхша 
или  къ  н'Ькоторой  поверхности  съ  постоянной  Гауссовской  кривизной. 

Лучи  рассматриваемой  конгруэвц1и,  неизменно  связанные  съ  по- 
верхностью /8  и  остающ1еся  нормальными  къ  соотв'Ьтственнымъ  повер- 
хностямъ  шшта  или  поверхностямъ  съ  постоянной  Гауссовской  кри- 
визной при  всевозможыыхъ  деформащяхъ  поверхности  5,  лежать  въ 
плоскостяхъ  кривизны  опред']^ленной  системы  геодезическихъ  кри- 
выхъ  Сг  поверхности  5,  представляющихъ  изгибашя  мерид1ановъ.  Но 
изъ  общей  теор1и  фокальныхъ  поверхностей  мы  знаемъ,  что  посл^дн1я 
плоскости  касаются  поверхности  ]8о,  дополнительной  къ  В,  т.  е.  повер- 
хности, которая  вм'Ьст'Ь  съ  5  представляетъ  дв*  фокальныя  поверхно- 
сти конгруэнц1и  касательныхъ  къ  геодезическимъ  кривымъ  6г. 

Такимъ  образомъ  лучи  конгруэнщи,  разсмотр^нной  въ  предыдущей 
глав']^,  мы  иожемъ  разсматривать  какъ  прямыя,  лежащ1я  въ  касатель- 
ныхъ плоскостяхъ  поверхности  йо- 

Отсюда  естественно  задать  себ4  вопросъ,  при  какихъ  услов1яхъ 
лучи  н'^^которой  конгруэнц1и  2>,  лежащ1е  въ  касательныхъ  плоскостяхъ 
н'Ькоторой  поверхности  /5|о  и  неизм'1^нно  связанные  съ  этими  плоско- 
стями, будутъ  нормальны  къ  поверхностямъ  шшша  или  поверхностямъ 
постоянной  кривизны  при  всевозможныхъ  деформац1яхъ  поверхности  /?0) 
при  этомъ  мы  предполагаемъ,  что  касательныя  плоскости  къ  180  неиз- 
м']&нно  связаны  съ  самой  поверхностью  ^в'о*  ) 

Очевидно,  мы  получимъ  одно  изъ  р^шенШ  нашего  вопроса,  раз- 
сматривая  поверхности  5о,  дополнительныя  къ  поверхностямъ  5,  на- 
ложимымъ  на  основныя  поверхности  вращен1я. 

Исчерпаются-ли  этимъ  путемъ  век  р'Ьшенгя  поставленнаго  вопроса? 

Дальн']^йшее  изсл'Ьдован1е  локажетъ,  что  н^тъ. 
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Итакъ  мы  приходимъ  къ  разсмотр^в^ю  конгруэндШ,  составлен- 
ныхъ  изъ  прямыхъ,  лежащихъ  въ  касательныхъ  плоскостяхъ  н'Ьеото- 
рой  поверхности  ^8о• 

Иодобныя  конгруэнщи  были  впервые  изсл-Ьдованы  КШаисоиг'омъ 
въ  его  изв'Ьстномъ  мемуар-Ь  „Мёто1ге  виг  1а  Лёопе  8^пёга1е  йез  виг- 
Гасез  соигЬеа"   *)• 

Въ  этомъ  мемуар*  онъ  разсматриваетъ  деформащи  поверхностей, 
при  которыхъ  касательный  плоскости  къ  этимъ  поверхностямъ  предпо- 
лагаются неизм'Ённо  съ  ними  связанными;  подобныя  деформац1и,  съ 
которыми  намъ  пр1Йдется  постоянно  встречаться  въ  настоящей  глав'Ь, 
мы  для  краткости  будемъ  называть  деформацгями  ВгЬаисоиг'а,  или 
деформацгями  (В) 

На  поверхности  бо  выберемъ  координатныя  лин1и  сл']^дующимъ 
образомъ:  за  лин1и  V  =  сопз!;  примемъ  кривыя,  касательныя  къ  кото- 
рымъ  параллельны  соответствен нымъ  лучамъ  нашей  конгруэнции  2); 
за  кривыя  и  =  соп8^  примемъ  кривыя,  ортогональныя  къ  лишямъ 
V  =  С0П81; . 

Оси  (Т)  выберемъ  такъ,  чтобы  ось  а;"*"  касалась  кривыхъ  1;=соп81, 

ось   у"*" кривыхъ    1г  =  С0П81. 

При  этихъ  предположен1яхъ  уравнение  какого  либо  луча  раз- 
сматриваемой  конгруэнщи  2)  по  отношенхю  къ  соотв'Ьтственнымъ 
осямъ  (Т)  будетъ 

гд*  А  некоторая  функц1'я  огъ  и,  V- 

Проэкщи  перем'Ьщен1я  какой  либо  точки  М  (х,  А,  о)  нашего  луча 
на  соответственныя  оси  будутъ 

^х  =  ёЛи  +  (1х  —  (гб?и  +  ^\^V)  А, 
ду  =  ?у,йг;  +  йА  +  (гЛи  +  ^\с^V)x,  ( 1) 

б^г  =  (рЛи  +  р\  (1г)  А  —  {дЛи  +  ^1  йг)  х . 

Если  точка  М  описываетъ  поверхность,  ортогональную  къ  лу- 
чамъ 2),  то  при  всевозможныхъ  изм-Ьнешяхъ  параметровъ  «,  V  проэк- 
Ц1И  ея  перем'Ьщен1Й  на  ось  ж"*'"  равны  нулю. 

Такимъ  образомъ  для  подобной  точки  должно  им-Ьть  м-Ьсто  со- 
отношенхе 

6х  =  с1х^  й(1и  —  {Ыи  +  пйг;)  А  =  О  (2) 

каковы  бы  ни  были  значешя  Ли,  йь> 


^)  Доигпа!  (1е  таИгётаИчиея  ригев  е(  аррИчиёез  4  зёпе  (.  7. 
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Отсюда    видимъ,    что  функции  §,  А,  г,  Г]  должвы    удовлетворять 
соотношен1ю 

д(гН  —  й)       д(^^Н) 


дV  ди 


(3) 


Въ  услов1е  это,  необходимое  и  достаточное  для  того,  чтобы  кон- 
груэнщя  В  представляла  конгруэнц1Ю  нормалей,  не  входятъ  функщи 
/>»  ^>  ??11  ^1»  а  потому  оно  будетъ  нмЬть  мЬсто  при  всевозможныхъ 
деформащяхъ  нашей  поверхности  5о,  если  только  предиоложимъ,  что 
лучи  2)  неиум'Ьнно  связаны  съ  соотв']^тствеиными  касательными  плос- 
костями поверхности  5о- 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  следующей  теоремп  ЕгЪаисоиг'а. 

Если  лучи  мькоторой  конгруэт^ги  В,  лежащге  въ  касательныхъ 
плоскосупнзсъ  нгькоторой  поверхности  5о  и  неизм^ьнно  съ  ними  связанные^ 
представляютъ  конгруэнцт  нормалей,  то  они  сохранять  послгьднее 
свойство  при  всевозможныхъ  деформацгяхъ  (В)  поверхности  8о- 

Найдемъ  теперь  фокальныя  точки  нашихъ  конгруэнщй.  Мы  опре- 
д-Ьлимъ  ихъ  изъ  того  услов1я,  что  если  параметрамъ  м,  V  дадимъ  при- 
ращен1я  (1и,  с^V,  соотв']^тствующ1я  главнымъ  кривымъ  поверхности  ^о 
по  отношешю  къ  конгруэнщи  I),  то  перем'Ь1цен1е  соответственной  фо- 
кальной точки  будетъ  направлено  вдоль  самого  луча;  другими  словами, 
проэкщи  этого  перем'Ьп^ен1я  на  оси  у  и  е  будутъ  равны  нулю. 

Обозначая  черезъ  (>  абсциссу  соответственной  фокальной  точки, 
мы  на  основаши  (1)  выразимъ  наши  услов1я  сл^дующимъ  образомъ: 

(рЪ  —  с[0)Ли  +  {р\Ь>  —  ^\^)с^V=^0^ 

Исключая  изъ  последнихъ  уравнений  (),  получимъ  дифференщаль- 
ное  уравнен1е  главныхъ  кривыхъ;  исключая  же  йи,  с^V,  найдемъ  квад> 
ратное  уравнен1е  для  опредЬлешя  абсциссъ  фокальныхъ  точекъ;  по- 
следнее уравнеа1е  очевидно  будетъ  вида: 


еМз'!^— ^п)  +  (> 


^^^й_,^^  +  ^,.|_^^^Л  +  з,^] 


+ 


+  ^*(^  +  ^| 


7  ^А       ^ 
^     ои 


(4) 


§  2.  Перейдемъ  теперь  къ  выводу  условхй,  при  которыхъ  наша 
конгруэнц1я  В  будетъ  представлять  систему  нормалей  къ  поверхно- 
стямъ  Ш1п1ша  или  къ  поверхностямъ  постоянной  Гауссовской  кривизны, 
какимъ  бы  деформащямъ  К1Ьаисоиг'а  мы  ни  подвергали  поверхность  5^о- 
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Начнемъ  съ  разсмотр'Ёнхя  перваго  случая,  т.  е.  случая,  когда  вон. 
груэнц1Я  В  нормальна  къ  поверхностямъ  тштта  2. 

Если  абсциссу  соотв'Ьтствующей  точки  этой  посл']^дней  поверхно- 
сти обозначимъ  черезъ  гс,  а  ея  рад1усы  кривизны  черезъ  В\  и  ^,  то 
найдемъ  для  Д  и  122  сл']^дующ1я  выражен]я: 

Д1  =  л;  —  (>|,     Ла  =  ж  —  (>2, 

гд*  р!,  Рй  корни  уравнен1я  (4). 

Услов1е,  что  поверхность  2  поверхность  тт1та,  очевидно,  бу- 
детъ  вида: 

Д  +  Л2  =  2а;  — (()1  +  ()2)  =  0, 

или  на  основаши  (4),  посл'Ь  нсключешя  при  помощи  уравнешй  Со€1а221- 
Ма1пагс[1  функщй  1>,  $: 

зд-Ьсь  черезъ  К  обозначена  Гауссовская  кривизна  поверхности  ^о- 

Такъ  какъ  лослъднее  услов1е  должно  им'Ьть  м'Ьсто  при  всевоз- 
можныхъ  деформац1яхъ  {В)  поверхности  ^5о,  то  оно,  какъ  мы  уже  ви- 
дели раньше,  должно  удовлетворяться  независимо  отъ  значен1й  функ- 
ций  Рху   ^1- 

Отсюда  находимъ  сл-Ьдуюпия  уравнен1я,  которымъ  должны  удов- 
летворять функцш  ё,  ?7|,  X,  А: 

2хг  +  - =  0,  (5) 

ди        г^х 

2x^x  +  ^  +  V^  =  0.  (6) 

Ьг  =  0.  (7) 

Къ  этимъ  уравнен1ямъ  мы  должны  присоединить  уравнен1я  (3) 
и  (2),  а  именно: 

д{гН  —  й)__д{г1П) 


ду  ди 


их  =  (гЪ  —  б)  йгг  +  ^xЫV^ 


Оставляя  въ  сторон*  случай,  когда  А==0,  т.  е.  случай  \Уе1В8аг1еп'а, 
когда  лучи  конгруэнщи  касаются  поверхности  /5о>  мы  им-Ьемъ,  что 


г  =  0, 
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т.  е.,  что  кривыя  «;  =  соп8^   геодезичеспя;   при   соотвЪтственномъ  вы- 
бор*]^ параметра  и  можемъ  положить 

§  =  а  =  соп81,  (8) 

гд'Ь  а  какая  угодно  напередъ  заданная  постоянная. 

Принимая  во  внимаше  посл']^днее   обстоятельство,  мы  приведемъ 
уравнев1е  (3)  къ  виду: 


ди 


=  0, 


откуда  заключаемъ,  что 


г.Н^^,  (9) 


гд'Ь  а>(г)  неизвестная  пока  функц1я. 

Обращаясь   къ   уравнен!»   (5),    мы   видимъ,    что  при  г»: О   оно 
обращается  въ 

А  ди      ??1  ди  ' 

выбравши  соотвЪтствепнымъ  образомъ  иараметръ  V,  мы  можемъ  положить 

Л  =  ^..  (10) 

Подставляя   это   значеше  Н  въ  уравнен1в  (9)   и    интегрируя  его, 
легко  найдемъ  сл^^дующее  выражеше  для  т/,: 

V!  =  а[а>'{V)и  +  а>,{V)^  (11) 

гд'Ь  со^(у)  оолть  пока  неизвестная  функц1я  отъ  V- 

Принимая    во   внииан1е    вмражен1л  (8)  и  (9)  и  интегрируя  урав- 
неше  (2),  мы  приходимъ  къ  сл'Ьдующему  выражен1ю  для  х: 

х==-аи  +  '^  +  к,  (12) 

гд-Ь  к  постоянная. 

Если   теперь   иодставимъ  въ  уравнен1е  (6)  найденныя   нами  зна- 
чен1я  5,  ^1»  А,  л:,  то  получимъ  следующее  выражен1е: 

аысо"  (г;)  +  со'  (г;)  со  (г;)  +  2ксо'  {V)  +  асо\  (г?)  +  2аса^  (г;)  =  0; 

последнее  соотношенхе  должно  представлять  простое  тождество,  а  пото- 
му мы  получаемъ  сл'Ьдующ1я  уравнешя  для  опред'Ьлен1я  функщй  со  псо^: 

ю"  (|;)  =  О ,     со'  (у)  со  (г)  +  2ксо'  (V)  4-  аа)\  (г)  +  2ай)^  («)  =  О . 

0\дте6  Ьу  \^00^1С 


—  136  — 
Интегрируя  первое  изъ  нихъ,  найдемъ»  что 

тд,Ь  тип  постоянныя. 

Подставляя  это  значев1е  оу(ь)  во  второе  изъ  полученныхъ  урав- 
нен1й,  найдемъ  линейное  дифференщальное  уравнен1е  1-го  порядка  от- 
носительно со,,  интеграломъ  котораго  будетъ  служить  функщя 

,  V  ""^^      т^      ,  т^      тп  +  21ст 

2а         4а  2а 

зд']^сь  д  новая  постоянная. 

Такимъ  образомъ  для  г/^  мы  найдемъ  сл']Ьдуюп1,ее  значен1е: 

-2\   т^      тп  +  2Ы'\ 


V?  =  о,]  ^^и  — 


2-а''  +  ^'        •    4а  2а 


Постоянной  а,  какъ  мы  видели  раньше,   можетъ  быть  приписано 

какое  угодно  значен1е;  выберемъ  ее  такъ,    чтобы  им'Ьло  м'Ьсто  соотно- 

.     т^ 
шен1е  -—  =  т,  т.  е.  положимъ 
2а 

2а  =  т, 

тогда,    вводя    вм4сто  V   параметръ  VI  =  — V,   мы  приведемъ  линейный 
элементъ  нашей  поверхности  къ  виду 

аз^  =  аЧи^  +  а^[2{и  +  V^)  +  де  ''  +  2с] с1ь\ 
гд* 

2с  =  а  —  п  —  2к- 

Наконецъ,  если  вместо  и  введемъ  параметръ  !<1  =  м  +  с,  то  для 
линейнаго  элемента  поверхности  5о  найдемъ  окончательно  следующее 
выражен1е: 

с^8^  =  аЦс^и^  +  [2{и,  +  V,)+де    ]б?е;2}. 

Обрап1;аясь  къ  выражев1ямъ  для  функц1Й  со,  х,  к,  мы  найдемъ 
для  нихъ  сл'Ьдуюп1;1Я  значеи1я  въ  параметрахъ  щ,  ь\: 


а  /  '^*'» 

со{V)  =  —  2аV^  +  п,  х=  —  а{щ  +  ь^)  +  -,  к^ау  2(и^  +  V^)-}-де     .     (13) 

Поверхность  б^о  принадлежитъ  къ  классу  поверхностей,  найден- 
ныхъ  впервые  \Уе1*п§аг1:еп'омъ  •)  и  характеризуемыхъ  линейнымъ  эле- 
ментомъ  вида 


1)  Сотр1е8  гегкЗиз  1.  СХП  р.  С07,  7С6;  ВагЬоих  1.  1У  рр.  308—337. 
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Если  известна  одна  поверхность  съ  этимъ  линейнымъ  эдементомъ, 
то  опред'Ьленхе  вс']^хъ  поверхностей,  наложимыхъ  на  нее,  сводится  къ 
опред^^лен1ю  поверхности,  обладающей  т'Ьнъ  свойствомъ,  что  рад1усы 
кривизны  ея  (>',  (>"  въ  любой  точк'Ь  и  разстоян1е  р  начала  координатъ 
отъ  касательной  плоскости  въ  той  же  точкЪ  связаны  соотношешемъ 

Такимъ  обрааомъ  приходимъ  къ  первой  теоремгь  ШапсЫ. 

Если  линейчатая  конгруэнцгя  /),  составленная  изъ  лучей,  лежа- 
гцизсъ  въ  касательныхъ  плоскостяхь  нгькоторой  поверхности  8о  и  неизмньн- 
но  съ  этими  плоскостями  связанныхъ,  остается  нормальной  къ  поверхно^ 
стямь  тгпгта  при  всевозможныхь  деформацгяхъ  (В)  поверхности  5о>  ^^ 
посл7ьдняя  наложима  на  поверхность  ^егпдаНеп^а  съ  линейнымъ  элементомъ 

0$^  =  а»  {аи^  +  [2  (и,  +  у,)+  д(^'^]  йу  2} . 

Прямыя  конгру&нцги  7)  параллельны  касательнымъ  къ  кривымъ  г;=соп81;, 
при  чемъ  разстояше  А  каждаю  луча  В  отъ  соотвптст^венной  каса- 
тельной таково: 

Н=а  \/ 2(^47+ VI) +де^^. 

Въ  нашемъ  и8сл'Ьдован1и  мы  предполагали,  что  вс^Ь  иостоянныя 
интеграц1и  т,  п,  д  отличны  отъ  нуля. 

Легко  вид']^ть,  что  обращен]е  въ  нуль  постоянной  п  не  будетъ 
представлять  никакого  интереса. 

Цосмотримъ  теперь,  какое  влхяше  окажетъ  на  наши  результаты 
обращен1е  въ  нуль  постоянной  д> 

Линейный  элементъ  поверхности  5о  приметь  въ  этомъ  случа'Ь 
следующую  форму: 

Й5«  =  а^  [аи^  +2{щ  +  V^)  Ль^] . 

Легко  вид'^^ть,  что  наша  поверхность  ^8о  наложима  на  поверхность 
вращен1Я,  при  чемъ  кривыя  и\  +  У1=  сопвЬ  соотв^тствуготъ  иаралле- 
лямъ  поверхности  вращен1я,  а  ихъ  ортогональныя  траэктор1и  мери- 
д1анамъ  *). 


^)  Справедливость  нашего  утвержден1я  явствуетъ  изъ  того,  что  вс1  поверхности 
съ  линейнымъ  элементомъ 

е&^  =  /{аи  +  Ы)  Аи^  +  ?  (ли  -Ь  Щ  йх^, 

гд'Ь  а  и  Ь  ностоявныя,  наложимы  на  поверхности  вращенЫ.  Въ  самомъ  д^л*!  въ  втомъ 
случа'Ь,  какъ  кривизна  К^  такъ  и  дифферевщальвые  параметры  ^^К  и  ^^К  будутъ 
функц1ями  отъ  аи-{^Ы^  а  сл-Ьдовательно  ^^К:=1^л{К)^  ^^К—  <о^{К)^  а  это  им'Ьетъ 
н'Ьсто  для  поверхностей,  наложимыхъ  на  поверхности  вращен1я.  Дал'Ье,  такъ  какъ  кри- 
выя А' =  С0П31  представляють  изгибания  параллелей  и  такъ  какъ  К  =  У{аи -\г  Ы)^ 
то  отсюда  сл1;дуетъ,  что  кривыя  аи -\- Ы  =  соьаИ  соотв'Ьтствуютъ  параллелямъ. 
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Постараемся  поэтому  привести  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду: 

аз"  =  а"  [М  (Я)  ЙЯ2  +  N{1)  й<р«] . 
гд-Ь 

Я  =  2  (и, +  !;,).  (14) 

Кривыя  9>  =  соп8(;  представляютъ  ортогональныя  траэктор1и  кри- 
выхъ  Я  =  соп81;,  поэтому  мы  найдемъ  ихъ  уравнен1е,  ивтегрируя 
уравнен1е 

У(Я,9Р)  =  0, 

гд*]^  V  изв'Ьстный  см'1^шавный  инвар1антъ. 

Иитегрирован1е  посл']^дндго  уравненш  приводится  къ  интегриро- 
ваи1Ю  линейваго  уравнен1я 

а  потому  для  (р  мы  получимъ  следующее  выражен1е: 

<р  =  [2(и,  +  |;,)-|-1]е-2-«  =  (Я+1)в-2^1.  (15) 

Опред']^ляя  изъ  (14)  и  (15)  их,  V\  какъ  функщи  Я  и  9^,  мы  при- 
ведемъ  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду: 

Найдемъ  теперь  линейный  элементъ  поверхности  5,  дополни- 
тельной къ  данной  поверхности  5о  относительно  конгруэнщи  касатель- 
ныхъ  къ  геодезическимъ  кривымъ  д)  =  соп81:. 

Въ  §  5  главы  II  мы  вид^^ли,  что  если  линейный  элементъ  н'Ько- 
торой  поверхности  можетъ  быть  приведенъ  къ  виду 

то  линейный  элементъ  дополнительной  поверхности  будегъ  вида 


При  этомъ  если  координаты  точекъ  первой  поверхности  будутъ 
X,  у,  -ег,  то  координаты  соотв'Ьтственныхъ  точекъ  второй  поверхности 
будутъ 


Х1  =  х  —  а  —  ^     у  =  у^  —  а—,,     ^.=  ^,  — а  — , 
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гд-Ь  а,  а\  а'  сов'ы  угловъ,  составляемыхъ    касательными   къ  кривымъ 
г  =  соп81;,  ироведеннымъ  на  первой  поверхности,  съ  осями  коордннатъ. 
Въ  данномъ  случа']^  им'Ьемъ 

а  потому  для  дополнительной  поверхности  найдеиъ 


й«,''=«'•[^^йя«+Ай^«^. 


Сравнивая  это  выражен1е  для  линейнаго  элемента  съ  общимъ 
вы|ажен1емъ  линейнаго  элемента  поверхностей  вращешя 

Л81  =  [1  +  {!\г,т  Аг1  +  ^^аV\ 

найдемъ,  что 

а  потому  для  опред'Ьлен1я  ((г^)  будемъ  им^^ть  дифференщальное  уравнеше 

[Г(Го)?  =  ^- 

Интегрируя  это  уравнен1е,  найдемъ  уравнеше  искомой  поверх- 
ности вращешя 

а  это  параболоидъ  вращен1я. 

Итакъ  дополнительная  поверхность  Я  къ  нашей  поверхности  5о 
представляетъ  поверхность,  наложимую  на  параболоидъ  вращен1я. 

Цокажемъ  теперь,  что  лучи  нашей  конгруэнц1и  В  проходятъ 
черезъ  соотв'Ьтственныя  точки  поверхности  5,  т.  е.,  что  наша  коьгру- 
энц1я  присоединенная  конгруэнд1я  поверхности  5. 

Зам-Ьтимъ,  что  соз'  угла  в,  составляемаго  кривыми  ф  =  соп81; 
съ  кривыми  ?^1  =  соп§(;,  т.  е.  съ  осями  у'°**  нашей  системы  подвиж- 
ныхъ  коордннатъ  (Т)  будетъ 

С08б  = =- —  , 

1/2(г*1  +  1'1)  +  1 

кром*  того  разстоянге  соответствен ныхъ  точекъ  поверхностей  8о  и  5, 

тъ 

д  =  а  1/2(11,+г',)+'1  ■  \/^^^М^^^)' 


равное    —,,  будетъ 
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Изъ  сказаннаго  заключаемъ,  что  ордината  соответственной  точ- 
ки поверхности  /8  будетъ 


у  =  (^С08б  =  а  ^/2  {ц\  +  V\)  =  А, 

откуда  видимъ,  что  эта  точка  лежитъ  на  соотв'Ьтственномъ  луч'Ь  кон- 
груэнщи  В. 

Обратимся  наконецъ  къ  тому  случаю,  когда  т  =  0;  тогда  будемъ 
им'Ьть  сл'Ьдующ1я  зиачен1я  для  функц1й  о:>{р)  и  щ{ь): 

-2» 

ш  («;)  =  »,     а>,(г;)  =  ^е      . 

Положимъ  постоянную  а  равной  единиц')^,  тогда  для  функц1й 
§,  ^ь  А,  л;  найдемъ,  какъ  легко  вид'Ьть,  следующ1Я  выражешя: 

§  =  1,     'Пх^Уде      ,     х  =  —  и-\ ^ — ,     П  =  Уде      , 

откуда  заключаемъ,  что  линейный  элементъ  поверхности  5о  будетъ  вида: 

-2» 

6,8^  =  йи^  +  де      йь^ , 

т.  е.  поверхность  5^о  развертывающаяся. 

Проэкц1и  перем'Ьщен1Й  соответственной  точки  поверхности  2  на 
основаши  выражешй  (1)  будутъ: 

бх=^0,     бр  =  0,     6г  =  {рйи  +  р\Ль)Ь,  —  (дЙ!*  +  д1Йг?)х, 

откуда  заключаемъ,  что  въ  этомъ  случа*  поверхность  2  обращается 
въ  кривую,  представляющую  ортогональную  траэктор1ю  касательныхъ 
плоскостей  нашей  развертывающейся  поверхности  >5о- 

§  3.  Обратимся  теперь  къ  разсмотр'Ьн1Ю  услов1Й,  при  которыхъ 
лучи  нашей  конгруэнщи  В  при  всевозможныхъ  деформащяхъ  (12)  по- 
верхности Йо  остаются  нормальными  къ  поверхностямъ   съ  постоянной 

Гауссовской  кривизной  — . 

Придерживаясь  обозначен1й  двухъ  предыдущихъ  параграфовъ, 
мы  приходимъ  къ  следующему  услов1ю: 

Вх  В2  =  {х  —  ^^){x  —  0^)  =  т, 

где  (>!,  ()2  корни   уравнен1я  (4),   а   х  абсцисса    соответственной    точки' 
поверхности  2. 

На  основан1и  уравнен1я  (4)  и  уравнен1й  Сойа221-Ма1паг(11,  при 
помощи  которыхъ  мы  можемъ  исключить  функц1и  р,  д,  мы  приведемъ 
наше  услов1е  къ  следующему  виду: 
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зд'Ьсь   ПО    прежнему   черезъ   К  обозначена   Гауссовская   кривизна   по- 
верхности /8о- 

Посл-Ьдиев  соотношенхе  должно,  по  услов1ю  нашей  задачи,  удов- 
летворяться независимо  отъ  значешй  функщй  р\,  дх\  поэтому  оно  раз- 
бивается на  рядъ  сл'Ёдующихъ  уравнен1й: 

.(.._„,  +  ,*_|(^,  +  ^^  +  „)_„,  <п) 

^^{x'  —  т)  +  x^^^^а^,^0,  (18) 

Ь^^x'^^\==0.  (19) 

къ  которымъ  мы  должны  присоединить  уравнен1я  (2)  и  (3),  а  именно: 


их  =  (гЛ  —  ^)Ли-\-  г\Ыюу 


дь  ди 


Предполагая,  что  А  не  равно  нулю,  т.  е.,  что  лучи  нашей  кон- 
груднц1и  не  касаются  поверхности  )в'о)  мы  на  основан1и  (19)  привод емъ 
уравнеше  (17)  къ  виду: 


гт 


+1^+^+")-»^        '^»' 


въ  силу  же  посл*дняго  уравнешя  уравнен1е  (18)  обратится  въ  следующее: 

гп1Х-\'Гх^Ь  =  0.  (21) 

Такимъ  образомъ  р'Ёшен1е  нашего  вопроса   сводится  къ  интегри- 
ровашю  системы  уравненш  (2),  (3),  (19),  (20),  (21). 
Комбинируя  уравнен1я  (19)  и  (21),  найдемъ,  что 

дН      ,  дт 

откуда  при  соотв']^тственномъ  выбор']^  параметра  V  им'Ёенъ 

Н  =  V^'  (22) 
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Если   примехъ   во   внииаше   это   8аачен1в  Л,  то    ураонеше  (19» 
обратится  въ  следующее: 


1^. 
X  ди  ' 


отсюда  легко  найдемъ,  что 


дх_   ,       ^_      ^§      ^      дх_     ._^\^1_хдё 


(23.) 


(241 


Подставинъ   эти  значен1и   въ  уравнен1е  (3),   при  чемъ  ддя  крат- 
кости ооложимъ 

1  дв 


=  со. 


5  дV 

тогда  посл']^днее  уравнеше  обратится  въ  сл']Ьдующее: 


(25) 


Полученное  отсюда  значен1е  х  должно  удовлетворять  уравпен1ю  (2  К 
или  что  то  же,  уравнен1ямъ  (24). 

Подставляя  вм'Ьсто  х  полученное  нами  значеше  во  второе  изъ 
уравнев1й  (24),  найдемъ,  что  функц1Я  со  должна  удовлетворять  диф- 
ференщальному  уравнен1ю  вида 

д 


дV 


да) 


=  0; 


выбравши  соотв-Ьтственнымъ  образомъ  парам етръ  и,  мы  можемъ  всегда 
положить,  что 

ди       дV 

Интегрируя    последнее   уравнение,   получимъ  для   а>   следующее 
выражен1е: 


5  ОУ 


(26) 


гд"]^  <р  оока  неизв']^стная  фунЕц1я. 

Кром*  того  изъ  (25)  заключаемъ,  что  при  нашемъ   выбор'Ь  пара- 
метра и 

х  =  §.  (27) 
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Бели  теперь  проинтегрируемъ  уравнеше  (26)э  то  для  §  вайдеиъ 
сл']^дующее  выражен1е: 

ё  =  е;  (28) 

функщя  ц>(и)  опред'Ьлитсл  изъ  услов1я: 

которое  въ  давнонъ  случае  приводится  къ  виду 

^'(и)  =  — 1. 

Отсюда  находимъ,  что 

4>(и)  =  —  и  +  к, 

гд'Ь  к  произвольная  постоянная. 

Наиъ  остается  опред']^лить  только  функц1и  ^\  я  (р- 

Обращаясь  къ  уравненш  (21),  мы  напишеиъ  его  въ  сл^^дующей  форм^^: 

или  принимая  во  вниман1е  значеше  § 

интегрируя  9Т0  уравнеше,  мы  найдемъ,  что 

^  2[с?(»-«.)-и+*] 

^|^  =  ^{V)  +  2\(р•{V  —  и)еЛи,  (29) 

гд'Ь  /(г)  н^^которая,  пока  неизв'Ьстная,  функц1я  отъ  V- 

Подставивъ  теперь  всЬ  полученпыя  нами  значен1Я  функщй  §,  ^х,  х^Н 
въ  уравненге  (20),  мы  приведемъ  его  къ  чиду: 

(в        -        п^)(р'{V-и)  +  ^^V)  +  ^}'^  + 

^  (30) 

«  2Ф(в-и)-2мН-2* 

+  ][2(р'Ц^-и)  +  д>''{у  —  и)  +  2д)'{ь  —  и)]ес1и  =0. 

Дифференцируя  последнее  уравнен1*е  по  и  получимъ: 

т(р''  {V  —  и)  =  0, 

откуда,  такъ  какъ  т  отлично  отъ  нуля   (кривизну    поверхности  2  мы 
предполат'аемъ  конечной),  найдемъ: 

^>{V  —  и)  =  п{V  —  и)  +  пи  (31) 
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при  чемъ,   какъ  легко   вид'Ьть,  не  нарушая  общности,   моженъ  поло- 
жить П1  =  0. 

Если   подставимъ   это  значев1е    функщи  ^  въ  травнеше  (301.  то 
оно.  пос.1'Ь  простыхъ  вычис.1ен]'й,  приведется  бъ  виду: 

/<г)+  2у(г)  —  тп-=0. 

Интегрируя  посл-Ьдвее   линейное   травнеше,  найдемъ  сл'Ьдующее 
выражеше  для  функщи  '/{ь): 

-2» 

у  (г)  =  тп  +  Ье , 

гд-Ь  Ь  постоянная. 

Зная  9^  и  7  иы  легко  найдемъ  изъ  (^9)  значеше  171,  а  именво: 

-2»  ^  2||Г-2(я-|-1)«+2* 

г/^{  =  тп  г  Ье 7~г  ^  • 

п-\-  \ 

что  касается  функщи  5*   то  она  на  основан1и  (28)  и]гЬетъ  сд-^дующее 
значение: 

Такимъ  образоиъ   линейный   элехентъ  нашей  поверхности  5»  бт- 
деть  сл-Ьдующаго  вида: 

2ив-2(н+1)ы  +  2*  г      -2с  „  2яг-2(и  +  1)к4-2*1 

^52  =  ейм2        +         и^ -^е        +        тпиV^.        (32) 

Вводя  вм^^сто  V  иаранетръ  Г],  при  чемъ 

г•^=V  +  -, 
п 

мы  приведемъ  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду: 

€^V^,  (331 


2т  Г      -2г,  ^  2т 

V  я  +  1 


тп 

[-  я  -+-  1 

гд* 

г  =  «г;1  —  (п  +  1)м.  (341 

Наше  выраженхе  для  ^8^  становится  иллюзорнымъ,  если  мы  п(н 
стоянной  п  дадимъ  значевхе  — 1;  поэтому  этотъ  случай  трвбуетъ  ба1*е 
детальнаго  разсмотр*в1я. 

Если  п  =  —  1,  т.  е.  если  функщя  <р(V  —  м)  им-Ьеть  значенге 
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Томъ  VII,  ЛЛ*  2  и  3. 

00ДЕРЖАН1Е. 


Стран. 

Н']Ькотарыя   0р11ложен1я   теорш   лкнейчатыхъ    воягруэнц1й; 
А-  П.  Пгисборскаю ,    .    .      49 


С00БЩЕН1Я 


Харыовшго  Матеютщш  Общества 

издаются  лодъ  редакцхею  распорядитедьваго 
комитета  Общества. 

Киижки  Сообщев1й  выпускаются  въ  неопред'Ьленные  сроки,  оо 
м-Ьр*  отпечатайся,  въ  размер*  3-хъ  печатных^  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающ]е  подписаться  на  седьмой  томъ  второй  сер1Я  блах'оволятъ 
адресовать  свои  заявлен1я  на  имя  секретаря  Общества  въ  Харьковск1й 
Университетъ.  Подписная  ц-Ьна  3  рубля,  , 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  свр1и  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом^щенныхъ  въ 
книжкахъ  первой  сер1и,  д-Ьна  20  коп,,  3)  Первые  шесть  томовъ  2-й 
сер1и  (36  выпусковъ),  ц^Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требован1ями  и  по  вс']^мъ  л'Ьлв.ыъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковски 
Университетъ. 


ТаЫе  (1е$  та1|ёге$. 

Раде8. 
^ие1^ие8  аррИсаиопз  йе  1а  1:11ёог1е  йез  сопдгиепсез  гесиИепев; 
раг  А^  Р.  РсЬеЬогзкН 49 
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Соттитса<1оп8  |1е  1а  $ос1ё{ё  та(||бта1|дие  |1е  КЬагкоуу. 

2-е  вёпе,  Тоте  VII,  Л!?6  4  е*  5. 


^^ 


СООБЩЕНЫ 


ХАРЬКОВСКАГО 


шгаигацАП  ввистбл. 


ВТОРАЯ     СЕР1Я. 

Томъ  Г11. 

Л!№  4  И  5. 


ХАРЬКОВЪ. 
Паровая  Типо-Литограф1я  М.  Звльбербергъ  и  С-вья. 

(РыОни  улсц*,  доп  <Ч  30-1). 

1902. 


--/\_ 
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На  основан1и  §  9  Устава  Харьковскаго  Натежатическаго  Общества  пеяат» 
I  выпустить  въ  св'1^тъ  разр'Ьшается.  Харьковъ,  1-го  марта  1902  года. 

Председатель  Математическаго  Общества  Профессоръ  о^.  ^^япунопъ. 
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то  лодстАвляя   это   8яачен1е  ^>{V  —  и)  в-ь  уравнен1е  (30),  мы  нодгучимъ 
для  опред'Ьленхя  /  следующее  линейное  уравнеше: 

У'Ы  +  2у(г;)  +  2(т  — б-2'+^)  =  0. 

Интегрируя  его,  найдеиъ  для  /(«;)  выраженхе 

гд*  Ь  постоянная  интегращи. 

Зна11  д>  я  у,  мы  тЪмъ  самымъ  опред']^лииъ  9/1  и  §,  а  именно: 


,2  =  2(г;  — и)е-^<•-*^  +  Ье-2(•-*>  — 


^| 


а  потому  линейный  элементъ   нашей  поверхности  5о  въ  дтомъ  случае 
^удетъ  вида: 

Й52  =  с-2(— *)^„2^[2(г;  — г«)с-«^'-*>  +  Ье-«(— *>  — т]йг;«.     (35) 
Если  введемъ  новый  параметръ  VI,  при  чеиъ 

то  нашъ  линейный  элементъ  приведется  къ  виду: 

й^а  =  е-2'1  йи2  +  [2  {VI— и) е-"^''  +де-^'^  —  т]  Лу«.  (36) 

Зд'Ьсь  черезъ  д  мы  обозначили  постоянную  2к  +  Ь. 

Поверхности,  им'Ьющ1я  линейный  элементъ  посл']^дняго  типа,  игра- 
ютъ  весьма  важную  роль  въ  теор1и  тройно-ортогональныхъ  системъ 
ЛУе1П8аг1;еп'а  '). 

Резюмируя  все  сказанное,  приходимъ  къ  сл']^дующей  теорем*]^: 

Если  нпасоторая  линейчатая  конхрувнцгя  2),  лучи  которой  лежать 
еъ  соотв}ьтственныхъ  касательныхъ  плоскосшяхь  нпкоторой  поверхно- 
сти 8о  и  при  томъ  неизлиьнно  связаны  съ  этими  плоскостями,  остается 

нормальной  кь  поверхностлмь  2^  постоянной  кривизны  —  при  всевозмож- 

ныхь  деформацгяхъ  (В)  поверхности  8о,  то  линейный  элементъ  поверх- 
ности 8о  можетъ  быть  приведенъ  къ  одному  "изъ  видовъ  (33)  и  (36).  Ко- 
ординаты соотвгьтственныхъ  точекъ  поверхности  2  по  отношенью  къ 
выбраннымъ  нами  осямъ  (Т)  будутъ 


1)  См.  В1апсЫ  Кар.  20. 

10 
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если  черезъ  |^  и  ^^  обозначинъ  коэффицгенты  линейнаю  элемента  (Зв> 
поверхности  5о" 

Наиъ  остается  разсмотр4гь  случай,  когда  поверхность  &о  нало- 
жима на  поверхность  вращен1я,  и  показать,  что  тогда  она  представ- 
ллетъ  поверхность,  дополнительную  къ  одной  изъ  основныхъ  поверх- 
ностей съ  лннейнымъ  элементомъ 

Лии 

Лз^  =  -т-т-7 — I г-^-ч  +  *^со(;ап8*!/Й1;2 . 

ни1^и(а  +  твтЧ) 

Поверхность  5о  будетъ,  очевидно,  наложима  на  поверхность  вра- 
щен1я  въ  случа'Ь,  когда  постоянную  д,  входящую  въ  выраженге  (33),. 
положимъ  равной  нулю. 

Въ  самомъ  х^л%  въ  этомъ  случа'Ь  коэффицтенты  линейнаго  эле- 
мента 5о  будутъ  функц1ями  т,  которое  въ  свою  очередь  представляетъ 
линейную  функц1Ю  параметровъ  и^  V. 

Кривыл  т  =  соп81  будутъ  изгибан1ями  параллелей,  а  ихъ  ортого- 
нальныя  граэктор1и  д)=^сопнЬ  изгибан1лми  мерид1авовъ. 

Положимъ 

^   ... 


ш(п-4-  1)  — в^^ 

тогда  дифференшальное  уравнен1е  ор гогональныхъ  •  траэктор]й  къ  кри- 
вымъ  т  =  С0П81  приметъ  видь: 

Ыи  +  йг  =  О , 

или 

, ^Я 

'^'^       ^2(1~г^)(п^  +  п+1)       ''• 

Отсюда  получаемъ   уравнеше   ортогональныхъ   траэктор1Й  въ  ко- 
нечномъ  вид'Ь,  а  именно: 


*-.-1-^ 


с1Х 


(1+Я)(;.Я  +  п4-1) 


Примемъ  за  коордицатныя  линш  на  поверхности  ^8'о  кривыя 
Я  =  сопз!^  и  д)  =  С0П81 . 

Какъ  легко  видЬть,  линейный  элементъ  нашей  поверхности  при- 
ведется къ  виду: 

,2 чши^  .  тп  {п^  +  п  +  П      2 
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На  основанш  выражен1я  (10)  главы  II,  линейный  элементъ  по- 
верхности 5,  составляющей  вторую  фокальную  поверхность  касатель- 
ныхъ  къ  кривыиъ  9)  =  соп81;,  будетъ: 


Если  теперь  положимъ 

Я  =  ''-Ь^1ап8«в, 
п 

то  приведемъ  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду: 

гд^  к  постоянная. 

Отсюда  заключаемъ,  что  поверхность  /8  наложима  на  одну  и»ъ 
основныхъ  поверхностей  вращенхя. 

Опред']^ляя,  какъ  въ  конц'Ь  §  2,  ординату  соотв']^тственной  точки 
поверхности  ^,  найдемъ,  что  она  равна  к,  т.  е.,  что  лучи  нашей  кон- 
груэнц1И  проходятъ  черезъ  соотв^тственныя  точки  поверхности  5;  дру- 
гими словами  наша  конгруэнц1я  представляетъ  изъ  себя  конгруэнщю, 
присоединенную  къ  одной  изъ  поверхностей^  налооюимыхъ  на  опредгьлен- 
ную  основную  поверхность  врагценгя. 

Если  постоянной  п  дадимъ  значенхе  нуль,  то,  какъ  нетрудно  ви- 
деть, поверхность  5о  будетъ  развертывающейся,  а  поверхность  2^  де- 
генерируетъ  въ  кривую  лишю,  ортогональную  къ  касательнымъ  плос- 
костямъ  поверхности  а%. 
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Х(ж;#.  а;*.  XI;;*'».:.!:*  2:ал-гх^  ж  л€И,д;ь  ^'лзн^1злг1  >^**»г1Т5  -т  . 

'<<<^,/.  г-р  ^^г^кгй^л^^шщыл  гь  .*-  -1;1ж  «.-ж;;1>«х:1  Ьж  Ь  ^/^жжгьж^1^•- 
х.'ут/х*    1::<>аг:-т^^    х;2л^1*  г  =  .*_:1.*с  ж  охта&1жж^гъ  съ  жасжгиь!:»!-' 

ар,Ж    Л'^^%     1ГЛМ    «Ж   — « 


Ьт,  Я4Л7  й:;:-й  глх>1  жи  п  и^жгжъ.  чтм  н<  жно  кгегда  н&йтн  Нл 
н,;.4'<л'/.хъ  къ  2'  та':;л  точей  Л/,  ге  )г»:гт;.иче»!камъ  х1стожъ  ЕОТ'.'рки 
<;,г«г;х  ;:..'>:;. г я'лть  Л  съ  лин-иьь^мъ  :7/гм»гат». къ  11>,т.  е.  поверхн*- ть 
И4^^ж/ч;^л  и^  па:  ^''/^лои^ъ  ь:1п:ен;л:  ля  эт«:й  с«'Верхностн  5  система 
ц,\.и'л^^/А  кг  2Г  ::1-^2ГТлъля^1Ъ  !:[.;;:' едйн»гнатю  конгруэншю. 

1';1.5г  ^;,г*г1Ъ  Н1й,:еяа  п-.в-рха^сть  5.  то  тЬхъ  сахннъ  мы  о!11'е- 
^^,^г%ъ   ул'1\лк}    С/Ь^рхн'-сть   1ь;гьша  -Г.  которую  ни  ножемь  считать 
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Такимъ  образомъ  вопросъ  о  нахожден1и  поверхности  ^8^,  представ- 
ляющей, очевидно,  вопросъ  обратный  задач'Ь  ви1сЬаг(1а,  т^^сно  связанъ 
съ  вопросоиъ  о  н'Ькотороиъ  преобразован1и  поверхностей  т]П1та. 

Дал*е,  въ  четвертой  глав*,  мы  вид'Ьли,  что  зная  некоторую  по- 
верхность ^8^0  ^Vе^п^а^(еп'овска^о  типа  съ  линейнымъ  элементомъ 

ав^  =  Ли"  +  [2(и  +  V)+  де-']  йг;^, 

гд'Ь  д  постоянная,  мы  найдемъ  н'Ькоторую  поверхность  1тпп1та  2,  нор- 
мальную къ  конгруэнщи  прямыхъ,  лежащихъ  въ  касательпыхъ  плос- 
костяхъ  поверхности  З^о  и  нараллельныхъ  соотв'Ьтственнымъ  касатель- 
нымъ  къ  кривымъ  г7  =  соп81;. 

Представляетъ  известный  интересъ  обратный  вопросъ,  а  именно, 
можно-ли  найти  для  каждой  поверхности  т1П1та  -2"  соотвйтственнуго 
\Уе1п§аг1;еп'овскую  поверхность,  связанную  съ  2  такимъ  соотношен1емъ, 
какъ  упомянутая  поверхность  ^о- 

Р'Ьшен1емъ  этихъ  двухъ  вопросоьъ,  т.  е.  вопросовъ,  обратныхъ  за- 
дачамъ  ви1сЬаг(1'а  и  В^апсЫ,  мы  и  займемся  въ  настоящей  глав'Ь. 

§  2.  Итакъ  предположимъ,  что  им'Ьемъ  некоторую  поверхность 
Ш]'п1та  ^ 

Отнесемъ  ее  къ  лишямъ  кривизны  а  =  соп81;  и  /9  =  соп51;  оси  (Г) 
выберемъ  такимъ  образомъ,  чтобы  ось  а;'***  касалась  кривыхъ  /^=соп81, 
а  ось  у^**  кривыхъ  а=соп81. 

Какъ  изв']^стно  ^),  линейный  элементъ  поверхности  2^  въ  этомъ 
случа'Ь  можетъ  быть  приведенъ  къ  виду 

(18''  =  —  {Аа'^-\-д^^)\  (3) 

4 

основныя  величины,  характеризующгя  нашу  поверхность,  будутъ 

ш  ^  1  \  д(о  \  д(о 

при  чемъ  (О  интегралъ  дифференц1альнаго  уравнен1я 


"   да^     ~^       1^  ""  со' 


.  +-^^=^-  (4) 


Возьмемъ  на  нормали  къ  2^  какую  либо  точку  М(о,о,1)\  проэкщи 
ея  перемещений  на  оси  (Г)  будутъ 

ох= — ^ йа,     6у  = г б?/?,     бе  =  в1.  (5) 


»)  РагЪоих.  I.  III  р.  321. 
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П^хгнотрнхъ,  иельзя-лн  выбрать  точку  М  ттжъ,  чт^Хлл  отж  с  =2  ^- 
хж,  въ  прогтраветвгЬ  иоверхность  5.  ва^>^жнжтю  ва  вврв6^>л:-жлъ  1'1- 
шеви,  в  прв  тонъ  тастю,  чт^/уы  вирналв  въ  ^  вредспвлялж  вг  нгт  ~- 
эас1Ю,  присоедввеавтю  гь  5 

Для  оиред'к1ен1в  /  вх1ежь  двв  тс.10В1в:  первое — эгт«>  зввнсжн^^'-ть  . 
хеждт  /  в  тглояъ  и,  соста&.1яех1Лгь  норха.1Ы>  еъ  ^  сь  ои'твгйгт^н- 
ной  Ба«!ательвод  ол^кгкостью  къ  ооверхвсгтв  5:  второе — т»^,  тг•^  -гже  ^ 
врввизвы  ловерхвг^ств  2Г  С0"твг1т€твтюггь  с^првжевнымъ  крввын^  I.- 
верхноств  5- 

Выразвхъ  аяалвтвче^сн  этв  див  тслов1я  в  вокажехъ,  что  -ез 
всегда  с/1ВХ'Ьствы. 

Ураввен1е  васате,1ьвой  плоскогтв  къ  5  во  отвошевш  къ  со*  Т2г1т- 
ствеввыхъ  осахъ  {Т)  будетъ; 

Мх-т  Уу^г  —  1  =  0\ 
воэ*Н'НП1внти  Л  ы  У  опред-ктатся  в.ть  тслов1я 

31дх-г  Хду-гд2=0. 
гд'Ь  дх.  ду^  дг  п|1едстав.1Я1>тъ  вроэкшв  верен'Ьщен1й  разсхатркваех  I 

ТОЧБВ. 

Такъ  какъ  посл'Ьдвее  соотношев1е  вм'Ьетъ  м^сто  для  всевозхчх- 
выхъ  значен1й  аа,  //^,  то  отсюда  нм'Ьемъ: 

_  2со      д1  _      2€о      61 

'  21  — со' да'     ^        21^(оЧ^' 

Если  черезь  и  обозвачнмъ  уголъ,  составляемый  ворхалью  къ  2^ 
съ  п-1оск'>стью  ((}),  тогда  очеввдно  найдехъ,  что 

51П-М  = 


Л/^  +  Л^-Г-1 


Подставляя  это  :^начен1е  51п-м  въ  С'>отношее1е  (2),  волучихъ  нск'> 
к(уе  первое  услов1е,  служащее  для  опред'Ьлев1я  фувЕЩм  / 

а 

Услов1е  (I)  п[>едставляетъ  днф4»е1)евц1альвое  ураввев1е  въ  част- 
ныхъ  производвыхъ  1-го  порядка  относительно  /- 

11е[>ейдемъ  къ  выводу  второго  услов1Я. 

Черезъ  некоторую  неподвижную  точку  Р  пространства,  прннаттю 
:ш  начало  подвижной  системы  .координатъ  (ТО,  оси  которой  постоянно 
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параллельны  соотв^тственныиъ  осямъ  воординатъ  (Т),  проведемъ  плос- 
кость, параллельную  плоскости  (6);  уравнен1е  ея  относительно  (Т\)  будетъ 

Мх+1^/  +  1^=0.  (8) 

Дадимъ  параметру  а  приращенхе  ва\  оси  (ТО  при  этомъ  примутъ 
положенхе  (Т(),  точка  М  поверхности  ^8  передвинется  вдоль  кривой 
у9=;=соп81;  въ  некоторую  точку  М'\  уравнеше  плоскости,  проходящей 
черезъ  нашу  точку  Р  и  параллельной  касательной  плоскости  къ  5  въ 
точк*  М\  по  отношен1ю  къ  осямъ  (Г()  будетъ,  очевидно 

жV  +  ^^гV+;г'  =  о;  (9) 

гд4 

М'  =  М  +  ^аа,     N'  =  N  +  ^аа. 
да  да 

Перес'Ьчен1е  плоскостей  (8)  и  (9)  дастъ  намъ  въ  пред-Ьл*  напра- 
влен1е,  сопряженное  съ  кривой  а  =  соп81;  на  поверхности  /$. 

Уравнен1е  плоскости  (9)  по  отношен1Ю  къ  осямъ  {Т\)  получимъ, 
полагая  О 

X  =х—[^  ^^  +  -\Ла,    у  =у  +  --тъ^^^    а  =^^в  +  -с1а, 
\(о  д^      со1      '    ^       ^      €0  д^  со 

а  потому  по  отношен1ю  къ  осямъ  {Т\)  предельная  прямая  пересЬченгя 
плоскостей  (8)  и  (9)  будетъ  дана  уравнен1емъ  (8)  и  уравнешемъ 

(^1^_дсо]_\      ,Ш_Мдф\    _Ш 
[да'^  сэд'^'^сэ)^'^\да       а>  д^)^        а>'    ^' 

Если  кривыя  а=соп8Ь,  ^^  =  сопз^  сопряженныя  на  поверхности  ^8, 
то  посл'К^дняя  прямая  должна  быть  параллельна  перем:1^щен1Ю  нашей 
точки  М  вдоль  кривой  а  =  соп8Ь. 

Написавши  это  услов1е,  приходимъ  къ  уравнен1ю 

да       (О  д/З        (О    '  ^   ^ 

уравнен1е  это  въ  частпыхъ  производныхъ  2-го  порядка  относительно  I; 
въ  раскрытой  форм*  оно  будетъ 

дЧ  _       21  +  0)3  1  дсо  д1       21  — со^  ]_(}^  ^ 81 д^д! 

дад^ ~       21  — (о^  (О  013  да      21  ■+-ю^(о  да  д^'^  (21  —  ш'^)  ( 21  +  со^)  да  д^ ' 


1)  См.  формулы  (11)  §  6  гд.  II. 
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Уражяеше  |Ш  ны  ножеяъ  шредггшгь  вь  шЛешллько  штоШ  >>:г 
ж  няевно,  полытясъ  выражеидяшн  \1)  для  1^  н  29,  нохеяъ  прмзег 
это  травиен1е  къ  ввду 

д;^        т  па         й> 

§  3.  ДальвгЪйшая  задача  св>>дштся  къ  досазатедьсгвт  спвжъ-::=  - 
СП  травнетД  (Ь  в  III;  шли,  что  то  же,  травневИ  (Г>  в  (Шк 

11редпо.10жвмъ,  ^о  посл-кдвее  о<мгтоательство  вв^еть  в-Ьсто:  г; 
этовъ  предположен1в  11р*>дв«|^|>еренцнртевъ  траввевве  (I)  во  с  в  вста^  ■• 

вь  полтчеввое  траввев1е  вжЬсто  -^-  его  звачевкС II).  тогда  найдехъ.  г 

Л1  I  ^г- -^ [ 1=0- 

Исключая  пока  с.1тчаД  1/  =  о,  получввъ,  что 
^М  Удоу      X*      21  — й}^ 

Наконецъ  ди^^^^еренцируя  уравнен1е  (Г)  по  ^,  пользуясь  вырах*^ 

н]евъ  (\\\)  Д.1Я    .  -  в  исключая  сличай  Л"=-0,    вайдевъ  еще  сл*1}1- 

щее  уравнен]е: 

дУ  Мдсо      ЗП  .   21  +  €о*  .. 

п,9  (О  па        (О     '       2ао 

Итакъ,  если  наши  ур;1внен1Я  (Ь  в  (II)  совв'Ьстны,  то  д<<лх:1^ 
быть  совм-Ьстны  уравнен1я  (II)— (V),  т.  е.  должны  тдов-1етворятг^ 
тождествеоно  соотношен1я 

дад/^       д^^ча'     /ксп^:^       д^да 

Въ  справедливости  иос.11;днихъ  тождествъ  легко  уб'Ьдаться  пр  * 
тывъ  диф'|»ере11цирован1емъ  выражен1й  (II — ^*),  если  при  томъ  приме1«г 
во  внияан1е  со;твошен1е  (I)  и  всномнимъ,  что  (о  ннтегралъ    ураввен1Н 

Если  теиерь,  перенесемъ  всЬ  члевы  въ  уравнены  (I)  въ  л*в)' 
часть  и  обозначивъ   волученную   л-Ьвую   часть,    черезъ  Ь,   то  т>  сил! 

дЬ       дТ. 
уравнеи1й  (II) — (V),  будемъ  имЬть,  что  производная  -I-  ^  ~тз  '^^ 

ственно  равны  нулю,  т.  е. 
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да      ^'     д/^       ^' 

откуда  заключаемъ,  что  /.  =  соп81. 

Для  совм4ствости  уравнений  (II) — (V)  эта  постоянная  должна 
равняться  нулю. 

Уравнешя  (II) — (У)  представляютъ  три  уравнен1я  въ  частныхъ 
ороияводныхъ  2-го  порядка  относительно  I;  если  они  сови'Ьстны,  то 
они  им'Ьют'ь  въ  известной  области  голоморфный  иытегралъ,  определяе- 
мый начальными  значен1ями  функфй  ?,  т-.  Т5  Д-^^  «  =  «0  и  В  =  0^. 

да    пр 

Для  совместности  уравнен1й  (II) — (V)  эти  начальныя  значен1я 
должны  удовлетворять  соотношен1Ю  1^^=0,  гд*  черезъ  Ь^  обозначимъ 
зиачеи1е    функц1и    Ь,    когда    вставимъ    въ    нее    вм'Ьсто    функщй    2, 

д1     д1 

т- ,  -гл  ихъ  нача-1ьныя  значенш. 

да     д^ 

Принимая  теперь  во  вниман1е,  что  постоянная  а  выбрана  нами 
произвольно  видимъ,  что  въ  наше  выражение  для  I  будетъ  входить  три 

произвольныхъ  постоянныхъ  а,  ^о!  ("^")  »   *  потому   поверхностей   в, 

удовлетворяющихъ  двумъ  нашимъ  услов1ямъ  будетъ  со». 

§  4.  Покажемъ  теперь,  что  всЬ  найденныя  нами  поверхности  5 
наложимы  на  параболоидъ  вр€ащен]я. 

Обращаясь  къ  выражен! ямъ  Г5)  проэкц1Й  иерем'Ьщен1Й  точки  Ж 
поверхности  5,  мы  получимъ  для  линейнаго  элемента  этой  поверхно- 
сти следующее  выражен1е: 


"^  ^  да  д(^ 

Если  поверхность  5  представляетъ  одну  изъ  искомыхъ  поверхно- 
стей, наложимыхъ  на  параболоидъ  вращен1Я,  то  на  ней  кривыя  г=соп81 
должны  быть  геодезическими  параллелями,  т.  е.  дифференщальный  па- 
раметръ  Л^(1),  относительно  линейнаго  элемента  й.^^  долженъ  быть 
функщей  одного  I  ^). 

Составляя  этотъ  параметръ,  найдемъ,  что 

.,(0  =  ^». 


^)  ВкпсЫ.  р.  159. 
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Какъ    известно    М,    дифференщалъ   дуги    геодезическихъ    лин1й, 
ортогональныхъ  къ  кривымъ  г  =  соп81,  будетъ 


'==/-2^-^^'  = 


с1Ь 
линейный  же  элементъ  поверхности  5  можетъ  быть  приведенъ  къ  виду: 

Для  опред'Ьлеи1я  функц1и  а,  найдемъ  выражен1е  для  геодезиче- 
ской кривизны  лиши  2  =  соп81,  пользуясь  изв'Ьстной  формулой  Воппе1: 

1  1  \д       60  да        д       да  .10 


0,1      \/Е0~1'Ц^"  ^  д0  Я 

гд* 


».  Е,  Г,  О  коэффищенты  линейваго  элемента  разсматриваеиой  повер- 
хности 5. 

Воспользовавшись    уравнешями   (I) — (V)  и  вводя    вместо  I  пере- 
манное  и  по  формул* 

МЫ  посл'б  всЬхъ  вычислен1й  приходимъ  къ  уравнешю 

1_  __  д1о^б  __  _         I 

д^1         ди  81ПМ  С08Н  * 

откуда  найдемъ,  что 

б  =  йсо^ап^!*, 

гд'Ь  /:  н-Ькоторая  постоянная. 
Замечая,  что 

представимъ  линейный  элементъ  нашей  поверхности  5  въ  вид* 


1)  В1атЬ1.  р.  160. 
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откуда  заключаемъ,  что  эта  поверхность  наложима  на  параболоидъ 
вращеша. 

Чтобы  доказать,  что  конгруэнция  нормалей  къ  2  представляетъ 
конгруэнщю,  присоединенную  къ  б,  намъ  остается  доказать,  что  на 
поверхности  5  кривыя  7^соп8^  ортогональны  къ  плоскостямъ,  прохо- 
дящимъ  черезъ  соотв'Ьтственныя  нормали  лъ  8  и  Л. 

Уравнен1е  какой-либо  изъ  этихъ  плоскостей  по  отношен1ю  къ  со- 
ответственной систем'Ь  координатъ  (Т),  будетъ  очевидно 

Проэкщя  перемещен1Й  точки  М  поверхности  ^8  вдоль  кривой 
?  =  соп8(;  будутъ 

Л 
.        21— (о^.         .        21  +  (о^  да  ^^       . 

д& 
или  на  основан! и  (7) 

6х  =  -^^с1а^     6у  = 2^--,     сУ^  =  0. 

откуда  им'Ьемъ 

6у  ~  дх  ' 

а  это  и  есть  требуемое  условхе. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  следующей  теорем'Ь. 

Всякой  поверхности  т'тгта  1^  соотв^ьтствуетъ  оо'*  поверхностей  5, 
нсиожимыхъ  на  параболоидъ  вращенгя,  при  чемъ  нормали  кь  2  состав- 
ляютъ  конгруэнцгю,  присоединенную  къ  5. 

§  5.  Мы  исключили  изъ  нашего  изсл-Ьдовашя  случай,  когда  М=0 
или  N=0;  разсмотримъ  его  иодробн-Ье. 

Положимъ  сперва,  что  Ж=0;  обращаясь  къ  уравнен1ю  (III),  ви- 

дсо 
димъ,  что  въ  этомъ    случа-Ь  либо  ^  =  0,  либо  -     =0. 

да 

Первое  предположен1е  не  даетъ  намъ  р']^шен1а  задачи,  ибо  тогда 
мы  найдемъ,  что  г  =  соп81  и  м  =  соп811,  а  такого  р'Ьшен1я  задача  Ош- 
сЬагй'а  очевидно  не  допускаетъ.  Что  касается  второго  предположен1я, 
то  оно  показываетъ,  что  въ  этомъ  случа*  поверхность  2^ —  поверхность 
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вращен1я,  а  такъ  какъ  она  еще  и  поверхность  1шп1та,  то  сл±доь.- 
тельно  она  представляетъ  катеноидь. 

ВсЬ  уравнен1я  (I) — (V)  сводятся  къ  одному  уравнеи1Ю  (1),  къг- 
рое  въ  данномъ  случа*]^  будетъ  обыкновеннымъ  дифференцЕальншп 
уравнен1еиъ  Ьго  порядка. 

Интегралъ  его  наключаетъ  одну  произвольную  постоянную:  е*. . 
присоединимъ  къ  ней  еще  произвольную  постоянную  а,  то  уги- 
димъ,  что  поверхностей  5,  удовлетворяющихъ  нашимъ  тслов12хт 
будетъ  сх>2. 

Линейный  элементъ  этихъ  поверхностей  будетъ  вида: 

Такъ  какъ  I  и  со  функщи  одного  параметра  ^^  то  уже  изъ  сам  2 
формы  линейнаго  элемента  видимъ,  что  поверхность  8  наложима  зм 
поверхность  вращен1я.  При  помощи  того  же  анализа,  что  и  въ  преды- 
дущемъ  параграф'^,  мы  уб'Ёдимся,  что  поверхность  ^9  наложима  на  ял- 
раболоидъ  вращен1Я. 

Дал']^е  помощью  весьма  простыхъ  разсужден1й  можно  пова:^атк 
что  поверхность  5^  будетъ  въ  разсматриваемомъ  случа*  поверхность!' 
вращен1я. 

Въ  самомъ  А^л'ку  такъ  какъ  разстояше  I  между  соотв'Ьтствевнк- 
ми  точками  поверхностей  8  и  2^  функц1я  одного  параметра  /^,  то  он  • 
не  меняется  при  перем15щен1яхъ  по  этимъ  поверхностямъ  вдоль  крн- 
выхъ  /^  =  соп81;  другими  словами,  перем'Ьщен1я  вдоль  какой-либо  кри- 
вой /9  =  соп81;  на  поверхностяхъ  5  и  -2^будутъ  параллельны  между  собо*». 

Но  такъ  какъ  на  катеноид*  2!  кривыя  /^  =  соп8!;,  какъ  парал.и^ 
ли,  представляютъ  окружности,  то  и  на  поверхности  5  он'Ь  будуп 
окружностями. 

Паконедъ,  такъ  какъ  он*  представляютъ  на  последней  поверх- 
ности изгибашя  параллелей,  то  отсюда  уже  ясно,  что  поверхность  5 
въ  этомъ  случа*  поверхность  вращенгя. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  следующей  теорем*!. 

Всякому  катеноиду  -Г  соответствуешь  оо^  поверхностей  вращс 
нгн  8,  наложимыхъ  на  параболоидъ  враи^тя,  при  чемъ  нормали  къ  - 
представляютъ  конгруэнцт,  присоединенную  кь  поверхностямъ  8 

§  6.  Изъ  первой  теоремы  Ои1'сЬаг(1'а  мы  знаемъ,  что  геометричр- 
скимъ  м']^стомъ  точекъ,  симметричныхъ  съ  точками  поверхности  2^ 
относительно  соотвЬтственныхъ  касательныхъ  плоскостей  къ  поверх- 
ности 5,  будетъ  некоторая  поверхность  ппшта  -2*1 . 

Покажемъ  теперь  это,  не  прибегая  къ  теорем-Ь  ви1сЬаг(1'а. 
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Разсмотримъ  геометрическое  N"66X0  2\  точекъ,  сиииетричныхъ 
съ  точками  поверхности  2  относительно  касательныхъ  плоскостей  къ  ^8^ 
т.  е.  относительно  плоскостей 

Мх  +  Ку  +  е  —  1==0. 
Координаты  раясматриваеиой  точки  буд}тъ,  очевидно, 

^  21М  ^  2Ш  __  21 

или,  на  основавши  соотвошешя  (I) 

х  =  аМ,    у=^аN,     л  =  а.  (10) 

Отсюда  заключаемъ,  что  разспюянге  точекъ  поверхности  -21  отъ 
касательныхъ  плоскостей,  проведенныхь  кь  поверхности  2  въ  соотвп,т'' 
ственныхъ  точкахъ,  величина  постоянная. 

Найдемъ  выражен1е  для  линейнаго  элемента  поверхности  ^^1 . 

Проэкщи  перем-Ьщенгй  точки  (10)  на  соотв-Ьтственныл  оси  (Т) 
будутъ: 


бx  =  —  ^с^а-\-аЛМ  +  -аа  —  (—--'^(^а  +  -^аАаN, 
"^  '-"  у      0}  д^  со  да      I 


2        '  ш 


'»— ?*'+'^^+(-^^*+^^^')«^-^'. 


=  ^(^Vа/^— л/йа), 


или  на  основан1и  уравнешй  (II) — (V) 

бх^~(аК^  +  а  —  1)с1а  +  ^  — й/9, 
со  ^  со 

^у  =  —^Шс1а-^^{1  —  а  —  аМ^)а13,  (11) 

02=- йа-\ г^/9. 

О)  (О 

Если  теперь  примемъ  во  внииан1е  соотношен1е  (I),  то  для  линей- 
наго элемента  поверхности  1\  найдемъ  сл^^дующее  выражен1е: 

Й52  =  ^(йа2  +  Й^2)^  (12) 
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гд'Ь  черезъ  о^х  мы  обозначили  фуикщю,  опред']^ляеиую  выражен1емъ 

(13) 


Уравцен1е  касательной  плоскости  къ  нашей  поверхности  ^^ 
какъ  легко  видЪть,  будетъ 

аМ(х  —  аМ)  +  аН{у  —  ат-\-{а  —  1){1е^  —  а)  =  0, 

или  на  основанш  соотношен1я  (I) 

аМх  +  аNу  +  {а  —  1)  г  —  а1  =  0;  (14) 

отсюда  видииъ,  что  разстояи1е  соотв'Ьтственной  точки  поверхности  ^ 
отъ  плоскости  (14)  равно 

^^ к'' ^.    I 

т.  е.  равно  той  же  постоянной  величин*  |а|,  которая  представляетъ 
разстоян1е  соответственной  точки  поверхности  -2'|  отъ  касательной 
плоскости  къ  ^• 

Такимъ  образомъ  мы  видинъ,  что  соотношен1е  между  поверхно- 
стями 2  и  2^1  взаимное. 

Остается  намъ  показать,  что  поверхность  -2\  поверхность  т1шта 
и  что  ассимптотическ1я  лин1'и  и  лин1и  кривизны  поверхности  ^  соот- 
в^тствуютъ  ассимптотическимъ  лин1ямъ  и  лиы1ямъ  кривизны  поверх- 
ности -2^. 

Для  доказательства  этихъ  положен1й  воспользуемся  метол омъ, 
которымъ  мы  уже  пользовались  не  разъ  и  которымъ  намъ  пр1Йдется 
еще  часто  пользоваться. 

Примемъ  некоторую  неподвижную  точку  Р  за  начало  коорди- 
натъ  (Г]),  оси  которыхъ  остаются  постоянно  параллельными  соотв-Ьт- 
ственяымъ  осямъ  коордипатъ  (Т).  Черезъ  точку  Р  проведемъ  плос- 
кость, параллельную  касательной  плоскости  (14)  къ  поверхности  ^^ 
уравнен1е  этой  плоскости  по  отношен1ю  къ  (Тх)  таково: 

аМх  +  аХу  +  {а  —  1)0  =  О.  (16) 

Дадимъ  лараметрамъ  «,  ^  приращен1я  йа,  с?/?;  тогда  оси  {Т\) 
примутъ  положеи1е  {Т[)\  по  отношен1ю  къ  {Т[)  уравнен1е  плоскости, 
проходящей  черезъ  точку  Р  и  параллельной  соотв-Ьтственной  каса- 
тельной плоскости  къ  -2*1,  будетъ 

аЛГх  +  а^'у  +  (а  —  Г)  /  =  О, 
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гд* 

Уравнен1е  той  же  плоскости   по  отлошен1Ю   къ  (ТО  въ  силу  из- 
в-Ьстныхъ  формулъ  преобразовашя  координатъ  *),  будетъ: 


гд* 


Вх  +  Ку  +  Ь^  =  0,  116) 

К  =  —  аМШа  +  (^  —  а  +  21  —  амАа0, 


Прямая  перес']Ьчешя  плоскостей  (15)  и  (16)  параллельна  направ- 
лен1ю,  сопряженному  на  поверхности  2^1  съ  т'Ьмъ,  которое  характери- 
зуется И8М']Ьнен1емъ  параметровъ  а,  /9  на  величины  Ла,  й^. 

Если  черезъ  б^х,  б\у,  б^г  обозначииъ  проэкц1и  перемЬщенхя  по 
кривой,  сопряженной  съ  кривой  (йа,  А&),  то  отсюда  заключаемъ,  что 
услов1е 

Яб^х  +  Кб^у  +  ^б,г  =  О,  (17) 

представляетъ,  какъ  легко  вид*ть,  ничто  иное,  какъ  дифферепщальное 
уравнен1е  сопряженныхъ  кривыхъ,  проведенныхъ  на  поверхности  2^*1. 
Если  теперь,  черезъ  ба,  б^  обозначимъ  приращешя  параметровъ, 
соотв*тствующ1я    перем-Ьщенхю   {б^х,  б^у,  б^я),    то  на  основаши  урав- 
нен1я  (I)  приведемъ  уравнен1е  (17)  къ  виду: 

с[аба  —  с1^б/9  =  0.  (18) 

Последнее  уравиен1*е  вм'Ьст'Ь  съ  тЬмъ  представляетъ  уравнен1е 
сопряженныхъ  кривыхъ  на  данной  поверхности  2^*;  такимъ  образомъ,  мы 
приходимъ  къ  заключен1ю,  что  всякой  системен  сопряженныхъ  кривыхъ 
поверхности  ^  соотвуьтствуетъ  система  сопряженныхъ  кривыхъ  поверх- 
ности 2^1  и  наоборотъ. 

Эту  же  теорему  можно  выразить  несколько  иначе,  а  именно: 
ассимптотическгя  линги  поверхностей  21и2\  соотвптствуютъ  другъ  другу. 

Наконецъ,  легко  видЬть,  что  уравненхе  (18)  удовлетворяется  при 
а  =  соп81  и  /9  =  соп8Ь;  но  такъ  какъ  эти  кривыя  ортогональны  на  1^^9 
то  следовательно  он'Ь  представллютъ  на  ней  лин1и  кривизны. 

')  См.  §  6  гл.  П. 
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Итакъ  линги  кривг1зны  на  поверхностяхъ  2  и  ^  соотвп>тствуютъ 
другъ  другу. 

Уравнеше  ассимптотическихъ  лин1Й  на  поверхностяхъ  2]12^\  будетъ: 


а  потому,  полагая 


мы  наиишемъ  уравнен1е  ассимптотическихъ  лин1Й  въ  вид'Ь 

и  =  С0П81 ,     V  =  С0П81; . 

Примемъ  аа  координатныя  лин1и  на  поверхности  2х  посл']^ды1я  кри- 
выя;  тогда  линейный  элементъ  вашей  поверхности  приведется  къ  форм*: 

4 

отсюда  видно,  что  ассимптотичесюя  лиши  на  поверхности  -2,  ортого- 
нальны, а  следовательно  поверхность  2\  поверхность  тгпгта^ 

Итакъ  интегркрованге  уравненш  (I) — (V)  приводить  къ  преобрс^зо- 
вант  поверхности  тгшта  2  въ  другую  поверхность  тгпгта  2^1  -  По- 
верхности  2  и  2\  связаны  между  содою  такимъ  образомъ,  что  разсто- 
янге  тючекь  одной  изъ  нихъ  оть  касательныхъ  плоскостей,  проведенныхъ 
вь  соотвгьтственныхъ  точкахъ  къ  другой,  постоянно.  Кромгь  тою  ли- 
тямь  кривизны  и  ассиМптотическимъ  литямъ  одной  поверхности  соот- 
вгьтст-вуютъ  линги  кривизны  и  ассимптотическгя  лиши  другой, 

§  7.  Какъ  показалъ  Воппес  ^),  со  всякой  поверхностью  тш]та 
связана  опред'Ьленнымъ  образомъ  н'Ькоторая  другая  поверхность  по1Ш1та, 
называемая  присоединенной  (вигГасе  а(1^01п1:е)  къ  первой. 

Между  двумя  присоединенными  поверхностями  т1П1та  существуютъ 
сл4дующ1я  соотношен1я:  1)  он*  наложимы  другъ  на  друга;  2)  касатель- 
ныя  плоскости  къ  нимъ,  проведенныя  въ  соотв^тственныхъ  точкахъ 
параллельны,  и  3)  касательныя  къ  соотв4тственнымъ  кривымъ,  прове- 
денныя въ  соотв-Ьтственныхъ  точкахъ,  взаимно  пернендикулярны. 

Обозначимъ  черезъ  -2'^,  2^  дв*  поверхности  т1п1та,  присоединен- 
ный соответственно  къ  поверхностямъ  2/  и  -Г,  предыдущаго  параграфа. 

Посмотримъ,  какое  соотношен1е  существуетъ  между  этими  повер- 
хностями 2^  и  -Г^^. 


^)  Ко1е  виг  1а  1Ьёопе  ^ёпёгак  (1е8  зигГасев  (Сотр1;е8  гепйив  1;.  XXXVII  р.  629— 
632);  см.  также  ОагЬоих.  X.  I  р.  322. 
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Предварительно  однако  разсмотримъ  поверхности,  связанный  съ 
какой-либо  поверхностью  т1П1та  2  такимъ  образомъ,  что  касательныя 
плоскости  въ  соотв'Ьтственныхъ  точкахъ  этихъ  поверхностей  и  поверх- 
ности 2  параллельны  между  собою,  а  касательныя,  проведенныя  въ  со- 
отв1^тствеиныхъ  точкахъ  къ  соответствен ныиъ  кривынъ  на  искомыхъ 
поверхностяхъ  и  на  поверхности  2^  взаимно  ортогональны. 

Иокажемъ,  что  всЬ  искомыя  поверхности  будутъ  поверхностями 
тшта  и  что  въ  числ*  ихъ  будутъ  присоединенныя  къ  2  поверхности. 

Выберемъ  произвольную  неподвижную  точку  Р  за  начало  подвиж- 
ныхъ  координатъ  {Т\),  оси  которыхъ  остаются  постоянно  параллель- 
ными соотв'Ьтственнымъ  осямъ  координатъ  (Т);  иосл^дн1я  оси  связаны 
съ  поверхностью  2  такимъ  образомъ,  какъ  мы  условились  въ  §  1-мъ 
настоящей  главы. 

Искомыя  поверхности  будутъ  представлять  обертки  плоскостей,  урав- 
нешя  которыхъ  по  отношенш  къ  соотв^тственнымъ  осямъ  (Т)  будутъ  вида: 

^  =  ^0,"  (19) 

гд*  00  некоторая  функц1Я  отъ  а  и  /^. 

Нормали  къ  искомымъ  поверхностямъ  представляютъ  линейчатыл 
конгруэнщи,  лучи  которыхъ  параллельны  соотв'Ьтственнымъ  осямъ  л;"^* 
координатъ  (Т\)]  уравнен1е  какого-либо  луча  по  отношен1Ю  къ  соот- 
в'Ьтственнымъ осямъ  (ТО  будетъ 

гд*  хо,  у  о  н-Ькоторыл  функщи  отъ  а,  0. 

Постараемся  определить  изъ  поставленныхъ  нами  услов1й  функ- 
щи хо,  уо,  ^а- 

Сохраняя  всЬ  обозначен1я  предыдущихъ  параграфовъ,  мы  най- 
демъ  сл-Ьдующхя  выражен1я  для  проэкщй  иерем'Ьщен1й  какой-либо 
точки  {х,  Уу^о)  на  оси  (Т\): 

6х  =  йх-\ йа  —  \ -^7>  й«  Н йАу, 

'у-^у+[-~Л''^1>У~^'>'      (20) 

6:г  =  с1г  +  ^а&  —  ~Ла. 

(О  (О 

Такъ  какъ  перемещен  1Л  точки  (дго,  Уа,  ^0)1  принадлежащей  иско- 
мой  обертк*    плоскостей  (19),    при  какихъ  угодно   безконечно-малыхъ 

11 
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изм'Ьнен1яхъ  параметровъ  а,  &  происходить  въ  плоскости  (19),  то  сле- 
довательно для  всевозможныхъ  значен]  й  йа,  Л^  проэкцш  этихъ  пере- 
м-Ьщешй  на  ось  лг***  равны  нулю,  т.  е. 

'со  со 

откуда  заключаемъ,  что 

а:о  =  «>^.     Уо  =  -е>^.  (21) 

Обратимся  теперь  ко  второму  услов1ю;  мы  можемъ  выразить  его 
сл-Ьдующимъ  образомъ:  перем*щен1Я  вдоль  соотв-Ьтственныхъ  кривыхъ, 
проведенныхъ  на  искомой  обертк-Ь  и  на  поверхности  2  взаимно  орто- 
гональны. 

Такъ  какъ  проэкщи  перем-Ьщенхй  соотв-Ьтственной  точки  поверх- 
ности 2^  на  оси  (ТО,  очевидно,  будутъ 

бх  =  —  ■^^«>     ^У^ — "7^'^'     с^^  =  0, 
то  второе  изъ  нашихъ  услов1й  приведется  къ  тремъ  сл'Ьдугощимъ: 

Второе  изъ  УСЛ0В1Й  (22)  удовлетворяется  тождественно  въ  силу 
соотношен1Й  (21);  что  же  касается  перваго  и  посл-Ьдняго  услов1Й  (22), 
то  ВЪ  силу  т'Ьхъ  же  соотношен1Й  (21)  они  обратятся  въ  сл'Ьдующ1я: 

д^0о дЬ^^со  д0о   I    ^1о^со  д^р ^ 

"^2  ~"  да     да  "^  ~~д^    ~д^       ш2  ' 

(23) 

д^^^о  _  д\о^со  д^ ^Щ^  ^^0 ^ 

~7^^^  'да^да       ~д^~'д~^       ю^' 

Такимъ  образомъ  видимъ,  что  искомыя  поверхности  будутъ  су- 
ществовать, если  уравнен1я  (23)  будутъ  совместны. 

Докажемъ  поэтому,  что  эти  уравнешя  совместны;  дифференцируя 
нервое  изъ  нихъ  по  /?  и  принимая  во  внимание,  что  со  интегралъ  уравнен1я 
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легко  найдемъ,  что 

(?а  [()а()/1?"^     (?/^?     да'^     да     д^\ 

Точно   также,   дифференцируя    второе    изъ    ураонен1Й   (23)   по  а,   по- 
лучимъ,  что 

д^[дад^'^    д^    да'^     да     д^\ 

откуда   заключаемъ,    что    если   наши   уравнешя  (23)  совм'Ьстиы,  то  ао 
удовлетворяетъ  и  уравнен1Ю 

д^о дХо^сэдиа       дЪ^содер   ,    к  .     . 


дад0  д^    да  да     д/З   '    2' 

тд,^  к  н'Ькоторая  постоянная. 

Теперь    уже    простымъ    дифференцирован1емъ    уб^^ждаемся,    что 
уравнен1я  (23)  и  (24)  совн'Ьстны   при    какихъ   угодно    значешяхъ  по- 

стоянной  к,  такъ  какъ  значенш,    получаемыя  для       ^      и  изъ 

этихъ  уравнен1й,  одинаковы. 

Обращаясь   къ   выражен1ямъ  (21),  легко  найдемъ,    что  уравнеше 
(24)  можно  написать  въ  сл']Ьдующей  форм^: 

дхр      дЪ^ю  дур      (?1о|;а)      _к(о 

Зам^Ьчая  теперь,  что  въ  силу  услов1Й  (22)   проэкц1и  перем'Ьщен1Й 
точки  (хр,  ур,  ер)  на  оси  (Т\)  будутъ 

.        (дхр      д\о%(о     \                         (дхр       д\щю     \ 
"^""-[д^—да-У'У^^     ^^  =  ~(^ ^а~У^  ' 

мы  для  линейнаго  элемента  нашей  обертки  найдемъ  сл'Ьдующее  эыражен1е: 

откуда  заключаемъ,  что  всЬ  поверхности,  которыя  мы  получимъ,  да- 
вая к  всевозможныя  значешя,  б\ Аутъ  юмотетичны  съ  поверхностью  2. 
Въ  ел  уча*,  когда  к  равно  =^1,  найдемъ  н-Ькоторыя  поверхности  2^, 
наложимый  на  поверхность  2. 
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Найдемъ  радхусы  кривизны  и  линш  кривизны  полученныхъ  нами 
поверхностей,  которыл  для  краткости  будемъ  обозначать  черезъ  2^. 

На  основан1и  уравнешй  (22)  и  (25)  проэк1ци  перем'Ьщен1й  любой 
точки,  лежащей  на  луч*  х^Хо,  у=уо  или,  что  то  же,  точки  на  нор- 
мали къ  2^,  будутъ 

Если  приращен!)!  парам етровъ  {Ла,  с10)  соотв-Ьтствуютъ  лишямъ 
кривизны  поверхности  ^^,  то  перем'Ьщеи1е  соотв'Ьтственнаго  центра 
кривизны  этой  поверхности  будетъ  направлено  вдоль  нормали  къ  2^\ 
другими  словами,  для  разсматриваема]'о  перем']^щен1я  центра  кривизны 
им'Ьемъ: 

6х  =  '-~^иа  +  ^а0^О.     6у  =  -^^аа  +  '-^^=^с10  =  О.    (26) 
со  ^     2  ^  2  со 

Исключая  отсюда  ;гг,  найдемъ  дифферевщальное  уравнен1е  лин1й 
кривизны  поверхности  ^^;  оно  будетъ  вида: 

Йа2  — (^/92  =  0, 

откуда  заключаемъ,  что  литямъ  кривизны  поверосности  2^^  соатвтьт- 
ствуютъ  ассимптотическгя  линги  поверхности  2. 

Замечая  дал-Ье,  что  ;?  —  0^  въ  данномъ  случае  представляетъ  ве- 
личину соотв^тственнаго  рад1уса  кривизны  поверхности  -2]^  и  исключая 

изъ  (26)  отношен1е  -г-:,  найдемъ,  что 
ар 

г  чо       Тс'со^ 

(е  —  ^о)''  =  — ^ ; 

отсюда  заключаемъ,  что  поверхность  -2]^  представляетъ  поверхность 
тшхта,  а  сл-Ьдовательно,  если  положимъ  ^  =  ±1,  то  соответствен ныя 
поверхности  2^  будутъ  присоединенными  поверхностями  данной  повер- 
хности 2. 

Резюмируя  полученныя  нами  результаты,  приходимъ  къ  следую- 
щей теорем*:  поверхности  -2]^.,  связанный  съ  нгькоторой  поверхностью 
тгпгта  2  такнмъ  образомъ,  что  касательныя  плоскости,  проведенный 
въ  соотвгьтственныхъ  точкахъ  поверхностей  2  и  2^,  параллельны  между 
собою,  а  касательныя  къ  соотвттственнымъ  кривымъ,  проведенныя  въ  со- 
отвп>тственныхъ  точкахъ,  взаимно  ортогональны,  пргдставляютъ  повер- 
хности тьшта,  гомотетическгя  съ  2;  линги  кривизны  поверхностей  2^ 
соотвгьтствуютъ    ассимптотическимъ    лишямъ    поверхности    2.    Если 
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коэффингентъ  подобья  к  равенъ  =^=  1 ,  то  еоотегьтствующгя  поверхно- 
сти 2^^  представляютъ  поверхности  присоединенный  къ  2- 

§  8.  Въ  предыдущемъ  параграф'^  мы  доказали,  что  для  каждой 
поверхности  тхшта  существуютъ  присоединенныл  поверхности  тш1та, 
т.  е.  поверхности,  связанный  онред'Ьленнымъ  образоиъ  съ  данной  по- 
верхностью. 

Перейдемъ  теперь  къ  разсмотр-Ьнхю  поверхностей  -Г®  и  2!^,  соот- 
в-Ьтственно  присоединенныхъ  къ  поверхностямъ  -Г  и  -^''1,  разсмотр-Ьн- 
нымъ  нами  въ  §  6-мъ  этой  главы. 

Координаты  соответственной  точки  М  поверхности  2^  по  отно- 
шеи1ю  къ  осямъ  {Т\),  на  основаши  лредыдущаго,  будутъ: 

^«"^^^^     ^^^"~^^''     ^0,  (27) 

гд'Ь  2о  удовлетворяетъ  уравнев1ямъ  (23)  и  (24),  при  чемъ  въ  посл^д- 
немъ  постоянной  1с  приписано  значение  ±1. 

Цусть  М\{х\^у\,  г\)  представляетъ  соответственную  точку  повер- 
хности 2^,  присоединенной  къ  поверхности  ^ь  при  чемъ  (х\,  уь  ^0 
координаты  ел  по  отношешю  къ  т4мъ  же  осямъ  {Т\). 

Поверхность  2^  характеризуется  т*мъ,  что  1)  ея  касательная 
плоскость  им^егь  следующее  уравненхе: 

аМ{х-х,)^а1}{у  —  у,)  +  {а  —  1){^  —  е,)  =  0,  (28) 

гд*  М,  N.  I  изв-Ьстныя  намъ  функщи;  2)  если  чере.^ъ  бх,  бу^  6 г  обо- 
значимъ  проэкщи  перем*щен1й  точки  поверхности  -2^1,  соответствую- 
щей точке  Л/^(^:^,  у^,  Хх)  поверхности  2^,  то  для  всевозможныхъ  зна- 
чен1й  (йа,  Л^)  имеетъ  место  соотношен1е 

бхбхх  +  бx^буx  +  дебгх  =  О  (29) 

и,  наконецъ,  3)  линейный  элементъ  поверхности  2^  равенъ  *) 

'^«?  =  ^(<^«' +  '?'?')  (30) 

Кроме  того,  какъ  мы  знаемъ,  лишямъ  кривизны  поверхности  2^,^ 
будутъ  соответствовать  ассимптотичесшя  кривыя  поверхности  2^^  т.  е. 
кривыя 

«  +  /^  ,  а  —  /? 

и  =  — —  =  С0П81; ,     г;  =  —       =  сопз^ 

')  См.  §  6  выр.  (12)  и  (13). 
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Постараемся,  исходн  изъ  этихъ  условий,  опред'Ьлить  координаты 
точки  {Х],  уь  Ях)  поверхности  -Г®. 

11роэкц1и  перем']^щен1й  нашей  точки  таковы: 

Зд'Ьсь  для  краткости  черезъ  Ах,  В],  А^^  В%^  А^ч  Вг  мы  обозна- 
чаемъ  коэффищенты  при  Аа.  и  й^  въ  выражен1яхъ  для  6х\,  бу\,  бе\. 

Такъ  какъ  перем'Ьщешя  точки  \х\^уи  я\)  при  всевозможныхъ  без- 
конечно-малыхъ  и:ш^нен1яхъ  параиетровъ  а,  /9  происходятъ  въ  нлос- 
кости  (27),  то  отсюда  им-Ьемь  два  услов1я: 

аМ^1  +  а^\Г^2  +  (а  — 0^3  =  0. 
а  МВх  +  а-АГБа  +  (а  —  О  -Вз  =  О . 

Если  примемъ  во  внимаше  выражешя  (11),  то  тогда  условге  (29) 
разобьется  на  три  сл']&дующихъ  услов1я: 

Ах  (I  —  аМ^)  —  А2аМК—  А^аМ  =  О , 

В^а31N+В^^аN'-  —  ^)  +  В•,аN=0, 

АxаМN+А2(аN^  —  ^)-^А^аN+В^{^  —  аМ^)—В2аМN—ВгаМ=0. 

Пользуясь  уравнениями  (32),  мы  приведемъ  посл-Ьдшя  соотноше- 
Н1Я  къ  виду: 

Ах  —  МАг  =  0,     В2  —  КВг  =  0,     Ао  — NА^  — В1  +  МВ^  =  0.    (33) 
Теперь  уже  нетрудно  привести  наши  соотношен1я  (32)  и  (33)  къ  виду: 

Ах  —  МАг  =  0,     А2 аЖ    ^^    '        '~     ~^Ж~^^    ' 

(34) 
В2  —  NВ^  =  0,     МАг  —  КВя  =  0, 

Инъ  уравнен1й  (34)  прежде  всего  им'Ьемъ,  что 

АхВх  +  А2В2  +  А;,В,  =  0, 
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т.  е.,  что  кривыя  а  =  соп81  и  0  =  соп&Ь  на  поверхности  2^  ортого- 
нальны; дал'Ье  на  основан1и  (34)  и  иосл'Ьдняго  изъ  нашихъ  услов1Й 
относительно  поверхности  2^  нм'Ьемъ,  что 

72  72  72 

>|2    1      >|2    I      А^  =  — А^=  7?2    I     1?2     I     й2-=_-—    Т?2  =  ^_ 

^}   П-  -^2  -1-  -Лз  —  ^2^^2  -^3  ^1  П-  -"2  -Г  Х>з  —  ^2^/2  -^3  ^2  ' 

откуда  яаключаемъ,  что 

*      ()а       со       ~  а>  '     ^*       (?/9'^а)       ~"а>  ' 
Изъ  послъднихъ  соотношеп1Й  находимъ,  что 

,Х1  =  ю  — 1;=а-»,     у1  =  — О)  — =!=аЖ.  (35) 

Подставляя  эти  значешя  х\,  у1  въ  уравнешя  (34),  при  чеиъ  вос- 
пользуемся нашими  основными  уравнен1ями  (I) — (У),  получимъ  сл'Ь- 
дующ1я  уравнешя,  которымъ  должна  удовлетворять  фунЕЩЯ  ^^^: 

~да^  ~~  да    да  """     д^     д0       со^ ' 

д^21  _       дЪ^со  дл1\       д1о^со  дг\       1 


оад^  дР    да  да     д^       2' 

^^3?!  _  д1ощ(о  д^ ()1о^ш  дл^1 ^1 

^2  ~     да" да  д0    д^       со 2 ' 

Мы  видимъ,  что  уравнеп1я,  которымъ  удовлетворяетъ  функщя  1В\^ 
тождественны  съ  уравнен1ями  (23)  и  (24),  которымъ  удовлетворяетъ 
функщя  Но,  а  потому  соотв'Ьтственнымъ  образомъ  подобравши  постоян- 
ныя  интеграц1и,  мы  можемъ  положить 

а  тогда  сравнивая  выражен1я  (27)  и  (35),  имЬемъ: 

Хо  —  Х1  =  ^аХ,     Уа  —  г1\  =  ^^аМ,     г^  —  гх  =  0, 
откуда  находимъ,  что 

аМ{x^  —  X\)■\-аN(у^  —  у^)-\-{п  —  ^){г^  —  еx)=-0, 

другими  словами,  точка  (х^,  у^,  е^)  поверхности  2^   лежитъ    въ  каса- 
тельной плоскости  къ  поверхности  2^  въ  то  время,  какъ  точка  {х\,  у\,е\) 
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поверхности  2^  лежитъ  въ  касательной  плоскости  е=^г^  къ  повер- 
хности -2?°. 

Отсюда  заключаемъ,  что  прямыя,  соединяющхя  соответственный 
точки  поверхностей  21^  и  2^у  касаются  этихъ  поверхностей.  Иначе  то 
же  обстоятельство  можно  выразить  сл'Ёдующимъ  обрааомъ:  поверхности 
2^  и  2^  предспшвляютъ  фокальныя  поверхности  нп>которой  линейча- 
той конгруэнцш. 

Какъ  мы  видели,  поверхности  эти — поверхности  тш1та,  на  ко- 
торыхъ  кривыя  а  =  соп81  и  /9  =  соп81;  нредставляютъ  ассимптотиче- 
СК1Я  лиши. 

Такимъ  образомъ  мы  пришли  /къ  линейчатымъ  конгруэнц1ямъ. 
характеризуемымъ  т'Ёмъ  что  ассимптотичесшя  лин1и  на  ихъ  фокаль- 
ныхъ  поверхяостяхъ  соотвЬтствують  другъ  другу;  так1Я  конгруэнщи  но- 
сятъ  назван1е  конгруэнцш  ТГ  по  аналопи  съ  конгруэнцгями  нормалей 
къ  какой-либо  поверхности  ТУ,  между  фокальными  поверхностями  ко- 
торыхъ,  какъ  мы  видели  ^),  существуетъ  подобное  соотв'Ьтств1е. 

Случай,  когда  фокальныя  поверхности  конгруэнцш  Ж  нредстав- 
ляютъ поверхности  тхпта,  т.  е.  случай,  только  что  разсмотр4нный 
нами,  впервые  подробно  изслЬдованъ  ТЬуЬаи!;  въ  интересномъ  мемуар* 
8иг  1а  (1ёГогтаиоп  йи  рагаЬоЬМе  е1  8иг  диеЦиев  ргоЫётев  ди!  з'у 
га1;(лсЬеп1  ^),  при  чемъ  ТЬуЬаи!;  пришелъ  къ  этимъ  конгруэнгцямъ  со- 
вершенно другимъ  путемъ. 

Мы  не  будемъ  входить  въ  дальн-Ьйшхя  подробности  относительно 
этихъ  конгруэнц1й,  отсылая  читателя  къ  упомянутому  мемуару  ТЬуЬаи!: 
зам^^тимъ  только,  что  разсмотр']^ннымъ  нами  путемъ  приходятъ  къ  са- 
мымъ  общимъ  конгруэнщямъ,  изсл'Ьдованнымъ  ТЬуЬап!. 

Такъ  какъ  неподвижная  точка  Р,  служащая  началомъ  коорди- 
натъ  (Г1),  выбрана  нами  совершенно  произвольно,  то  отсюда  заключаемъ, 
что  поверхности  т1шта,  присоединенныя  къ  данной,  определяются  въ 
пространстве  до  н^котораго  посту пательнаго  перемещения.  Поэтому  мы 
можемъ  формулировать  полученныл  нами  результаты  следующимъ  обра- 
зомъ:  присоединенныя  къ  поверхностямь  ^  и  ^1  поверхности  2Р  и  2^ 
могутъ  быть  путемъ  поступательнаго  перем^ъщенья  приведены  въ  такое 
положенге,  что  онп>  будутъ  фокальными  поверхностями  нп>которой  кон- 
груэнщи ТкуЪаиЬ.  Само  собою  разумеется  мы  предполагаемъ,  что  по- 
верхности 2  VI  ^1  связаны  между  собою  такимъ  образомъ,  какъ  въ  § 
6-мъ  настоящей  главы. 

§  9.  Въ  III  главе  нашего  изследован1я  мы  видели,  что  наши  по- 
верхности тшша  -2"  и  -2^1  нормальны  къ  некоторой  системе  круговъ  (А'), 


1)  См.  гл.  II  §  7. 

3)  Аппа1е8  йе  ГЁсо1е  погта1е  зирёпеиге.  1897  №№  2,  3. 
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•^ '  центры  которыхъ  лежатъ  въ  соотв'Ьтственныхъ  касательныхъ  плоско- 
стяхъ  къ  н^^которой  опред^еныой  поверхности  5,  наложимой  на  па- 
-:    раболоидъ  врав|;ен1я  ^). 

Эти  круги  (К)  въ  то  же  время  ортогональны  къ  безчисленному 
"    множеству  поверхностей. 

Последнее  обстоятельство  даетъ  намъ  возможность  преобразовать 

уравнеи1я  (I)— (Т)  такимъ   образомъ,   что  р'Ьшен1е   задачъ,   обрагныхъ 

..    задачамъ  Сги]сЬаг(1'а  и  В1а11сЫ,  сведется  къ  интегрировашю  н'1^которой 

г     системы  линейньись   уравнен1й  въ  частныхъ   производныхъ    1-го  и  2-го 

порядковъ. 

Къ  интегрировангю  подобной  системы  уравнешй  р^^шен^е  первой 
и:^ъ  упомянутыхъ  задачъ  сведено  впервые  В1апсЬ1  въ  ряд'Ь  зам']^токъ 
въ  АШ  йеПа  Кеа1е  Ассайетха  йе!  Ьшсе!  за  1899  годъ  и  въ  его  ме- 
муар-Ь  8и11а  1еопа  йеИе  1;гап8&гта210П1  йеПе  зирегйсхе  а  сигта^ига 
со8(;ап1е  ^). 

При  вывод1>  этихъ  уравнешй  знаменитый  геометръ  пользуется 
только  аналитическими  преобразовашями,  хотя  въ  прим']^чан1и  къ  упо- 
мянутому мемуару  и  указываетъ  на  связь  между  этими  преобразова- 
Н1ЯМИ  и  упомянутымъ  свойствомъ  системы  круговъ  (К)- 

Въ  дальнМшемъ  мы  и  воспользуемся  этимъ  свойствомъ  круговъ  (К). 

Центръ  С  одного  изъ  разсматриваемыхъ  круговъ  {К)  представ- 
ляетъ,  какъ  легко  вид'Ьть,  точку  пересЬченхя  трехъ  соотв-Ьтствеяныхъ 
плоскостей:  1)  плоскости  касательной  къ  поверхности  -2^,  2)  плоскости 
касательной  къ  поверхности  Я  и  3)  плоскости,  проходящей  черезъ  со- 
отв-Ьтственвыя  нормали  къ  поверхностямъ  -2",  -21  и  5. 

Уравнен1я  этихъ  плоскостей  по  отношен1ю  къ  соотв'Ьтственнымъ 
осямъ  (Г)  будутъ,  какъ  мы  вид-бли, 

а  потому  координаты  центра  (С)  разсматриваемаго   круга  {К)  будутъ: 
_       М1       __    аМ1  _  _Щ __?^  _п 


а  радгусъ  его 


\/а1 


^о--Vx^^  +  у!-;/^  =  ^  (36) 

у  21  —  а 


')  См.  гл.  III  §  7. 

2)  АппаИ  (И  тагетапса.  1899. 
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Обознапимъ  черезъ  у  уголъ,  составляемый  отр4зкомъ  ОС  (черезъ  О 
обозначено  начало  координатъ  Т,  т.  е.  точка  поверхности  2,)  съ  осью 
х'^^^  нашей  системы  (Т),  тогда 

С087  =  -7^^=^-  -^  ,      81П/  =     ,- .  (37) 

\%  —  а  \/21  —  а 

Координаты  соотв'Ьтственныхъ  точекъ  равсматриваемой  окружности 
будутъ,  очевидно, 

Х  =  Хо  —  ГоС087  С08^  =  ГоС08/  ( 1  —  С08^) , 

у  =  Уо  —  п^шу  со8^  =  Го^ту  (1  —  со80, 
а  =  Го&Ш, 

гд-Ь  ^  уголъ,  составляемый  соотв'Ьтственнымъ  рад1усомъ  круга  съ  от- 
Р'ЬзЕОМъ  со. 

Возьмемъ  на  круг*  некоторую  точку  О  и  напишемъ  условхе,  что 
ея  перем'Ьщен1я  ортогональны  къ  кругу  (Ю- 

Если  обозначимъ  черезъ  бх,  бу\  6 г  проэкц1и  перем-Ьщешй  точ- 
ки (х  на  оси  (Г),  то  последнее  услов1е  будетъ  вида: 

81П^  О.0^у6х  +  81п^  ^Шубу  +  С08^С^>  =  О . 

Подставляя  сюда  вм-Ьсто  6х,  бу,  б  г  ихъ  значен1я,  представимъ 
посл^^днее  выражен1е  въ  вид^^ 


Ааа  +  ваа-\-таг  =  о,  (38) 


гд* 


(О  со  ^    \да  2    ) 

«в  со  \о^  2     / 

Чтобы  услов1е  (38)  им^ло  м4сто  при  всевозможныхъ  значен1яхъ 
г?«,  (1^  необходимо  и  достаточно,  чтобы  тождественно  удовлетворя- 
лось соотношен1е 

(дВ      дТ\  /дТ      дЛ\  (дЛ      дВ\ 
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Посл']^днее  выражеше,  какъ  нетрудно  уб'Ьдиться,  приводится  къ  виду: 
Р81п^  +  Ссо8^  +  Д  =  О ,  (39) 

р  —  ^  [  А  /^8^дЛ ^  /а>С08у\1 

^~2  [да\    Го    )      д^У    Го    Л' 

Такъ  какъ  разсматриваемая  нами  система  круговъ  ортогональна 
къ  безчисленному  множеству  поверкностей,  другими  словами,  такъ  какъ 
соотношен1е  (39)  им^Ьетъ  м']^сто  для  безконечнаго  числа  значешй  ^, 
то  необходимо,  чтобы  им4ли  м*сто  соотношешя 

Р  =  0,    Д  =  — (2  =  0. 

Подставляя  въ  выражен1я  для  Р,  ^^  В  вм']^сто  у,  го  ихъ  значешя 
(36)  и  (37),  припедемъ  эти  уравнен1я  къ  виду: 

д^\    I  )~~да\    I    )'     да\(о1)'^д/^\со1)  Р    '  ^^^^ 

6ъ  справедливости  посл']^днихъ  уравнен1й  можно  уб'Ьдиться  при 
помощи  уравнешй  (II)  и  (III). 

Въ  самомъ  д-Ьл-Ь,  складывая  уравнен1я  (II)  и  (Ш),  получимъ: 

да      ^^'^^  д^  ^^^' 

или  еще 

да      "*■  2/  д/^  21  ' 

принимая    во    вниман1е   значения    ^)/   и   Л,    мы    напишемъ    посл']^днее 
уравненхе  въ  вид'Ь 

1д(К<^__т  д1  ^  I  д{Мсо)      М(о  д! 
г      да  Р    да       I      д^'  Р    д(^' 

а  это  ничто  иное,  какъ  первое  изъ  уравнений  (40). 

Если  теперь,  разделивши  уравнен1л  (II),  (III)  на  со?,  сложимъ 
ихъ  и  придадимъ  къ  об1^имъ  частямъ  полученнаго  равенства  по 
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то  найдемъ  второе  изъ  уравнен!й  (40). 

Для  насъ  особенно  интересно  первое  изъ  уравнен1й  (40);  оно  по- 
казываетъ,  что  ни  иожеиъ  положить 


соМ       2  дд> 

тК       2  д9 

1        <р  да' 

1    ~  ч>  дР' 

гд*  д)  н-Ькоторая  определенная  функцхя. 

Если  еще  введемъ  функщю  у>  помощью  соотношее1Я 

У>  =  ^,  (41) 

то  получимъ  для  М  \1  N  сл'Ьдующ1я  выражен1я: 

Ж=А|?,     ^^^=А^.  (42) 

юц)  да  (оу?  др 

§  10.  Пользуясь  уравнен1ями  (I) — (V)  легко  вывести  систему  ли- 
нейныхъ  уравнешй  въ  частаыхъ  производныхъ,  которымъ  удовлетво- 
ряютъ  функщи  д)  и  ^. 

Дифференцируя  но  а  и  /?  выражен1е  (41)  и  подставляя  въ  полу- 
ченныя  такимъ  образомъ  выражен1я  вместо  производныхъ  отъ  функцш  I 
ихъ  значев1я  черезъ  производныя  отъ  функции  д?,  найдемъ,  что 

(VI) 


да 

у        2    д(р 
ш2  да' 

ду) 
д0 

2    д(р 

Уравеен1е  (I)  приметъ  видъ 

(0^ 

[(-:)'+(-" 

-^+-'=» 

(43) 

Найдемъ  выражен1я  для  производныхъ  отъ  М  и  ^черезъ  про- 
изводныя отъ  ф  и  подставимъ  иолученныя  такимъ  образомъ  значен1я 
въ  уравнен1я  (II) — (V);  если  при  этомъ  примемъ  во  внимаше  уравнешя 
(VI)  и  (43),  то  получимъ  сл'Ьдующ1я  линейныя  уравнен1я  въ  частныхь 
производныхъ  второго  порядка: 

д^(р  _  1  дсо  дгр        1  дсо  д(р       со-  —  2а  д? 

да'^~'~со'да^      1о'а^~д^^         4а       ^       2а ' 

дад^       со  д^  да  "^  со  да  д^  '  ^ 

д^ср  \  дсо  д(р   ,    \  дсо  д(р   ,    оу'^  +  2а  д- 

""  +  " "  "^  о  'У^  +  - — г- — ~  ^  —  ■ 


(^^2  СО  да  да       со  д/^  д^:^  4а  2а 
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()8д)      д^д>     д'^Ч) 
Если  теперь  составимъ  различныя  выраженш  для  \-2^^.  а^Ш^а^л^' 

то    увидимъ,    что   ураввен1я   (VI)   и  (УН)   будутъ    совместны  въ  силу 
одною  только  услов1я 

дЧо^(о       дЧо^со  1 

Дифференцируя  по  а  и  /9  фуекщю  Ь,  представляющую  л-Ьвую  часть 

уравнен1Я  (43),    видимъ,   что   въ   силу   уравнен1Й   (VI)  и   (VII)  произ- 

дЬ       дЬ  V 

водныя  -^  ^  -То  тождественво  равны  нулю,  а  следовательно 

2;,  =  ^  =  соп81. 

Такимъ  образомъ  находимъ  сл'Ёдующее  важное  отличье  урав- 
нешй  (II) — (V)  и  уравнен1Й  (VI)  и  (VII):  въ  то  время,  какъ  для  пер- 
выхъ  ураввеше  Х  =  0  является  условьемъ  совместности,  для  посдеднихъ — 
уравнеше  Х=соп81  является  лишь  слгьдствьемъ  самихъ  уравнен1й. 

Ясно,  въ  чемъ  кроется  причина  такого  отлич1я:  уравнешя  (VI)  и  (VII) 

линейный  въ  то  время,  какъ  фуокд1Я  Ь  представляетъ  некоторую  тад- 

-  д^>     д^> 

ратичную  форму  относительно  до,  ^   и  производныхъ  — ,    -  ;   само 

собою   разумеется    поэтому,   что  уравнен1е  Х  =  соп81:   не  можетъ  быть 

услов1емъ  совместности  уравнешй  (VI)  и  (VII). 

Постоянная  д,  въ  которую  обращается  функщя  Ь  для  интеграловъ 

нашихъ  уравнешй  (VI)  и  (VII),  определяется    начальными  значениями 

д(р     дч> 
функщй  Ф,  ?^,  "3"»  Т/7  "Ри  «=«о>  /^=/^о5  эти  же  начальныя  значешя 

вместе  съ  темъ,    вообще   говоря,   определяютъ   въ  некоторой  области 
голоморфные  интегралы  уравнен1й  (VI)  и  (VII). 

Такимъ  образомъ  интегралы  этихъ  уравнешй  зависдтъ  отъ  чепшг 


рехъ  произвольныхъ  постоянныхъ  <Ро,  щ,  |  —  [ 

При  решеши  задачи,  обратной  задаче  Он^сЬагй'а,  мы  должны 
подобрать  эти  постоянныя  такимъ  образомъ,  чтобы  функц1я  X  для 
интеграловъ  нашихъ  уравнен1й  была  равна  нулю. 

Такъ  какъ  эта  функщя  однородна  относительно  Ф,  ^,  ^,  ^,  то 

осе    ор 

изъ  услов1я  Хо==0   мы   определимъ   отношенье   двухъ   изъ  этихъ  по- 
стоянныхъ къ  третьей. 

Если  теперь  заметимъ,  что  выраженье  для  I  можетъ  быть  пред- 
ставлено въ  виде 
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^  .,..+д..+с,(*?)^+д(1); 

гд*  А,  В,  С,  2). . .  опред'Ьленныя  функщи  отъ  а,  ^(9,  то  отсюда  видимъ, 
что  въ  выражение  для  I  входитъ  только  двгь  ироизвольныхъ  постоян- 
ныхъ,  если  не  считать  еще  постоянной  а- 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  иив']^стному  уже  намъ  результату, 
что  всякой  поверхности  пипта  2  соотв-Ьтствуетъ,  вообще  говоря,  оо^ 
поверхностей  ^,  наложимыхъ  на  параболоидъ  вращен1я. 

Предполагая,  что  мы  находимся  въ  услов1яхъ  теоремы,  обратной 
теорем'Ь  6шсЬагс1'а,  мы  изъ  соотношен1й  (42)  находимъ,  что 

^  да       ^  д^         ' 

откуда  заключаемъ,  что  на  поверхности  2  кривыя  д)  =  сопв!;  ортого- 
нальны къ  соотв'Ётствующимъ  плоскостямъ 

т.  е.  къ  плоскостямъ,  проходящимъ  черезъ  соотв'Ьтственныя  нормали 
къ  поверхностямъ  2  и  8- 

При  доказательств'^  первой  теоремы  В1апсЫ  мы  видели,  что 
оберткой  посл^дпихъ  плоскостей  служитъ  поверхность  съ  линейнымъ 
элементомъ 

Лз^  ==  аЧи^  +  а2  [2  («  +  «;)  +  2с]  с1ь\ 

ТА"^  а  и  с  постоянныя,  т.  е.  поверхность  АУе1П^аг1еп'овскаго  типа,  на- 
ложимая на  поверхность  вращен1я. 

Постараемся  доказать  это  и  въ  настоящемъ  случа'Ь,  но  вм'&ст^ 
съ  т']^мъ  расширимъ  н']^сколько  услов]я  нашей  задачи,  а  именно:  по- 
стараемся найти  линейный  элементъ  обертки  плоскостей,  проходящихъ 
черезъ  нормали  къ  поверхности  2!  и  ортогональныхъ  къ  кривымъ 
д)  =  соп8^,  проведеннымъ  на  этой  поверхности;  при  этомъ  допустимъ, 
что  функщя  до  представляетъ  иитегралъ  уравненхй  (VI)  и  (VII),  удов- 
летворяющ1Й  услов1ю 


СО' 


ШИЩ 


^  +  ^'-,.  (УШ) 


гд*  д  некоторая  постоянная. 

§  11.  Уравнен1е  плоскости,    линейный  элементъ  обертки  которой 
мы  ищемъ,  будетъ  по  отношенш  къ  соотв'Ьтственнымъ  осямъ  (Т) 
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а  потону  координаты  любой  точки  нашей  плоскости  таковы: 

гд'Ь  Ь  произвольный  параметръ. 

Координаты  точки  искомой  обертки  опред'Ьлимъ  изъ  условия,  что 
ея  лерем']^щен]я  при  веевозможныхъ  безконечно-малыхъ  изм^^нешяхъ 
параметровъ  а,  /9  происходятъ  въ  плоскости  (44). 

Если  черезъ  6х,  бу,  бг  обозначимъ  проэкщи  перем^^щен1й  иско- 
мой точки  на  оси  (Г),  то  услов1е  наше  выразится  аналитически  сл:Ь- 
дуюш,имъ  образомъ: 

ар  оа 

Такъ  какъ  по  нашему  предположен1Ю  услов!е  это  им'Ьетъ  м']^сто 
для  веевозможныхъ  значен1Й  Ла,  с1^у  то  ово  распадается  на  два  услов1я: 

^  =  0,     В=0,  (46) 

изъ  которыхъ  мы  сможемъ  опред'Ьлить  ^  н  а- 

11роэкц1и  перем^Ьщешй  нашей  точки  будутъ: 


Воспользовавшись  уравнешями  (VI) — 1У11)  и  оставляя  въ  сторон* 
случаи,  когда    л    =0,  т^  =  0>  приведемъ  уравнен1я  (46)  къ  виду: 


» ^  2а  [         2  ^^\       2  ' 

2о  [  2  *"]  ~        2  ' 


отсюда  находимъ,  что 
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2а а^  —  ^ 

а  следовательно   координаты  соответственной   точки   искомой  обертки 
таковы: 

2а  д(р  2а  дц>  ау>  —  ц> 

^0)  да  1р(о  д^  у> 

Подставлля  эти  значеи1я  нъ  выражен]я  (47),  найдемъ  для  проэк- 
ц1й  лерем^щешй  нашей  точки  сл^дующхя  выражешя: 

а)Ц)^  да    ^        ^  (оу)^д^  ур]        V) 

Если   теперь   иримемъ   во   вниман1е   соотношеп1е   (VIII),   то  для 
искомаго  линейнаго  ^элемента,  найдемъ  следующее  выражен1е: 


Полагая 

в.у) 


откуда  имеемъ 


^^ »     <^\ ..:  I  —  ^^^  =  ^^^ » 


приведемъ  выражен1е  для  с18^  къ  виду 

Й52  =  аЧЬ^  +  а^  [2  (6  +  г;)  +  де^']  •  (48) 

Мы  видимъ  отсюда,  что  искомая  обертка  представляетъ  поверх- 
ность ЛУе1п§аг1еп'овскаго  типа,  съ  которой  мы  встретились  въ  §  2-мъ 
главы  IV. 

Роль  координаты  х  упомянутаго  §*  зд^сь  будетъ  играть  коорди- 
ната ^,  которая  равна 

Ф       а 

роль    функщи   А   того   же   параграфа   играетъ   функц1я  »•  =  ]/х- +  И  > 
т.  е.  функщя 
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Такимъ  образомъ  видимъ,  что  полученвая  нами  поверхность  5о 
находится  съ  поверхностью  2  въ  такомъ  же  отношен1и,  въ  какомъ  на- 
ходятся между  собою  въ  первой  теореме  В1апсЫ  поверхности  ^8^о  и  2. 

Еакъ  мы  вид'Ьли,  интегралъ  (р  системы  дифференд1альныхъ  урав- 
нешй  (VI)  и  (VII)  заключаетъ  четыре  произвольныхъ  постоянныхъ; 
присоединяя  къ  нимъ  еще  постоянную  а,  приходимъ  къ  сл:]^дующей 
теорем'Ь,  обратной  первой  теорем*  В1апсЬ1. 

Всякой  поверхности  тгтта  2  соотв^тствуетъ  с»^  поверхностей  8о 
У^егпдаНеп'овскаго  типа  съ  линейнымь  олементомъ  (48).  Опредгьленге  гисъ 
з(1би€шпг  отг  интегрировашя  системы  линейныхъ  дифференцгальныхъ 
уравненгй  (VI)  и  (VII).  Поверхности  5о  представляютъ  обертки  пло- 
скостей, проходящиосъ  черезъ  нормали  къ  2  и  ортогональныхъ  къ  кривымъ 
9)  =  соп81,  проведеинымъ  на  поверхности  2. 

§  12.  Остается  намъ  сказать  несколько  словъ   объ  исключенномъ 

нами  изъ  изсл'Ьдован1я  случай,  когда  -^  =  0  или  тъ  =  ^- 

да  ар 

Обращаясь  къ  уравнен1ямъ  (VII)  и  полагая  —  равнымъ  О,  мы  на- 

ходимъ,  что  это  возможно  лишь  въ  случаъ,  когда  ^-  =0,  т.  е.  когда 

да 

поверхность  2  катеноидъ.  Кривыя  ф  =  соп81;  въ  этомъ  случа*  пред- 
ставляютъ параллели,  а  следовательно  оберткой  плоскостей,  ортого- 
нальныхъ къ  кривымъ  д)  =  соп8<;  т.  е.  плоскостей  меридхановъ,  будетъ 
ось  вращен1я. 

Итакъ  въ  этомъ  случа*  поверхность  &^о  дегенерируетъ  въ  прямую 

ЛИН1Ю. 


12 
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Теорема,  обратная  третьей  теоремЪ  6и1сИаг(1'а.  Прео6разован1е 
поверхностей  съ  постоянной  отрицательной  кривизной.  Теорема, 
обратная  второй  теоремЪ  В|апс111  для  поверхностей  съ  постоян- 
ной отрицательной  кривизной. 

§  1.  Въ  предыдущей  главЬ  мы  доказали  теоремы,  обратный  пер- 
вымъ  теоремамъ  ви]сЬаг(1'а  и  В1апсЫ,  и  указали  ва  одно  интересное 
преобразован1е  поверхностей  т1шта. 

Настоящая  глава  иосвящена  р'Ьшен1ю  аналогичныхъ  вопросовъ 
для  поверхностей  съ  постоянной  отрицательной  Гауссовской  кривизной. 

Положимъ,  что  им'Ьемъ  некоторую  поверхность  2^  съ  постоянной 
отрицательной  Гауссовской  кривизной;  не  нарушая  общности,  ыожемъ 
положить  эту  кривизну  равной  — 1. 

Отнесемъ  нашу  поверхность  къ  лин1ямъ  кривизны  а=соп§(, 
/5  =  соп81;;  оси  нашихъ  координатъ  (Г)  выберемъ  такимъ  образомъ, 
чтобы  оси  х"^*  касались  кривыхъ  /^  =  соп81;,  а  оси  у^*  —  кривыхъ 
а  =  С0П81; . 

При  этихъ  предположен  1яхъ  основныя  величины,  характеризую- 
Щ1Я  нашу  поверхность  2!,  будутъ  им^ть  сл'Ьдующ1я  значен1я: 

^  =  С08С0,       ?71  =  8ШШ,       Г  =  —  ,      *'1  =  -^' 
Р  =  Я\  =  0,      Р1  =  С08С0,       д  =  81ПС0, 

гд*  (О  интегралъ  дифференц1альнаго  уравнен1я 

д^со       д^со 

Линейный  элементъ  нашей  поверхности  при  этомъ,  очевидно,  будетъ  вида: 

Лз^  =  соз^Юб^а^  -|"  8Ш^шй/:?2 . 

Возьмемъ  на  нормали  къ  поверхности  Л,  проведенной  черезъ 
некоторую  точку  О  этой  поверхности,  точку  Л/ (о,  о,  1);  геометрическимъ 
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м'Ьстомъ  этой  точки  при  движен1и  точки  О  по  нашей  поверхности  2 
будетъ  н-Ькоторая  поверхность  5. 

Обозначимъ  черезъ  и  уголъ  между  нормалью  къ  -2^  и  касатель- 
ной плоскостью  къ  /5,  проведенной  въ  соответственной  точк*  М. 

Если  поверхность  в  будетъ  поверхностью,  наложимой  на  одну 
изъ  основныхъ  поверхностей  вращен1я,  и  если  при  томъ  конгруэнщя 
нормалей  къ  2!  будетъ  конгруэнщей  присоединенной  къ  в,  то  между 
разстоян1емъ  I  соотв'Ьтственныхъ  точекъ  поверхностей  8  и  2  и  угломъ 
и  должна  существовать  сл'Ьдующан  зависимость  ^): 

г'  =  -Л 1,  (2) 

гд^  а  н']^которал  постоянная. 

Очевидно,  что  для  д-Ьйствительности  поверхности  /8  эта  постоян- 
ная должна  быть  положительной,  т.  е.  а>0. 

Кром'Ь  того,  какъ  мы  вид'Ьли  въ  той  же  III  глав*!),  линш  кри- 
визны поверхности  2  должны  соотв'Ьтствовать  сопряженнымъ  лин1ямъ 
поверхности  5. 

Быразимъ  эти  оба  услов1Я  аналитически. 

Проэкц1и  перем-Ьщенхй  точки  Л/ (о,  о,  I)  на  соответствен ныя 
оси  (Г),  какъ  легко  видеть,  будутъ: 

бх  =  (со8Ш  +  Ып(о)  йа ,     бу  =  (81па)  —  ^созо)  с?/? ,     да  =  с11,        (3) 

Уравнен1е  касательной  плоскости  къ  поверхности  5  въ  точк*  М 
пусть  будетъ: 

Мx-\-Nу  —  {^^  —  ^)  =  0.  (4) 

Коэффищенты  Ж,  Л  определятся  изъ  услов1я,  что  перемещвн1я 
точки  М  при  всевозможныхъ  безконечно-малыхъ  изиенен1яхъ  пара- 
метровъ  а,  /?  будутъ  происходить  въ  плоскости  (4),  т.  е.  что  для  все- 
возможныхъ значен1й  йа,  Л^  им^етъ  м^сто  соотношенхе 

Мдх-]'Шу  —  да  =  0. 

Отсюда  находимъ  для  нашихъ  коэффищентовъ  следующ1я  значен1я: 

,,  1  д1       _^  1 д1  ,^. 

М  = — ^ — --,     N=- ^ .^.  (5) 

С08Ю  +  ^81110)  да  8ШС0  —  ;со8са  др 

Замечая,  что  81пг*  представляетъ  со8  угла,  составляемаго  нормалью 
къ  плоскости  (4)  съ  осью  ^ег,  мы  напишемъ  наше  услов1е  (2)  въ  видЬ 


1)  См.  гл.  III  §  3. 
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а 

условхе  это,  какъ  нетрудно  видеть,  представляетъ  уравнен1е  въ  паст- 
ныхъ  производныхъ  1-го  порядка  относительно  функц1и  I. 

Перейдемъ  къ  выводу  второго  услов1я. 

Черезъ  некоторую  неподвижную  точку  Р  пространства,  служап(ун> 
началомъ  подвижной  системы  координатъ  {Т\),  оси  которой  постоянно 
параллельны  соотв^тственнымъ  осямъ  координатъ  (Т),  проведем! 
плоскость,  параллельную  плоскости  (4);  уравнен1е  этой  плоскости  по 
отношешю  къ  {Т\)  будетъ; 

Мх  +  1^у  —  ^  =  0-  (6) 

Дадимъ  параметру  а  лриращен1е  с1а;  при  этомъ  координаты  (Т\) 
примутъ  положен1е  {Т[);  соотв-Ьтственвыя  точки  О  и  М  поверхностей 
2  и  8  переместятся  вдоль  кривыхъ  /?  =  сопзк  и  пр1йдутъ  въ  положе- 
ше  О'  и  Ж'. 

По  отношешю  къ  осямъ  (Т[)  уравнен1е  плоскости,  проходящей 
черезъ  точку  Р  и  параллельной  касательной  плоскости  къ  /8  въ  точ- 
ки М\  будетъ: 

ЖУ  +  ^^У  — /  =  0,  (7> 

гд-Ь 

Перес'Ьчен1е  плоскостей  (6)  и  (7)  дастъ  намъ  въ  пред'Ьл']^  напра- 
влен1в,  сопряженное  съ  кривой  /?  =  соп81  на  поверхности  ]8. 

Уравненхе  плоскости  (7)  по  отношен1ю  къ  осямъ  (ГО  полу- 
чимъ,  полагая  ^ 

X  =х+  1у——автсо\с1а,    у  =у  —  л;- ^- йа,    /  «=  ^  +  Ж8ша>йа, 

а  следовательно  предельная  пряная  нересЬченхя  плоскостей  (6)  и  (7) 
будетъ  дана  ураввен1енъ  (6)  и  уравнен1еиъ 


дМ 
да 


-2^^-8Шш]+у[^  +  Ж^]-;»Д/8ша)  =  0. 


Если  теперь  положимъ,  что  на  поверхности  5  кривыя  а  =  соп81 
и  /9  =  С0П81;  сопряженныя,  другими  словами,  что  перем']^щен1е  точки  М 


>)  См.  гл.  II  §  6. 
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вдоль  кривой    а«соп84;   параллельно   посл'Ьдней  прямой,  то  получимъ 
наше  второе  услов1е: 

1-т-  +  М-^\{^т(о  —  созооО—  Жзшсо  — =  0, 

которое  въ  силу  (5)  приводится  къ  виду: 

^=_ЛГ^  +  Л/Жпа>.  (П) 

да  д^ 

Это  услов1е  представляетъ  относительно  функц1и  I  дифферен- 
щальное  уравнен1е  въ  частныхъ  производныхъ  2-го  порядка,  которое 
мы  можемъ  написать  въ  вид^: 

;= — (8Шй) — 1соъ(о)-—Л[-\-(сон(о  +  Ып(х>)  —N — (со82со  +  г8ш2а))Ж^. 


дад^  '  ^ д0       '  '  '  'да 

Уравнен1е  (II)  мы  можемъ  представить  въ  н']^сколько  иной  формЪ, 
а  именно,   дифференцируя    выраясеше  (5)  для  Ж  по  /?  и  принимая  во 

вниманю  только-что  полученное  нами  выраженю  для  -т-т5>  мы  вмъсто 

даор 

ура^рненхя  (II)  получимъ  тождественное  съ  нимъ  уравнен1е: 

Щ=1^^^^-МШоь<о.  (Ш) 

§  2.  Теперь  намъ  остается  показать,  что  уравнешя  (I)  и  (II)  или, 
что  то  же,  уравнен]я  (I)  и  (III)  совм'Ьстны. 

Предположимъ,  что  посл'Ьдвее  обстоятельство  им-Ьетъ  м*сто;  въ 
этомъ  предположен1и   продифференцируемъ  уравнен1е  (I)  по  а  и  вста- 

вимъ  въ  полученное  уравненхе  вместо  —   его   значен1е   (I);    оставляя 

въ  сторон*  случай  Ж=0,  найдемъ,  что 

дМ      „  д(о  I  (созсо  +  ит(о) 

да  д^  а 

Наконецъ,   дифференцируя  уравнеше   (I)   по  /?,    пользуясь  выра- 

жендемъ  (III)  для  -т-^  и  исключая  случай  ^=0,   получимъ  еще  сл*- 

др 

дующее  ураввеше: 

-—  =  —  М  -   ~  +  М^СОБО)  -\ .  (У) 

ор  да  а 
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Итакъ,  если  наши  уравнен1я  (I),  (II)  и  (III)  совм-Ьстны,  то  дол- 
жны быть  совм-Ьстны  уравиен1Я  (II)— (V)  т.  е.  должны  удовлетворять- 
ся тождественно  соотношен1я 

дад^       д^да'     дад^       д^да 

Въ  справедливости  посл^днихъ  тождествъ  легко  убедиться  про- 
стымъ  дифференцирован1емъ  выражешй  (II) — (V),  если  при  томъ  при- 
мемъ  во  вниман1е  соотношен1е  (I)  и  вспомнимъ,  что  а>  интегралъ  урав- 
нешя  (1). 

Если  теперь  перенесемъ  всЬ  члены  въ  уравнен1и  (I)  въ  л*вую 
часть  и  обозначимъ  л'Ъвую  часть  полученнаго  такимъ  образомъ  урав- 
яен1я  черезъ  X,  то,  въ  силу   уравнен1й  (II)  и.  (V)   будемъ   им-Ьть,  что 

дЬ       дЬ 
производныя  ^-  и  —X  тождественно  равны  нулю  т.  е. 

да       '''     д^       "' 

откуда  заключаемъ,  что  Ь=со1184  для  интеграловъ  уравпеи1Й  (II) — (V). 

Для  совместности  уравнен!  й  (II) — (V)  эта  постоянная,  какъ  мы 
видели  раньше,  должна  равняться  нулю. 

Уравнен1я  (П) — (V),  къ  интегрирован1Ю  которыхъ  сводится  р*- 
шеше  нашей  задачи,  представляютъ  три  уравнешя  въ  частныхъ  про- 
изводныхъ  2-го  порядка  относительно  функщи  ^ 

Если  они  будутъ  совместны,  то  они  им-Ьютъ,  вообп^е  говоря,  въ 
известной   области   интегралъ,   определяемый   начальными   значен1ями 

функщй  г,  — ,   --  для  а  =  ао  и  /^  =  /^о- 

Для  того,  чтобы  уравнешя  (II) — (V)  были  совместны,  эти  началь- 
ный значен1я  должны  удовлетворять  соотношен1ю  Ь^  =  0,  гд*  черезъ 
Ьо  мы  обозначаемъ  значен1е  функщи  Ь  при  «  =  «0  и  /9  =  /?о- 

Принимая  теперь  во  вниман1е,  что  постоянная  а  выбрана  нами 
совершенно  произвольно  и  подчинена  единственному  услов1Ю  а>0, 
видимъ,  что  въ  наше  выражен1е  для  I  будетъ  входить  три  пронз- 
ав 'о»  (~    )  »  ^  потому  число  поверхностей  5, 

удовлетворяющихъ  двумъ  нашимъ  услов1ямъ,  будетъ  схэ». 

§  3.  Покажемъ  теперь,  что  вс*  эти  поверхности  в  наложимы  на 
одну  изъ  основныхъ  поверхностей  враш,ен1я  т.  е.  им4ютъ  линейный 
элементъ  вида: 


вольныхъ  постоянныхъ: 


а^с1и^ 
Й5о  =  -7-7— г^— ч  +  к^со^з^щЧс^V^, 


гд-Ь  к  постоянная. 
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Кром'Ь  того  покажемъ,  что  система  нормалей  къ  2  представляетъ 
конгруэнщю,  присоединенную  къ  иоверхностямъ  ^$. 

Если  наши  оба  предположен1я  справедливы,  то  на  поверхностяхъ 
5  кривыя  1  =  сотЬ  должны  быть  геодезическими  параллелями,  а  въ 
такомъ  случа*  дифференщальный  параметръ  1-го  порядка  ^1(0,  состав- 
ленный относительно  линейнаго  элемента  поверхности  5,  долженъ  быть 
функц1ей  только  отъ  I. 

На  основаши  выражешй  (3)  и  (5)  линейный  элементъ  поверхно- 
сти /8  будетъ: 

аз^  =  6х^  +  бу^  +  6е^  =  (со8ю  +  г8^п€о)^  {М^  +  1)  Да»  + 
+  2  (ашо) — гсовш)  (совсо  +  Ытоо)  МШай^  +  Ыпоо  —  ко8а>У  (К^  + 1)  й^^*. 

Составляя  дифференщальный  параметръ  ^^(О,  легко  найдемъ,  что 

ЛР  +  К^  1^  +  \—а 


^.(0  = 


М^  +  N^-Ь^  Р+1 


т.  е.,  что  ^1(0  функция  только  отъ  I. 

Дифференц1алъ  длины  дуги  геодезическихъ  кривыхъ,  ортогональ- 
ныхъ  къ  кривымъ  г  =  соп84,  будетъ 


а,       ■" 


'    Г  +  1  —  а 


Вводя  вм'Ьсто  I  перем:]^нное  и,  связанное  съ  I  соотношешемъ  (2), 
получимъ: 

Й62  = ?^ . 

81П*е«  (а  —  81пМ 

Линейный   элементъ   нашей   поверхности  4$  можетъ   быть  приве- 
денъ  къ  виду: 

Функщю  о  опред^лимъ,  вычисливъ  по  известной  формул*  Воппе!; 
геодезическую  кривизну  лин1й  г=соп81;. 

Такимъ  образомъ  для  011ред*лен1я  функц1и  в  получимъ  уравнеше: 

1        д1о20  1 


()^,         ди  нти  С08и 

откуда  найдемъ,  что 
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гд'Ь  при  соотв'Ьтственпомъ  выбор^Ь  иараметра  V  моженъ  считать  к 
постоянной. 

Итакъ  линейный  элементъ  нашей  поверхности  /5  можетъ  быть 
приведенъ  въ  виду: 

т.  е.  поверхность  ^9  наложима  на  одну  изъ  основныхъ  поверхностей 
вращен1я:  гиперболическ1й  синусоидъ,  укороченный  или  удлиненный 
катеноидъ  или  логариемическую  поверхность  вращешя. 

Эти  три  случаи,  какъ  мы  уже  видЬли,  будутъ  характеризоваться 
значен1емъ  постоянной  а,  а  именно  для  иерваго  изъ  нихъ  а>1,  для 
второго  а  <  1  и  для  третьяго  а  =  1 . 

Чтобы  доказать,  что  нормали  къ  2  представляютъ  конгруэнщю, 
присоединенную  къ  5,  намъ  остается  показать,  что  на  последней  по- 
верхности кривыя  I  =  С0П81;  ортогональны  къ  плоскости,  проходящей 
черезъ  нормали  къ  поверхностлмъ  2  и  5- 

Уравнен1е  последней  плоскости  будетъ: 

Цроэкщи  перем'Ьщен1я  соотв4тственной  точки  М  поверхности  )5 
вдоль  кривой  г  =  соп81  будутъ  на  основанш  (3) 

(!х  =  (созю  +  Ытсо)  с1а,     Л/  =  —  (81па)  —  1со8(о)  -^с1а,     д0  =  О, 
или,  если  примеиъ  во  внимав1е  выражен)я  (5) 

м 

бх  =  (созю  -|-  ?81псо)  с?а,     бу  =  —  (собсо  +  г81Псо)  -~  йа,     бе  =  О, 

откуда  им'Ьемъ,  что 

N  ^_М 

бх  б  у  ' 

а  это  и  есть  искомое  услов1е. 

Такимъ  образомъ,  сопоставляя  результаты  настоящаго  и  предыду- 
щаго  параграфовъ,  приходимъ  къ  с.гЬдующей  теорем*. 

Всякой  поверхности  2^  съ  гюстояннои  отртщтельной  Гауссовской 
кривизной  соошвуьтствуетъ  оо=*  поверхностей  8,  наложимыхъ  на  основ- 
ный поверхности  вращетя,  при  чемъ  нормали  къ  -2"  сосшавляютъ  кон- 
груэнцги,  присоединенныя  къ  8. 
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§  4.  Переходинъ  цъ  разсмотрйи1Ю  случаевъ,  исключенныхъ  вами, 
а  именно,  когда  одна  изъ  функц1й  М  или  N  равна  нулю. 

Положимъ,  что  ^^"=0,  тогда,  обращаясь  къ  уравненш  (III),  на- 

ходимъ,  что  либо  N  =  0,  либо  "Г"  =  О . 

Первый  случай  не  даетъ  намъ  р'Ёшен1я  нашей  задачи,  ибо  тогда 
мы  им'Ьли  бы,  что  1  =  соп^1  и  и=^соп81;. 

Что  касается  второго  услов1Я,  то  оно  указываетъ  на  то,  что  наша 
поверхность  И  поверхность  вращен1я. 

ВсЬ  уравнен1я,  служапцхя  для  опред'Ьлешя  функции  I,  сведутся  къ 
одному  обыкновенному  дифференщальному  уравнен1ю  1-го  порядка  (I). 

Интегралъ  его  заключаетъ  одну  произвольную  постоянную;  при- 
соединяя еп1,в  къ  ней  постоянную  а,  видимъ,  что  поверхностей  5,  удо- 
влетворяюш,ихъ  нашимъ  двумъ  услов1ямъ,  въэтомъ  случае  будетъ  оо2. 

Пользуясь  т-Ьми  же  разсужден1ями,  что  и  въ  §  5  предыдущей  гла- 
вы, мы  увидимъ,  что  поверхности  5  будутъ  поверхностями  вращешя. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  следующей  теорем*. 

Всякой  поверхности  вращенгя  ^  съ  постоянной  отрицательной 
Гауссовской  кривизной  соотвп»тствуетъ  оо^  поверхностей  вращенгя  8, 
паложимыхъ  на  одну  изъ  основныхъ  поверхностей  вращенгя,  при  чемъ 
нормали  къ  ^  предсшавляютъ  конгруэнцгю,  присоединенную  кь  поверх- 
ностямъ  8- 

§  5.  Обратимся  къ  разсмотр'Ьи1Ю  поверхности  -^ь  точки  которой 
симметричны  съ  точками  данной  поверхности  2^  относительно  соотв^т- 
ственныхъ  касательныхъ  плоскостей  къ  поверхности  8  т.  е.  относи- 
тельно плоскостей 

Мx'\'Nу  —  ^^  +  ^=-0. 

Координаты  соответственной  точки  0\  поверхности  2\  будутъ, 
очевидно, 

Найдемъ  выражеше  для  линей ваго  элемента  поверхности  2\ . 
Проэкцхи  перем'Ьщен1Й  разсматриваемой  точки  0\  па  соотв^Ьтствен- 
ныя  оси  (Т),  если  примемъ  во  внимав1е  наши  ураввеи1я  (I) — (V*),  будутъ: 

,        (г^— 1)со8ю  — 2г8Шю/2аМЗ       \^     ,  {р—\)%т(о-\-2Ы^(о2аМ1!^^^ 

^-= ^2  +  1      — (гм^-^;^"+ р^х -р+-1'^^^ 

Ъ\     ,  «2— 1)81пш  +  2/со8соГ2^|Л^2      ,]  ,^    ,_. 


(г^— 1)со8ш  — 2г8ша}2аЛ/Л^ . 


/2  +  1  V 

.       Ф— 1)0080)  — 2?8шш  2аМ  ,        (^2— 1)8шю  + 2гсо8СО  2аN  ,^ 
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Линейный  элементъ  нашей  поверхности  Их  будетъ  вида: 

а8^  =  АЧа^  +  ВЧ13^, 


гд* 


_  (г^  — 1)со8СР  — 2/8ШО?  _  (;^  — 1)8Шср4-2?С08ш 


Замечая,  что  функц1и  Л,  ^В  удовлетворяютъ  соотношен1ю 

мы  можемъ  положить 

^     (? — 1)со8со — 2Ып(о      _       .    _     (г*— 1)8Ш(»  +  2гсо8со 

А=со^а=- -у— ,  Б=8ш^2=^ ^а  I  1 — — •  ^^^ 

гд*  ^2  действительная  функщя. 

При   этомъ  предположен1и   линейный   элемевтъ  поверхности   27, 
представится  въ  сл1&дующей  форм'Ь: 

Й5^  =  со^^^аа^  +  &т^Ш^^^  (11) 

Уравнен1е    касательной    плоскости   къ  поверхности  2\,   какъ  не- 
трудно видеть,  будетъ: 

2аМх  +  2аКу  +  {Р  +  1  —  2а)0  +  2а1  =  0,  (12) 

а  следовательно  ураьнен1е  соответственной  нормали  будетъ: 

,    2а1М  ,    2аШ  2а1 


Р  +  \       ^    '    г^  +  1  ^2  +  1 


2а11  2аЛ^  Р+\—2а' 

нормаль  эта,  какъ  и  следовало  ожидать,  проходитъ  черезъ  соответ- 
ственную точку  Ж  (о,  о,  I)  поверхности  /?. 

Найдемъ  теперь  диффербндхальное  уравнен1е  сопряженныхъ  кри- 
выхъ  на  поверхности  5'. 

Для  вывода  его  воспользуемся  методомъ,  употребленнымъ  нами 
уже  не  одинъ  разъ. 

Примемъ  некоторую  неподвижную  точку  Р  за  начало  коорди- 
натъ  (Т\),  оси  которыхъ  остаются  постолнво  параллельными  соответ- 
ственнымъ  осямъ  координатъ  (Т). 

Уравнев1е  по  отношен1ю  къ  {Т\)  плоскости,  параллельной  пло- 
скости (12)  и  проходящей  черезъ  точку  Р,  будетъ: 

2аМх'^2аЩ  +  (г^  +  1  —  2а)^  =  0.  (13) 

ищ\{\те6  Ьу  \^00^1С 


—  187  — 

Дадимъ  паранетрамъ  а,  /9  н'Ькоторыя  приращен1Я  йа^  й^\  коор- 
динатныя  оси  {Т\)  примутъ  при  этомъ  н-Ькоторое  положеше  (Т'^\  точ- 
ка 0\  поверхности  ^  переи'Ьстится  ио  кривой,  характеризуемой  при- 
ращен1яни  паранетровъ  {йа,  АР)  въ  точку  О',. 

Но  отношению  къ  осянъ  {Т[)  уравнен1е  плоскости,  параллельной 
касательной  плоскости  къ  поверхности  ^^  въ  точк'Ь  0\,  будетъ: 

2аЖх  +  2аЖу  +  (Г^  +  1  —  2а)^?'  =  О, 
гд* 

Относя  это  уравнен1е  къ  прежнинъ  осямъ  (Т|),  найдемъ,  что 
уравнен1е  прямой,  параллельной  иаправлен1ю,  сопряженному  съ  кривой 
(йа,  й/?),  будетъ  дано  уравненхемъ  (13)  и  уравненхемъ 


гд* 


Ых+а!/  +  Ьв  =  0, 
Я=  2айЛ/— 2а^?(^^  б?а  +  ^  с7/?\  +  (г*  +  1  —  2а)  зшЫа, 

Ь  =  2т  —  2аМ^т(оАа  +  2аШошЛР . 

Если  черезъ  (^а,  6^  обозначимъ  приращен1я  параметровъ,  соот- 
в'Ьтствующ1я  перем*щен1Ю  точки  0\  по  поверхности  2\  вдоль  кривой, 
сопряженной  съ  тою,  которая  характеризуется  приращен1ями  (с?а,  (?/9), 
то  иос.тЬ  яесложныхъ  вычислений,  пользуясь  ураинен1ями  (I) — (V),  мы 
приведемъ  искомое  уравнен1е  сопряженныхъ  кривыхъ  на  поверхно- 
сти 2^1  къ  виду: 

аада  —  а0бр  =  О.  (14) 

Последнее  уравнен1е  представляетъ  въ  то  же  время  дифферен- 
щальное  уравненхе  сопряженныхъ  кривыхъ  поверхности  2. 

Итакъ  мы  приходимъ  къ  заключен1Ю,  что  всякой  систем*  сопря- 
женныхъ кривыхъ  поверхности  21  соотв'Ьтствуетъ  система  сопряжен- 
ныхъ кривыхъ  поверхности  2^ . 

Въ  частности,  лин1ямъ  кривизны  и  ассимптотическимъ  лишямъ 
поверхности  2  соотвЬтствуютъ  лин1и  кривизны  и  ассимптотичесшя 
лин1и  поверхности  2^  . 

Что  касается  ассимптотическихъ  лин1й,  то  это  ясно  само  собою, 
что  же  касается  лин1й  кривизны,  то  въ  силу  послЬдняго  уравнен1я  (14) 
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лиши  а=:соп8(  и  /9  =  соп81  сипряженныя  кривыя  поверхности  2^; 
въ  то  же  самое  время  он'Ь  ортогональны,  какъ  вто  явс^^етъ  изъ  фор- 
мы линейнаго  элемента  поверхности  ^^ь  отсюда  ясно,  что  эти  Еривыя 
представляютъ  лин1и  кривизны  поверхности  ^1  • 

Намъ  остается  показать,  что  поверхность  Их  им'Ьетъ  постоянную 
отрицательную  кривизну,  равную  — 1. 

Обратимся  опять  къ  координатамъ  (Тх),  им:]^ющимъ  начало  въ  не- 
подвижной точк'Ь  р. 

Изъ  уравнен1я  касательной  плоскости  къ  поверхности  2^1  видно, 
что  координаты  сферическаго  изображен1я  точки  0\  поверхности  -21  по 
отношен1Ю  къ  осямъ  (Тх)  будутъ: 

_  2а  М  2а^  _  2а 


Р  +  1'     ^'       Р  +  1'     "•       '       Р  +  \' 

Проэкщи  перем'Ьщен1Й  сферическаго  изображен1я  на  оси  (Тх)  или 
на  оси  (Г),  очевидно,  таковы: 

дхх  =  -  З1п42  (^^-  М^  —  1\аа  +  со8^2  -^^^^  й/9, 

сГу1  =  - 8Ш^ -^^^^^  с/а  +  соз^^г /^ 

.  .    ^  2аЛГ   ,  ^  2аN  ,^ 

(^^^х  =  —  8ша  -^-г—  йа  —  С031Й  г^-т—  (1/9, 

гд-Ь  8Ш^^  и  со8^2  им'Ьютъ  значен1Я  (10). 

Отсюда,   замечая,  что  рад1усы   кривизны   пашей   поверхности  2^ 

представляютъ  ничто  иное,  какъ  величины  отношен1Й  :^— ,  -.--,  з— при 

0X1     ^У\    ^^1 

перем'Ьщен1яхъ  вдоль  кривыхъ  /9  =  сопа!;  и  а  =  сопз*,  найдемъ,  что 
Л 1  =  —  со^апд^2 ,     Да  =  \ящО. , 

а  потому  кривизна  поверхности  -21  равна  — 1. 

Отсюда  тоже  сл'Ьдуетъ,  что  функд1я  ^2  удовлетворяетъ  дифферен- 
цгальноиу  уравиен1ю 


да^       д^' 


=  8^п^2со8^2. 


§  6.  Какъ  мы  только-что  вид']^ли,  наши  поверхности  постоянной 
отрицательной  кривизиы  -2  и  -2*1  связаны  другъ  съ  другомъ  такимъ 
образомъ,  что  на  нихъ  лин1ямъ  кривизны  и  ассимптотическимъ  лишямъ 
одной  соотв'Ьтствуютъ  лин1и  кривизны  и  ассимптотическ1Я  лиши  другой. 
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Если  припомнимъ  результаты,  полученные  во  II  глав^  нашего 
изслЬдоваихл,  то  увидимъ,  что  подобное  же  соответствие  существуетъ 
между  поверхностями  отрицательной  кривизны,  являющимися  Вае- 
ск1ип<1'овскими  преобразовашями  какой-либо  одной  поверхности. 

Естественнымъ  поэтому  является  вопросы  не  представляютъ-ли 
поверхности  2  и  2!^  преобразован1Я  одной  какой-либо  поверхности  ^2 
или,  другими  словами,  нельзя-ли  перейти  отъ  поверхности  2  къ  по- 
верхности ^1  путемъ  двухъ  посл'Ьдовательно  прим11ненвыхъ  преобра- 
зован1й  Вд^,  Б^^. 

Обращаясь  къ  §  13  второй  главы  и  сохраняя  всЬ  обо8начен1л 
этого  параграфа,  при  чемъ  только  для  краткости  вместо  6;  будемъ  пи- 
сать просто  6,  мы  должны  им^ть  въ  случа*  утвердительнаго  отв-Ьта 
на  поставленный  вопросъ  для  координатъ  точки  0|  поверхности  ^^1 
сл^дующхя  выражен1я: 

л?=-^;2  ,  ,  =[т1  +  т2С08(й — ш)]со8в — (Л\т2^ш{2 — со)8шв, 

у  = — ^3^— =  [т1  +  »I2С08(^2— ю)]8шв  +  /<11П28ш(|2 — а))со8б,    (15) 


_2аг 
Г^  +  1 


2  XI  =  т1т281П  (Й  —  ю) . 


Зд-Ьсь  ть  ^1  постоянный,  характеризующхя  преобразоваше  В^  , 
помощью  котораго  мы  переходимъ  отъ  поверхности  -2  къ  поверхности 
2%  съ  линейнымъ  элементомъ 

Лб!  =  совЧаа^  +  втЧ€1^^ . 

Что   касается   постоянныхъ  пц,  ^2»  то  он4   характеризуютъ  пре- 

образован1е  В^^,  приводящее  насъ  отъ  поверхности  ^^  къ  поверхности  Их. 

Изъ  выражен1й  (10)  предыдущаго  параграфа   легко  найдемъ,  что 

07  72 1 

8ш(а-а,)  =  ^-^,     со8(а-а,)  =  |^.  (16) 

Подставляя  эти  значен1я  въ  выражен1я  (15),  мы  прежде  всего 
видимъ,  что 

т^т^^^а  (17) 

и  кром^^  того,  что 

—  2а1М  =  [т\  (?  +  О  +  ♦^г  (Р  —  1)]  соаб  —  2т2(1\  ЫпЬ , 

—  2аШ=  [тх  (Р  +  1)  +  т2  (Р  —  1)]  81пв  +  2|П2^1гсо8в. 
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Олред'Ьленныя  такимъ  образомъ  функции  М  и  N  должны  удовле- 
творять нашимъ  уравнен1яиъ  (I) — (У);  подставляя  значен1я  Л1  и  Л"^ 
въ  уравнен1е  (I),  иолучимъ: 

[(т1  +  та)2-4а]г*  + 
+  [2  (т2  -  т|)  +  ^т^и!  -  4а  (1  -  а)]  ?«  +  (т,  -  т,)^  =  О . 

Это  соотношен1е  должно  быть  лростыиъ  тождествомъ,  т.  е.  по- 
стоянныя  т\,  т2  должны  удовлетворять  вром'Ь  соотношен1я  (17)  еще 
соотношен1ямъ 

{т^  +  ^^2У  =  4а;     т^  —  т^  +  2т|^^  —  2а  (1  —  а)  =  О ,     т^  —  ^2  =  О . 
Легко  вид'Ьть,  что  эти  соотношены  удовлетворятся,  если  положимъ 
ги1  =  т2  =  ±У'а,     ^1^=1 — а.  (1^) 

Такъ  какъ  постоянныя  ^1,  т\,  ^з*  ^^2  связаны  соотношешями 

^1  +  ^?  =  1 .     *"1  +  А^|  =  Ь 

то  въ  силу  посл'Ьднихъ  равенствъ  им'Ьемъ,  что  ^^^=/"1,  откуда  ^^=±^^ . 
Какой  зд'Ьсь  нужно  выбрать  знакъ,  покажетъ  дальн'Ьйшее  изсл'Ьдован1е. 
Въ  силу  только  что  иолученныхъ  услов1й,  выражен1я  для  Л1  к  N 
иримутъ  видъ: 

Шх М  =  ^181Пб  —  гС08б ,      т\N=^  —  ^1С08в  —  Й1Пв  .  (19) 

Нетрудно  теперь  простымъ  дифференцированхемъ  уб-Ьдиться,  что 
полученныя  нами  выражен1я  для  М  ^а  N  удовлетворяютъ  тождественно 
уравнешямъ  (II) — (V),  если  только  обрати мъ  вниман1е,  что  6  пред- 
ставляегъ  интегралъ  системы  дифференщальныхъ  уравнен1й 

^0    _|_  ЙСО  __  ^^10086  81ПС1)  81п6  С08СО 

1^   '   'д(^~'  тх  '         тх       ' 

(20) 

дЬ     ,    ^^  ^^  ^"18Шб  С08С0  созО  81псо 

д(^       да  т\  т\ 

Намъ  остается  показать,  что  полученная  нами  функц1я  О,  удов- 
летворяетъ  уравнешямъ,  аналогичнымъ  уравнен1ямъ  (20),  въ  которыхъ 
нужно  только  заменить  в,  ю,  т\^  (1\  соответственно  черезъ  .2,  в,  тг,  (12- 

Комбинируя  полученныя  такимъ  образомъ  уравнешя  съ  уравне- 
Н1ЯМИ  (20),  найдемъ,  что  *2  должно  удовлетворять  дифференщальньшъ 
уравнен1ямъ 
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— = (//2С08^2  4-  /^\  СОЯО})  81Пб  -| (81ПЙ  +  81П(»)  С08б , 

да  т\  т\ 

—^— — =  —  (^8Ш Д  +  ^1 81Па))  С08б (С08^2  +  СОВО))  81Пб ; 

зд.'Ьсъ  нами  уже  принято  во  вниман1е  услов1е  Ш]  =  т^  • 

д(а  —  (о) 
Подставлял  сюда  вместо  8^п^2,  со8^2  и  лроизводныхъ  ., , 

-- — -  ихъ  зваченш  и  исключая  изъ  полученныхъ   выраженхй  совО 

ОР 

и  8ш6  при  ПОМОЩИ  уравненШ  (19),  приходимъ  къ  услов1ямъ: 
0"1  +  ^"2)  (^"1 М  —  N1)  [сово)  ( 1  —  1^)  +  2Ып(о]  =  О , 
{И\  +  И2)(И\^'+  М1)  [зшсо  (1  —  V)  —  2гсо8а}]  =  0. 
Отсюда  ясно,  что  искомое  услов1е  будетъ: 

1"1  +  ^"2  =  0.  (21) 

Въ  самомъ  л,Ьл^  ни  одинъ  изъ  остальныхъ  множителей  не  мо- 
жетъ  обратиться  иъ  нуль,  такъ  какъ  приравнивая  ихъ  нулю  мы  либо 
получимъ  для  I  значеше,  не  зависящее  отъ  значенхя  а  —  результатъ 
очевидно  невозможный,  либо  найдемъ,  что  г  =  соп81;,  что  то-же  не 
даетъ  р1^шешя  нашей  задачи. 

Такимъ  образомъ  видимъ,  что  преобразован1е  поверхности  21 
въ  поверхность  -2^1  можетъ  быть  достигнуто  путемъ  послЬдовательнаго 
прим'Ьнен1я  двухъ  Васк1ип(1'овскихъ  преобразован^  В^  и  Б^  ,  харак- 
теризуемыхъ  соответственно  постоянными  (ть  ^"1),  (ш1,  — ^м,). 

Во  II  глав*  мы  видели,  что  постоянныя  ть  ^"1,  1^2»  ^"з  им4ютъ 
сл-Ьдующхя  значен1я: 

т\  =  С08(>1 ,      /1\  =  81пб1 ,      т2  =  С08б2  ,      /^2  =  81П(>2 , 

л  л 

при  чемъ  углы  —  —  б^,  —  —  6.2  представляготъ   углы  между  фокальны- 

ми   плоскостями   соответствен ныхъ    псевдосферическихъ    линейчатыхъ 
конгруэнщй. 

Изъ  услов1й  (18)  и  (21)  заключаемъ,  что  въ  разсматриваемомъ 
случае  постоянныя  б|  и  (>2  связаны  между  собою  соотношен1емъ 

Замечая  далее,  что  постоянныя  т\  и  ^х  имеютъ  следующая  значешя: 
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гд'Ь  а  д'Ьйствительная  и  при  томъ  лоложительиая  величина,  мь1  ви- 
димъ,  что  углы  б,,  02  при  условии  а<1  будутъ  действительными; 
при  а=1,  очевидно,  будемъ  им^ть  два  преобразован1я  ВхапсЫ  В^; 
наконецъ  при  а>1  наши  преобравован1я  ^в(,  ,  В^  будутъ  .мнимыми 
сопряженными;  вотъ  почему  последовательное  ихъ  примененхе  приво- 
дить къ  д^ьйствительной  поверхности  2\  ^). 

Итавъ  мы  пришли  къ  следующей  теореме. 

Нормали  къ  какой  либо  поверхности  2  съ  постоянной  отпигщтельной 
кривизной  послть  отражетя  отъ  поверхности  8,  которая  наложима  на 
одну  изь  основныхъ  7юверхностей  вращетя  и  для  которой  нормали  къ  2^ 
представляютъ  присоединенную  конгруэнцгю,  будутъ  нормальны  къ  повер- 
хности ^  съ  той  же  постоянной  отрицательной  кривизной.  Отъ  по- 
верхности 2^  къ  поверхности  2\  мы  можемъ  пршти  путемъ  послп>дова- 
тельнаю  примп>нен1я  двухъ  ВасЫип<1'овскихъ  преобразовангй  В^  ,  В_^  ; 
при  томЪу  если  поверхность  8  наложима  на  укороченный  или  удлиненный 
катеноидъу  оба  эти  преобразования  дп»йствительны,  если  она  наложима 
на  логаривмическую  поверхность  вращенгя  —  эти  преобразовангя  пред- 
ставляютъ преобразоватя  ВгапсЫ,  наконецъ,  если  8  налоэюима  на  хи- 
перболическгй  синусоидъ  вращешя  —  преобразовангя  В^  ,  В^  мнимыя  со- 
пряженныя. 

§  7.  Въ  предыдущей  главе  мы  показали,  какимъ  образомъ  можно 
свести  решен1е  вс4хъ  поставленныхъ  тамъ  вопросовъ  къ  интегриро- 
ван1ю  некоторой  системы  линейныхъ  уравненШ  въ  частныхъ  производ- 
ныхъ  1-го  и  2-го  порядка. 

Пользуясь  аналогичнымъ  методомъ,  можемъ  сделать  это  и  въ 
разсматриваемомъ  нами  теперь  случа*. 

Для  этого  разсмотримъ  систему  круговъ  (К) у  ортогональныхъ  къ 
нашимъ  поверхностямъ  постоянной  отрицательной  кривизны  2  и  ^1  к 
им^ющихъ  центры  въ  соответственныхъ  касательныхъ  плоскостяхъ 
къ  поверхности  5. 

Какъ  мы  вид-Ьли  въ  III  главЬ  нашего  изсл-Ьдоваюя,  эта  конгру- 
ЭНЦ1Я  круговъ  будетъ  ортогональна  къ  безчисленному  множеству  по- 
верхностей. 

Цептръ  С  какого-либо  изъ  этихъ  круговъ  представляетъ  точку 
перес'1>чен1я  трехъ  соответственныхъ  плоскостей 

0  =  0,    Мх  +  Ку  —  ^^  +  1  =  0,    Кх  —  Му  =  0; 

действительно,  первая  изъ  нихъ  касается  поверхности  -Г,  вторая  по- 
верхности )8,  а  третья  проходитъ  черезъ  нормали  къ  этимъ  двумъ  по- 
верхностямъ, а  следовательно  и  черезъ  нормаль  къ  поверхности  2^. 


1)  См.  гл.  II  §  14. 
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Тмшм»  обршиш»  мордиваты  вашего  деятрв  С  бумтк 
__  Ш  —аМ1  —ат 

4  рад!усъ  его 

Обозначимъ  начало  нашихъ  коордиоагь  (Т)  черезъ  О;  черезъ  у 
юбозначимъ  уголъ,  составляемый  отр4зкомъ  0.0  съ  осью  лг^*,  тогда 

С08У  = 7~         >      81ПУ=- 7~    ■'       '  (23) 

Если  черезъ  ^  обовначииъ  уго^^ь,  составляемый  какимъ-либо  ра- 
д1усомъ  круга  съ  отр^зкомъ  СО,  тогда  координаты  соответственной 
точки  нашего  круга  выразятся  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

х^^Хо  —  Го0оз7соа^«=г<^087(1— ео80| 

у  =  уо  —  гфпу  соз^  =  Го$Ш7  (1  —  сов^),  (24) 

Возьмемъ  «а  «руг!  «^которую  тошу  Сг  и  навишемъ  усл(да1е,  что 
€я  перем'Ьщен1я  ортогональны  къ  кругу  (ТС). 

Если  черезъ  6х,  бу,  6 г  обозначимъ  проэкщи  перем^щешй  точки  О 
ва  оси  (Г),  то  иосл^днее  услов1е  будетъ  вида: 

81Ш  созус^д;  +  81П^  тг/6у  +  созМ^ег  =  О . 

Подставляя  сюда  значен1я  Лх,  6у,  бе,  хн  оредставимъ  послед- 
нее выражен1е  въ  вид!: 

Л^л^ВЛ^+ТЛк^  О,  (25) 

гд* 

А  =  Гозшо)  сову  +  (у^  +  сове»  созу  1 81П^  —  гозто)  соз/  соз/, 

I?  =«5  —  ГоСОЗЮ  81П/  +  (  Т^  +  81Па>  81П/ 1  81П^  +  Г^С0%(О  8Шу  С08<, 

Т=Го. 
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Чтобы  услов1е  <25)  им^Ьло  м-Ьсто  при  всевозиожныхъ  значен1ях'ь 
Ла,  А^,  вакъ  изв^Ьстно,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  тождественна 
удовлетворялось  соотношея1е 

Последнее  выражеихе,  какъ  нетрудно  уб'Ьдиться,  приводится  къ 
следующему  виду: 

Р81п^  +  Я^о^г  +  ^г  =  О,  (2б> 

гд* 

_     Лд    /С08О>С08у\ д    /81ПО?8Ш/\1 

^~''\д^\       го       ;       да\       Го      )У 

^  т^  чГ^    /С08(»8Шу\     ,      д    /8Ш(»Си8/\1     , 

«  =  -^  =  -^о[^(— ^')  +  ;^(^:;^)]  +  'осо8у8шу. 

Такъ  какъ  разсматрипаемая  нами  система  круговъ  ортогональна 
къ  безчисленному  множеству  поверхностей,  другими  словами,  такъ  какъ 
соотношен1е  (26)  им']Ьетъ  м'Ьсто  для  безчисленнаго  множества  значешй 
функщи  ^  то  необходимо  им-Ьготъ  м^сто  соотношен1Я 

Р  =  0,    д  =  —  в  =  0. 

Подставляя  въ  эти  выражен1я  вм'Ьсто  у  я  го  ихъ  значешя,  мы 
приведемъ  ихъ  къ  виду 

И 

д  /со8ю^У\        д  /8Ш0)Л/\    ,   МК 

Въ  справедливости  посл-Ьднихъ  соотноп1ен1Й  легко  убедиться  при 
помощи  иашихъ  уравнешй  (II)  и  (III). 

Въ  самомъ  д1;л'Ь,  комбинируя  эти  два  уравнев1Я  мм  получимъ: 

дЬ'  ,    дсо  .  .,  дМ       д(о  ^,  .        ,         ,    ,.„ 

втоэ  т — ЛС08С0  —  81П-(»Л/2У  =  соз©  --— -  Л/8ШЮ  +  ^оъ^соМN\ 

да        оа  д(^       д^9 

X.  ^л,  1  ^  ^л  Л/^81ПО)С08а) 

д'вля  объ  части  на  I  и  прибавляя  къ  объимъ  частямъ  по г^ у 

мы  легко  пр1йдемъ  къ  соотношен1ю  (27). 
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Для  вывода  соотношев1я  (28)  поступимъ   сл']^дующимъ   образомъ: 

•      /тт\  ^080)  .  8Ш(» 

умножимъ  уравнеше  (II)  на  — ^,  а  уравнена  (III)  на  -у-;   склады- 

V  V 

вая  иолученныя  выражен1я  найдемъ,  что 

С080>  дN       81Па)  д(Х>  ^^    ,    81Па)  дМ    ,    С08€0  „ 

"~Г"  "^ 7~^~-^Н — -, — т^г-^ — Г"  3/=0. 

^     ^а  I      да  I      д^  I 

Ирибавимъ   теперь  къ  об'Ьимъ   частямъ  посл'Ьдняго  уравнен1я  по 

NN 
т^,  при  чемъ  примемъ  во  внимаше  аиъдующее  тождество: 


Г' 


МП  _  МК{сов^со  +  Ыпсо  С08С0)      МИ{^т^оо  —  консо  нтсэ) 


1^  V'  '  1^ 

__  С08О>7У  ^    ,    81ПС0Л^  ^ 

тогда  получимъ  уравнен1е  (28). 

Особый  иптересъ  представляетъ  для  насъ  уравнение  (27);  оно  по- 

.         .     созшЖ       вхпсоЛ' 
казываетъ,  что  функцш  — г- —  и  — - —  можно  считать  частными  иро- 

изводными  по  а  и  /?  отъ  одной  и  той  же  функщи,  т.  е. 

соаоЛГ 1  д<р       8шю^ 1  дц> 

г      ~^>~да'  I      "~^^' 

если  кром'Ь  того  введемъ  фувкщю  ^  при  помоп^и  соотноп1ен]я 


то  для  функщй  М  а  N  найдемъ  сл^дующ!я  выражен1я: 


(29) 


М  =  — ^-?.     N=-1    -^~.  (30) 

у>С08О)  да  у>8Шй>  др 

§  8.  Пользуясь  уравнен1ями  (1) — (V),  легко  вывести  т*  диффе- 
ренц1альныя  уравнешя  въ  частныхъ  производныхъ,  которымъ  удовле- 
творяютъ  функц1и  р  и  д). 

Дифференцируя  по  а  и  /^  выражен1е  (29)  и  подставляя  въ  полу- 
ченныя  выражен1я  вм4сто  производныхъ  отъ  функд1и  I  ихъ  значев1Я 
черезъ  производныя  отъ  функд1и  д),  найдемъ,  что 

дц>  X  дд)       д^         .  д<р  .„,ч 
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Уравнен1е  (I)  ориметъ  теперь  вндъ 

если,  принявши  во  вниманхе  это  услов1е,  продифференцируемъ  выраже- 
шя  (30)  для  МшN  по  аи/^я  подставимъ  полу(1енныя  значешя  для 
производныхъ  о'гъ  этихъ  функщй  въ  уравнев1я  (II) — (V),  то  легко  най- 
демъ  сл1дую1Ц1Я  уравнен1Я,  которыиъ  удовлетворяютъ  функщя  ^  и  ^: 

д^Ф  ,  да)  д^   .       ^  дсэдФ    ,   С08*ю  1  —  а 

Если  теперь  составимъ  различныя  выражения  для 

д^^        Э^у  (?»у 

дад^'    дад1^^'     д^да^' 

то  увидимъ,  что  уравнен1Я  наши  (VI)  и  (VIII)  будутъ  совм'Ьстны  въ 
силу  одного  только  услов1я 

д^со      д^(о 
да*       д^^ 

Дифференцируя  по  а  и  /9  функц1Ю  X,  представляющую  л'Ьвую 
часть  уравнен1я  (VII),  мы  увидимъ,  что  въ  силу  уравнен1й  (VI)  и  (VШ) 

дЬ       дЬ 
производныя    .     и  -^  тождественно  равны  нулю,  слъдовательно 
(Щ         ор 

Х=.^  =  001181. 

Такимъ  образомъ  уравиен1е  это  является  сл^дствгемъ  уравне- 
шй  (VI)  и  (VШ). 

Постоянная  д  опред^^ляется  начальными  Н]|ачен1яямфупщ|й  |Г,Ф, 

-^ ,  -^  для  а  =  а^  1л  /3  =  ^о\  эти  же  начальный  значетя  опред^яютъ, 
да     др 

вообще  говоря,  голоморфные  въ  н'Ькоторой  области  интегралы  уравне- 
н1й  (VI)  и  (VII). 

Какъ  въ  §  10  пятой  главы  мы  уб'Ьдимся,  что  въ  случа:Ь  разсмо- 
тр-Ьнномъ  нами  въ  предыдущмхъ  параграфахъ  т.  е.  въ  случа*,  когда 
^  =  0,  выражеше  для  функцш  I 
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заключаетъ  деть  произвольныхъ  востоянныхъ,  если  не  считать  по- 
стоянной а- 

ТаЕимъ  образомъ  мы  приходимъ  къ  изв'Ьстному  уже  намъ  резуль- 
тату, что  всякой  поверхности  2  съ  достоянной  отрицательной  кривизной 
соотв-Ьтствуеть  оо=*  поверхностей  5,  наложимыхъ  на  основный  поверх- 
ности вращешя  и  связанвыхъ  опред'Ьленнымъ  образомъ  съ  поверх- 
ностью 2, 

Предполагая,  что  мы  находимся  въ  услов1яхъ  теоремы,  обратной 
теорем-Ь  вшсЬагд'а,  мы  ивъ  соотвошенШ  (30)  видимъ,  что 

§111С0  д^  со§со  да         ' 

откуда  заключаемъ,  что  на  поверхности  21  кривыя  9)  =  соп81,  гд'Ь  ^> 
интегралъ  уравнешй  (VI)  и  (VIII),  удовлетворяющ1Й  ураввенш  1г  =  0, 
ортогональны  къ  плоскостямъ 

Nx  —  Му  =  0 

т.  е.  къ  плоскостямъ,  проходящимъ  черезъ  соотв^тстве^ныя  нормали 
къ  поверхностямъ  ЗиЛ» 

При  доказательств'^  второй  теоремы  ВгапсЫ  мы  вид'Ьли,  что  обертка 
посл'Ьднихъ  плоскостей  представляетъ  поверхность  наложимую  на  по- 
верхность вращен1я,  линейный  элементъ  которой  можетъ  быть  приве- 
ленъ  къ  виду 

аз^  =  е»^ Й6«  +  [а  +  1Т?Г^Н  ^^^. 
гд'Ь  а  постоянная,  а 

т  =  —  аV  —  (1 — а)б. 

Постараемся  доказать  это  въ  настоящемъ  случае,  но  вм^^ст^  съ 
т-Ьмъ  несколько  расширимъ  нашу  задачу,  а  именно  будемъ  искать  ли- 
нейный элементъ  обертки  плоскостей,  проходящихъ  черезъ  нормали  къ 
Ни  ортогональныхъ  къ  кривымъ  ф  =  соп8(,  проведеннымъ  на  этой 
поверхности,  при  чемъ  за  д>  примемъ  интегралъ  уравнен1й  (VI)  и  (VIII), 
удовлетвори ЮЩ1Й  соотношенш 

гл^'к  д  н'Ькоторая  произвольная  постоянная. 
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§  9.  Итакъ  пусть  д>  к  ц?  интегралы  дифференщальныхъ  уравне- 
Н1Й  (У1)  и  (У111)|  удовлетворяющ1е  соотиошен1Ю 

Уравнев1е  по  отношен1Ю  къ  (Г)  соотв-Ьтственной  плоскости,  орто- 
гональной дъ  кривой  др  =  соп8(  и  проходлщей  череаъ  нормаль  къ  2^, 
будетъ 

С08а>  — ж  — вшо)  — у  =  0,  (31) 

а  потому  координаты  любой  точки  этой  поверхности  будутъ 

да  '    ^  д/3 

гд'Ь  ^  произвольный  параметръ. 

Координаты  точки,  геометрическимъ  м-Ьстомь  которой  будетъ 
обертка  плоскостей  (31),  мы  опред'Ьлимъ  изъ  услов1я,  что  перем']Ьщен1я 
ея  при  всевозможныхъ  безконечно-малыхъ  изм^нешяхъ  параметровъ 
^1  0  будутъ  происходить  въ  плоскости  (31). 

Если  черезъ  6х,  бу,  6 я  обозвачииъ  проэкщи  переи:Ьщеп1й  иско- 
мой точки  на  оси  (7),  то  условхе  наше  выразится  аналитически  сл'Ь- 
дующимъ  образомъ: 

Лаа  +  Ва^  =  С08Ш  ^^  дх  —  вшо)  ^  %  =  О.  (32) 

Такъ  какъ  по  нашему  предположенгю  услов1е  это  им^етъ  м']^сто 
для  всевозможныхъ  значеи1й  йа,  й^,  то  оно  распадается  на  два  услов1я: 

^=.0.     Б  =  0,  (33) 

изъ  которыхъ  мы  и  сможемъ  опред'Ьлить  искомый  величины  ^  и  е» 
Проэкщи  перем-Ьщешй  нашей  точки  будутъ: 

бх  =  созоэйа  4-  Л  Шшсо  -р  |  +  тпсоЛа  —  (зъ  ^^  +  ^  '^'^ )  ^со8со  -^ , 

бу  =  ^тсоа^  -\-  й  \  ^со8со  То  I  +  ( ":. :.  ^а  +  —  й/^  |  ^8т€о  ^ ^гсо8а)й/? , 

\  </р  /       Х^р  (1а      I  аа 

бг  =  Лг  -{-  ^соз^со  -  ^  (13  —  {^ш^(о  -—  Ла . 
д^  да 
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Если  теперь  воспользуемся  основными  уравнен1ями  (У1)  и  (УШ) 

и.оставимъ  въ  сторонъ  случаи  -^  =  Оизъ  =  ^»   т^  легко  приведемъ 

да  ор 

наши  УСЛ0В1Я  (33)  къ  виду: 

У        а  а  \ 

.   ^[зш^сосозс»      ,    1  —  а         «      •     1  л 

+  I  ^  4 що^^со  зшо)   —  ^егсозо}  =  0, 

[а  а  \ 


совсо  • 


ЗШО) 


откуда  опред'Ьлимъ  искомый  функщи  ^  ж  е: 

—  а  (а — 1)^ 

д)&\п(о  совсо  '  д> 

Такимъ  образомъ  координаты  точекъ  искомой  обертки  выразятся 
сл-Ьдующимь  образомъ: 

а     дд)  а     д(р  {а — 1)^ 

9>со8(»  да      -^  д^зшсо  др  <р 

Отсюда  уже,   пользуясь   уравнен1ями  (VI)  и  (VIII),  найдемъ  сл*- 
дующ1я  выражен1я  для  ироэкц1й  перем^щешй  6х,  бу,  бг: 

Линейный  элемевтъ  разснатриваеной  обертки  будетъ,  сл']^довательно,  вида: 


йв2  =  <Уа.2  4-<УуЭ4-(У^2  =  -^ 


+ 


1  —  о  ,  г?^ 

9  Ч> 


въ  силу  С00ТН0ШеН1Я 
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гд%  мы  черезъ  п  обозначили  величину  — а- 
Если  теперь  положимъ 

Т.  е.  допустимъ,  что 

то  мы  приведемъ  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду 

гд4 

г  =  т;  —  (п  +  1)6. 

Отсюда  виднмъ,  Что  наша  поверхность  представляетъ  поверх* 
ность,  съ  которой  мы  встр'Ьтились  во  второй  теорем'Ь  ВхапсЫ. 

Бакъ  легко  вид:Ьть,  равстояше  накой-либо  точки  дтой  поверх- 
ности отъ  соо1'в'^тственной  касательной  плоскости  къ  поверхности  2Г 
равно  координате  ^г,  которая  выразится  сл:Ьдующимъ  образоиъ  че- 
резъ  б  и  I;: 

разстоян1е  (>  между  нормалью  къ  2^  и  параллельной  ей  касательной  къ 
нашей  обертк'Ь  выразится  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Такимъ  образомъ  мы  вйдимъ,  что  полученная  нами  поверхность 
^§1)  находится  съ  поверхностью  21  въ  такомъ  же  отношен1и,  въ  какомъ 
находятся  между  собою  поверхности  /$о  и  1^  ио  второй  теорем'Ь  В1апсЫ. 

Подобно  тому,  какъ  въ  §  11  предыдущей  главы,  мы  пр1йдемъ 
къ  теорем'Ь,  обратной  второй  теорем'Ь  ЫапсЫ,  а  именно: 

Всякой  поверхности  съ  постоянной  отрицательной  кривизной  2  со- 
отвп>тствуетъ  оо*  поверхностей  8о  съ  линейнымъ  элементомъ  (34).  Опре- 
дгьленге  ихъ  зависгипъ  оть   интегрировангя   системы  линейныхъ  диффе- 
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ренцгальпыхь  ураененгй  вг  чссстнтхъ  производтлаъ  1'Ю  и  2-ю  порядка 
(У1)  и  (У1П).  Поверхности  8о  представляютг  обертки  плоскостей^  про- 
ходящихъ  черезъ  нормали  къ  2!  и  ортогональныхь  къ  кривымъ  д>  =  сопвЬу 
проведеннымъ  на  поверхности  2- 

§  10.  При  вывод'Ь  второй  теоремы  ВхапсЬ!,  мы  вид'Ьлги,  что  кром'Ь 
поверхностей  5о  ^^  линейнымъ  »лемевтомъ  (34),  опред'Ьленнымъ  обра- 
»омъ  связанныхъ  сь  поверхностями  И  постоянной  отрицательной  кри- 
визны, съ  т^ми  же  поверхностями  2  связаны  аналогичнымъ  образомъ 
и  поверхности  б^о  съ  линейнымъ  элементонъ 

Д5«  =  в-^М««  +  [2(г^— и)е-^Ч-Ье-«'  — т](гV^  (35) 

гд%  бит  некоторый  постоянныя  О 

Является  теперь  вопросъ,  возможно  ли  найти  для  всякой  поверх- 
ности 21  съ  постоянной  отрицательной  кривизной  поверхности  ^$о•  опре* 
д'Ьленнымъ  образомъ  связаиныя  съ  ^&  и  им'Ьющ1я  линейный  влемевть 
вида  (35). 

Для  р'Ьшен1Я  этого  вопроса  воспользуемся  увазан1ями  ВхапсЫ, 
дающими  возможность  несколько  преобразовать  наши  уравнен1я  (У1) 
и  (VIII)  »). 

Цреобразован1е  это  заключается  въ  сл'Ьдующемъ. 

Въ  уравнен1я  (У1)  и  (У III),  а  также  въ  7равнен1е 


вставимъ  вместо  ц>  фувкщю  у>-\-с,  гд*  с  постоянная;  при  этой  зам-Ьн-Ь 
уравнен1я  (У1)  очевидно  не  и.чм4пятся. 
Зат'Ьмъ  положимъ 


(Ь-)-- 


и  въ  полученныхъ  такимъ  образомъ  ураввенхяхъ  положимъ 

1-.-0, 

а 

при  чемъ  будемъ  считать  въ  нихъ  п  независящей  отъ  а  величиной. 

Такимъ     образомъ     пр1йдемъ     къ     следующей     систем*     урав- 
нен1й: 


»)  См.  гл.  IV  §  а. 

2)  ли!  ае11а  К.  А.  (1е1  Ь111се1  I.  IX  Газе.  6. 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—  202  — 

(^^Я>  .  до)  д<р    X      ^  да)  д^   г        ^ 

^  =  —  1ап8ш  ^  ^  +  со1ап8о>  ^  ^  +  со8«а)  9  —  п  ашш  С08а> , 

д^<р  ^  дсэ  д9>  ,      ^  доо  д9>  г     .  9         , 

^^2  =  —  ^а°К^  ^-  Уд  +  со1ап8ю  ^^  ^  +  вш^о)  ^р  +  пзшш  совш , 

^-  =  -еап8а,-.     -^^  =  со»ап8<«-^д,  (X) 

Въ  совм'Ьстности  ураввешй  (IX)  и  (X)  уб'Ьдимся  непосредствен- 
нымъ  дифференцировашемъ,  ири  чемъ,  какъ  легко  вид'Ьть,  едивствен- 
вымъ  услов1емъ  совм'Ьствости  будетъ  услов1е 

д'сэ      д^со 

Дал']^е,  тоже  веносредственнымъдифференцировавхемъ  уб'Ьждаемся, 

,     дЬ    дЬ 

что  функцш  -3-,  -тБ  тождественно  равны  нулю. 
да     ор 

Подобно  тому,  какъ  и  при  разсмотр']^ши  ураввен1Й  (У1)  и  (VIII), 
мы  увидимъ,  что  интегралы  <р  т  гр  нашей  системы  (IX)  и  (X)  булутъ 
зависать  отъ  четырехъ  произвольныхъ  постоянныхъ,  помощью  кото- 
рыхъ  определится  постоянная  д,  входящая  въ  уравнение  (XI). 

Теперь  постараемся  найти  обертку  плоскостей,  проходящихъ  че- 
резъ  нормали  къ  поверхности  5  и  ортогональныхъ  къ  соотв'Ьтственнымъ 
кривымъ  (р  =  сопя!,  проведеннымъ  на  поверхности  2. 

Уравнен1е  какой-либо  изъ  этихъ  плоскостей  по  отношешю  къ  со- 
отв-Ьтственнымь  осямъ  ( 2')  будетъ 

созсо  —х  —  8ша)  -  -  у  =  0.  (37) 

а  сл'Ьдовательно  координаты  любой  точки  этой  плоскости  будутъ 

да        ^  д^ 

Функд1И  I  и  ^ег  для  точекъ  искомой  обертки  получимъ  изъ  усло- 
вия, что  перем4щен1я  этихъ  точекъ  при  безконечно-малыхъ  измЪ- 
нен1яхъ  пмраметровъ  а,  /^  будутъ  происходить  въ  соотв'Ьтственныхъ 
плоскостяхъ  (37). 
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Услов1е  это 

Айа  +  Вй0  =  совоэ  -^бх  —  8111Со  ^бу  =  0 
ор  да 

разбивается  на  два 

Л  =  0,    Б  =  0. 

Если  вычислимъ  выражен]я  для  с^о:,  6у  и  при  этомъ  воспользуемся 
уравнен1ями  (IX)  и  (X),  то  тогда  уравнен1я  Л  =  О  и  Б  =  О  приведутся 
къ  виду 

С08Ш4-  ит(0  С080)  [фС08й>  — Л81ПСо]  +  Л?81ПШ  =  О, 
81П€0  +  Ыиа>  С08Ю  [9^81П(»  +  цсовш]  — ^гсовю  =  0. 

Отсюда  легко  найдемъ  сл'1>дующ]я  значешя  для  функций  ^  и  е^ 
соотв']^тствующ1я  точк*]^  искомой  обертки 

^_  1  е  =  —  ~' 

щтсо  С08С1) '  (р  ' 

такимъ  образомъ  координаты  этой  точки  будутъ 

^ ^_    д^        ^_      1 д^        =_!!. 

ФС08С0  да  '     ^  <р^\псо  д^ '  Ц)' 

Проэкщи  перем']^щен1й  разсиатриваемой  точки  на  оси  (Г)  будутъ 
въ  силу  уравнен1Й  (IX)  и  (X)  вида 

л  1       /^Ф\*  -,     ,        1       д(р  д(р  ^^  1       д(р  ^ 

<1Р^со8а)  \()а/  ^  со8со  да  д!^  <рЧо^а>  да 

^       ^Чтсо  да  др  (рЧмхсо  \д^ )  ф^бшю  д& 

а  иотому  линейный  эленентг.  искомой  поверхности  будетъ 

Если  теперь  обратимъ  внимание  на  соотношен1е  (XI),  то  при- 
ведемъ  выражеи1е  для  йз^  къ  виду 
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^  =  п(г;  — в),     <р=пе\ 
мы  дадаиъ  нашему  линейному  элементу  следующую  форму 

ск«  =  в-«-  йв«  +  [1  +  ^2  «*'•  +  2  (!;  —  6)  е-А  ЛV\  (38) 

а  это  ливейнмй  эленентъ  вида  (35). 

Если  выразимъ  въ  иараметрахъ  б,»  разстоянхе  г  точки  разсма- 
триваемой  обертки  отъ  соотв'Ьтственной  касательной  плоскости  къ  по- 
верхности 2^  и  разстояв1е  (»=у^а;'-{-у^  между  нормалью  къ  2^  и  парал- 
лельной ей  касательной  къ  обертк:Ь,  то  легко  найдемъ  для  нихъ  сл'Ё- 
дующ1я  значен1Я 

п 

Такимъ  образомъ  и  въ  этомъ  случа'Ь  теорема,  обратная  второй 
теорем'Ь  ВхапсЬ!  для  поверхности  съ  постоянной  отрицательной  кривиз- 
ной нами  доказана;  теорему  эту  можно  формулировать  сл11дуюп|.ииъ 
образомъ: 

Всякой  поверхности  ^  съ  постоянной  отрицательной  кривизной 
со(ть91ьтствуеть  со&  поеерзсностей  8^  съ  линейнымь  элемеитамь  (*^8). 
Опр€дп>Аеше  ихь  за^иситъ  отъ  интегрировашя  системы  линейнгАХъ  диф- 
ференцгальныхъ  уравненгй  въ  чек^тмылгг  производныхъ  Х-го  и  2'Ю  поряд- 
ка (IX)  и  (X).  Поверхности  во  представляютъ  обертки  плоскостей, 
проходящихъ  черезъ  нормали  къ  2  и  ортоюнальныхъ  къ  кривымъ  ф  =  соп81, 
проведеннымъ  на  поверхности  И* 

гм^  йф     д<р 

Обращаясь  къ  случаямъ,  когда  одна  изъ  производныхъ  — ,  -г^ 

обращается  въ  нуль,  мы,  какъ  и  въ  конц'Ь  предыдущей  главы,  увидимъ, 
что  это  возможно  лишь  тогда,  когда  поверхность  2  поверхность  вра- 
щешя.  Въ  этомъ  случа*  поверхность  5о  обратится  въ  ось  вращен1я. 
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Теорема,  обратная  второй  теореме  6и1с11агЛ'а.  Преобразоваше 
поверхностей  съ  постояншй  положительной  кривизной.  Теорема, 
«братиаа  второй  теореме  В|а11сЫ  для  поверхмстей  съ  постоян- 
ной положительной  иривизной. 

§  1.  Намъ  остается  раасмотрЪть  гЬ  же  вопросы,  что  и  въ  преды- 
дущей глав^Ь,  но  только  въ  случае,  когда  крив1гзва  начальное  поверх- 
ности а  положительна;  не  нарушая  общности,  можемъ  положить  эту 
кривизну  равной  -\- 1 . 

За  координатныя  лин1и  на  поверхности  2  лрихемъ  лиши  кри- 
визны а  =  соп81,  ^^  =  соп81;  координатныя  оси  (7)  выбереиъ  такимъ 
образомъ,  чтобы  оси  х"^  касались  кривыхъ  /9  =  соп81,  а  оси  у"**'  кри- 
выхъ  а  =  соп81. 

Основныя  величины,  характеризующ1я  нашу  поверхность!^,  будутъ  0: 

|  =  С08Ь®,    ^,  =  «шЬа),    р,==  —  со8Ьа>,    д=^втЬе>,    ^  =  ^1  =  0, 

при  чемъ  со  представляетъ  интегралъ  дифференщальнаго  уравнен1я 

^      ^^      81пЬа)  со8Ьс»  =  О .  (1) 

Линейный  элементъ  нашей  поверхности,  очевидно,  будетъ 

Возьмемъ  на  нормали,  проведенной  къ  2^  въ  н:Ькоторой  точгЬ  О, 
точку  М{о,  о,  I);  геометрическимъ  м-Ьстонъ  этой  точки  будетъ  некото- 
рая поверхность  5. 


^)  ВагЬоих,  1.  III,  р.  386. 
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Черезъ  и .  обозначимъ  уголъ,  составляемый  нормалью  къ  И  съ  ка- 
сательной плоскостью  къ  5,  проведенной  въ  соотв^^тственной  точк'Ь  М. 

Если  поверхность  ^$  будетъ  наложима  на  одну  изъ  основныхъ  по- 
верхностей вращен1я  и  если  при  томъ  нормали  къ  2  представляютъ 
конгруэиц1Ю,  ирисоединенную  къ  5,  то,  во  первыхъ,  между  разстоя- 
шемъ  {  соотв'Ьтственныхъ  точекъ  О  и  Л/  и  угломъ  и  существуетъ  со- 
отношен1е 

г*  =  ^+1,  (2) 

гд'Ь  а  некоторая  постоянная,  и,  во  вторыхъ,  лин1и  кривизны  поверх- 
ности И  соотв'Ьтствуютъ  сопряженнымъ  кривымъ  поверхности  5  ^). 

Какъ  легко  вид']кть,  для  дМствительности  поверхности  5  постоян- 
ная а  должна  удовлетворять  одному  изъ  двухъ  услов1й:  либо  а  >  О 
либо  О  >  а  >  —  1 . 

Первое  им-Ьеть  м'Ьсто,  когда  г^>1,  а  второе,  когда  Р<1. 

11роэк1ии  иерем']^щен1й  точки  М{о,  о,  I)  на  оси  (Г)  будутъ: 

бх  ==  (совЬсо  +  /8шЬш)  йа,     с^у  =  (81пЬсо  +  ^совЬсо)  й/?,     6е  =  й1>    (3) 

Уравнен1е  касательной  плоскости  къ  поверхности  <5,  проведенной 
въ  точк*  Л/,  пусть  будетъ 

Мx  +  Nу-^в  +  ^  =  0,  (4) 

Коэффищенты  М  и  N  опред'Ьлягся  изъ  услов1я,  что  перем'Ьщен1я 
точки  М  при  всевозможиыхъ  безконечно-малыхъ  изм']кнен1яхъ  пара- 
метровъ  (а,  0)  должны  происходить  въ  плоскости  (4),  т.  е.,  что  для 
всевозможиыхъ  значен1й  (1а,  в^  им'Ьетъ  м1.сто  соотношен1е 

Мбх-\-Ж6у  —  6е  =  0. 
Отсюда  для  М  VI  N  находимъ  сл'Ьдующ1я  значен1я: 

^^ 1 д1      ^_  1  д1 

созЬса  +  ?81пЬю  да '  81п11ш  +  /созЬю  д^ ' 

Такъ  какъ  81пм  представляетъ  ничто  иное,  какъ  С08  угла,  состав- 
ляемаго  нормалью  къ  плоскости  (4)  съ  нормалью  къ  поверхности  -Г, 
то  мы  напишемъ  услоихе  (2)  въ  видЬ: 

М''  +  Ю-г\=^~->  (I) 


*)  См.  гл.  III  §  3  и  §  5. 
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Услов1е  это,  какъ  нетрудно  видеть,  представляетъ  дифферен- 
циальное уравиен1е  въ  частныхъ  ироизводныхъ  1-го  порядка  относи- 
тельно функщи  и 

Перейдемъ  къ  выводу  второго  услов1я. 

Череяъ  н']^которую  неподвижную  точку  Р  пространства,  служащую 
началомъ  подвижной  системы  координатъ  {Т\),  оси  которой  постоянно 
параллельны  соотв'Ьтственнымъ  осямъ  координатъ  (Г),  прокедемъ  пло- 
скость, параллельную  плоскости  (4);  уравнен1е  этой  плоскости  по  отно- 
шен1ю  къ  (ТО  будетъ 

Мх  +  Ку  —  е  =  0.  (6) 

Дадииъ  параметру  а  приращен1е  (1а;  при  этомъ  координатныя 
оси  (Т^)  примутъ  положен1е  {Т[)\  соотв-Ьтственныя  точки  О  и  М  по- 
верхностей 2  я  8  переместятся  вдоль  кривыхъ  /?  =  соп81  и  11р1Йдутъ 
въ  положен1е  О'  и  Л/'. 

По  отношен1ю  къ  осямъ  (7()  уравнен1е  плоскости,  проходящей 
черезъ  точк^  Р  и  параллельной  касательной  плоскости  къ  5  въ  точ- 
ке М\  будетъ: 

ЖУ  +  2^У  — /  =  0,  (7) 

гд* 

АГ  =  М  +  ^аа,     Л'  =  Л^+Мйа. 

11ерес'Ьчен1е  плоскостей  (6)  и  (7)  дастъ  намъ  въ  пред-Ьл-Ь  направ- 
леше,  сопряженное  съ  кривой  /?  =  сопз^  на  поверхности  5. 

Уравнен1е  плоскости  (7)  по  отношешю  къ  осямъ  (Т\)  мы  полу- 
чимъ,  полагая  ') 

д;'  =  д:  —  1       у  +  тпЬсо \(^а,    у  =у-\-х  -^ (1а,     /  =  ^  +  хшЪ(0(1а, 

а  следовательно  предельная   прямая  пересечен1я   плоскостей  (6)  и  (7) 
будетъ  дана  уравнен1емъ  (6)  и  уравненземъ 

\дМ  ,       дсо        .  ^    1    ,      \дN       ^.дсо-]         ,_  , 
4  аа  +  ^^  -  «'^*^^  I  +  У  [Та  -  ^  Щ  -  ^^'^^^^Ьо.  =  О . 

Если  теперь  положимъ,  что  на  поверхности  5  кривыя  а  =  соп81 
и  /9  =  С0П81;  сопряженныя,  другими  словами,  что  перемещен1е  точки  Л/ 
вдоль  кривой  а  =  соп81  Параллельно  последней  прямой,  то  получимъ 
наше  второе  условхе 


»)  См.  гл.  И  §  6. 
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которое  въ  силу  (5)  приводится  дъ  виду; 

^  ^  3/  0  +  МУвтЪсо .  (II) 

Это  услов1е  представляетъ  относительно  функции  I  диффереа- 
ц1альное  уравнен1е  въ  частныхъ  производныхъ  2-го  порядка,  которое 
мы  иожемъ  написать  въ  вид'Ь: 

7^ = (81п11а>  +  1соъ\ио)  ^  М+(совЪ0>  +  ЫпЬа>) — N+  (со8Ь2а)  +  ЫаЬ2а))  МУ, 

Уравне111е  (II)  мы  можемъ  представить  въ  несколько  мной  форм^, 
а  именно:   дифференцируя    выражеше  (5)  для  М  по  /9  и  принимая  мо 

дН  . 

ввммвше  только  что  полученное  нами  выраженм  для  т^тъ»  ^^  вмъсто 

уравнен1я  (II)  иолучимъ  тождественное  съ  нимъ  уравиен1е 

^-^^N^''  +  МNсоЛ^а>.  (III) 

ор  да 

§  2.  Теперь  намъ  остается  показать,  что  уравнен1я  (I)  и  (II)  или, 
что  то  же,  уравнешя  (I)  и  (III)  совместны. 

Предположимъ,  что  последнее  обстоятельство  им'Ьетъ  ж^Ь^:то\  въ 
этомъ  предиолижен1и  лродифференцируемъ   уравнен1б  (I)  по  а  и  вста- 

вимъ  ВЪ  полученное  уравненхе  «м'1^ето  —  его  «вачеи1б  (I);    оставяня 

въ  сторон*  случай  Л/  =  0,  найдемъ,  что 

оа  д^  а 

Наконецъ,  дифференцируя  уравнен1е  (I)  по  &,  пользуясь  выра- 
жешемъ  (III)  для  -т^  и  исключая  случай  ^=0^  получимъ  еще  сл4- 

ОР 

дующее  уравнен1е: 

^^  ,^()со       _,     .       ,  г(в1пЬ<о-4-1со8Ьв?)  ,-.. 

д!^  да  а  " 

Итакъ,  если  наши  уравнен1я  (I),  (II)  и  (III)  совместны,  то  дол- 
жны быть  совместны  уравнен1я  (П)— (V),  т.  е.  должны  удовлетворять- 
ся тождественно  с()Отношен1я 

дЧ1  ^  д^      д^  ^  д^К 
дад0      д(^да'     дад^      д&да 
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Въ  справедливости  посл'Ьднихъ  тождествъ  легко  убедиться  про- 
стымъ  дифференцировашеиъ  выражбв1й  (II) — (У),  если  при  томъ  при- 
мемъ  во  вни11ан1е  соотношеше  (I)  и  вспомнимъ,  что  со  удовлетворяетъ 
уравнен1ю  (I). 

Если  теперь  перенесеиъ  всЬ  члены  въ  уравнен1и  (I)  въ  л']квую 
часть  и  обозначимъ  л'Ьвую  часть  полученнаго  такимъ  образе мъ  урав- 
нен1я    черезъ    X,    то    въ    силу    уравненхй     (II)  —  (V)    найдемъ,    что 

дЬ     дЬ 
производвыя  -Т-,  -т-^  тождественно  равны  нулю,  т.  е. 
да     ор 

да       "'     д^       "' 

откуда  заключаемъ,  что  для  интеграла  уравнеи1й  (II) — (V)  функЦ1я 
Ь  равна  постоянной. 

Для  совместности  же  уравнений  (II) — (V)  эта  постоянная,  какъ 
мы  видели,  должна  равняться  нулю. 

Уравнешя  (II) — (V'),  къ  интегрирована  которыхъ  сводится  р-Ьше- 
н1е  нашей  задачи,  представляютъ  три  уравнен1я  въ  частныхъ  произ- 
водныхъ  2-1*0  порядка  относительно  функщи  2- 

Разсуждая  совершенно  такъ  же,  какъ  и  въ  §  2  предыдущей  главы, 
мы  лр1йдемъ  къ  заключен1ю,  что  поверхностей  5,  удовлетворяющихъ 
двумъ  нашимъ  услов1ямъ,  будетъ  с»». 

§  3.  Покажемъ  теперь,  что  ш^  эти  поверхности  /8^  наложимы  на 
одну  изъ  основных}»  поверхностей  враш,ен]я  съ  линейнымъ  элементомъ 

дз^  =    .   .    . — г— ^^^  +  А;*со1ап8^мй«?^, 

гд*  к  постоянная. 

Кром*  того  покажемъ,  что  система  нормалей  къ  2  представляетъ 
конгруэнц1Ю,  присоединенную  къ  поверхностямъ  ^8. 

Если  оба  наши  предиоложен1и  справедливы,  то  на  поверхности  5 
кривыя  2  =  соп^1;  представляютъ  геодезическ1Я  параллели. 

Чтобы  уб'Ьдиться  въ  этомъ,  составимъ  дифференц1альный  параметръ 
Лх{1)  относительно  линейнаго  элемента  поверхности  5. 

Линейный  элементъ  этотъ,  какъ  нетрудно  видеть,  будетъ 


^$1  =  (созЬш  +  /81пЬсо)2  {Лр  +  1 )  (?а^  +  (81пЬш  +  /со8Ьа>)2  {К^  +  1)  ^^2  _|. 


+  2  (созЬю  +  ?81пЬсо)  (81пЬй>  +  /созЬю)  М^йай^. 
Составляя  выражен1е  для  Л^[1),  найдемъ,  что 
3/2  +  ^^2  1^  —  \—а 


М1) 


14 
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Дифференц1алъ  длины  дуги  геодезичеекихъ  лин1й,  ортогональны хъ 
къ  кривымъ  г  =  соп81,  будетъ 

Вводя  переменное  и,  связанное  съ  I  соотношешемъ  (2),  получимъ: 


аь^- 


81П%  (а  -[-  8111^1*) 


Линейный  элементъ  поверхности  <$  можетъ  быть  представленъ 
въ  вид^: 

Функц1ю  о  оиред^линъ,  вычисливъ  по  известной  формул*  Воппе1 
геодезическую  кривизну  лин1Й  2  =  соп81;. 
Такимъ  образомъ  найдемъ,  что 

б  =  ксоЫщи , 

гд*  к  постоянная. 

Итакъ  линейный  элементъ  нашей  поверхности  5  можетъ  быть 
приведенъ  къ  виду: 

^^0  =  -^х-^^^    -2  ч  +  А;2со1ап82ийг;2, 

а  следовательно  въ  зависимости  отъ  того,  будетъ  ли  а  положительнымъ 
или  отрицательнымъ,  поверхность  5  будетъ  наложима  либо  на  двуполый 
гиперболоидъ  вращешя,  либо  на  эллипсоидъ  вращен1я  около  большой  оси. 

Дал'Ье  совершенно  такъ  же,  какъ  въ  §  3  предыдуш;ей  главы,  убе- 
димся, что  кривыя  г  =  соп81  на  поверхности  5  ортогональны  къ  пло- 
скостямъ,  проходящимъ  черезъ  соответственныя  нормали  къ  поверх- 
ностямъ  2  и  8- 

Такимъ  обра:^омъ  пр1йдемъ  къ  следуюш,ей  теорем*. 

Всякой  поверхности  2  съ  постоянной  положительной  Гауссовской 
кхуивизной  соотвгьтствуетъ  со^  поверхностей  <5,  наложимыхь  либо  на 
двуполый  тперболоыдь  вращенья,  либо  на  эллипсоидъ  вращенгя  около 
болыиой  оси,  при  чемъ  нормали  къ  2!  представляютъ  конгруэнцт,  при- 
соединенную къ  5- 

Мы  не  будемъ  останавливаться  на  исключенныхъ  нами  въ  пре- 
дыдущемъ  изследован1и  случаяхъ,  когда  одна  изъ  функц1й  М  или  N 
раина  нулю. 
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Нутемъ  тЬхъ  же  разсужден1й,  что  и  въ  §  4  предыдущей  главы 
жы  приходимъ  къ  следующей  теорем*]^. 

Всякой  поверхности  вращенгя  2  съ  постоянной  полооюительной 
Гауссовской  кривгшной  соотв^ьтствуетъ  оо^  поверхностей  врагценгя  8, 
нсиооюимыхъ  либо  на  двуполый  гиперболоидъ  вращенгя,  либо  на  эллипсоидъ 
^ащенгя  около  большой  оси,  при  чемъ  нормали  къ  21  представляютъ 
хонгруанцгю,  присоединенную  къ  8- 

§  4.  Переходимъ  къ  разсмотр'Ьнхю  поверхности  21\,  точки  которой 
симметричны  съ  точками  данной  иоверхности  И  относительно  соотв^т- 
ственныхъ  касательныхъ  плоскостей  къ  поверхности  /8  т.  е.  относи- 
тельно плоскостей 

Мх+  Ку  —  л;  +  1  =  0. 

Координаты  соотв-Ьтственной  точки  Ох  поверхности  -Г]  будутъ, 
очевидно, 

_      2а1М  __2аг^         _    2а1 

Найдемъ  выраженхе  для  линейнаго  элемента  поверхности  21\  - 
11роэкц1и  перем'Ьщен1й  точки  0\  мы  можемъ  представить  въ  сл'Ё- 
дуюп^ей  форм^^,  если  только  примемъ  во  вниман1е  уравнен1я  (I) — (V): 

,       созЬш  {\  +  Р)  +  2Й1пЬа) 
<>х=  — 


Р  — 1 


2аМ2      ,К     ,  8шЬй)(1  +  Я  +  2гсо8Ьш2аЛ/2У^^ 
]^—[-^\^^  + 1Т1Г1 р=Т^'*' 

.       сонЬсо{1  +  Г^)  +  218т\1(о2аМК^     ,  8шЬа)(1  +  Р)  +  2/со8Ьа)Г2а^\Г2        1^^ 

<У= г^1п -гТ11Т^«+ 72-_1 [/ПГ1-1]й'^> 

^  со8Ьсо(14-Р)+2й1пЬсо  2а М  ,        Н1п]1(о(1  +  Р)  +  21совЪ(о  2аN  ^^ 

Линейный  элементъ  поверхности  2^1  будетъ  вида: 


гд4 


созЬсо  {1-\-1^)  +  2/81пЬю       -.      «^^Ьсо  ( 1  + 1^)  +  2гсо8Ью 


Р  —  \  '  1''  —  \ 

Зам'Ьчая,  что  функц1и  Л,  В  удовлетворяютъ  соотношен1ю 

А^  —  В^=1, 
мы  можемъ  найти  такую  действительную  функщю  ^2,  чтобы 
С08Ь^2  =  ±  Л  ,     81Н11Й  =  ±:  ^В. 
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Линейный  элеиентъ  поверхности  ^1  будетъ  при  этомъ  вида 

А!,"  ==  со8Ь«а(^а»  +  атЪ'Ш^К 
при  чеиъ  а  опред^^ляется  изъ  выражен1й 

'  (9) 

81пЬа>  (/*+!)+  21совЪа) 


8^пЬ^2  =  гИ 


1^—\ 


Зд-Ьсь  очевидно  верхн1е  знаки  нужно  брать  въ  случай,  когда 
г^  >  1 ,  а  нижше,  когда  ?  <  1 . 

Уравнен1е  касательной  плоскости  къ  иоверхности  2^1  будетъ,  какъ 
нетрудно  вид'Ёть: 

2аМх  +  2аNу  +  (?«  — 1  —  2а)  ^ег  +  2аг  =  О,  (10) 

а  следовательно  уравнен1е  нормали  будетъ: 

,    2а1М  ,    2аШ  2а1 

^  +  тА 7        у  + 


12_1       у   '   12_1        -      12_1 


1аМ  2аК  1^—\—2а' 

Найдемъ  теперь  дифференщальныя  уравнеп1я  сопряженныхъ  кри- 
выхъ  на  поверхности  2^1 . 

Черезъ  неподвижную  точку  Р  пространства,  служащую  началомъ 
подвижной  системы  координатъ  (Т)),  оси  которой  постоянво  парал- 
лельны осямъ  (Г),  проведемъ  плоскость,  параллельную  касательной 
плоскости  (10)  къ  поверхности  2^1;  уравнен  1е  ея  по  отношен1ю  къ  {Т\) 
будетъ 

2аМх  +  2аNг^  +  {1^  —  1  —  2а)а  =  0,  (И) 

Дадимъ  параметрамъ  а,  /9  приращен1я  ^а,  ^/^;  при  этомъ  оси  (Т^) 
примутъ  положеше  (Т^),  а  точка  0\  передвинется  по  некоторой  кри- 
вой (с)  въ  точку  о',. 

По  отношен1Ю  къ  (Г()  уравнен1е  плоскости,  параллельной  каса- 
тельной плоскости  къ  2\  въ  точк*  0[  и  проходящей  черезъ  нашу  не- 
подвижную точку  Р,  будетъ: 


гд* 


'2аМх  +  2аN'у  +  (Г^  _  1  _  2«)  ^'  =  О, 
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Если  отнесемъ  это  уравнеы1е  къ  прежвимъ  осямъ  (ТО,  то  легко 
найдемъ,  что  прямая,  параллельная  иаправлешю,  сопряженному  съ 
кривой  (с)  на  поверхности  2)\,  будетъ  дана  уравнешемъ  (11)  и  урав- 
нен1емъ 

Нх+91/  +  Ь0  =  О, 
гд-Ь 

Я=  2ас1М—  ^« (—  || ^«  +  ^ ^А  N+{1^—1  —  2а) втЪооЛа, 

Ь  =  21(11  —  2аМ^тЬсос1а  —  2а2Усо8Ьсой/?. 

Если  черезъ  да,  60  обозначимъ  приращен1я  параметровъ,  соот- 
в'Ьтствующ1я  перем'Ьщешю  точки  0\  по  поверхности  -2^  вдоль  кривой, 
сопряженной  съ  кривой  (с),  то  \\оо,л1ь  несложныхъ  вычислешй,  поль- 
зуясь ураиненхями  (I) — (V),  найдемъ  дифферевщальное  уравненге  со- 
пряженныхъ  кривыхъ  на  поверхности  2^ 

аа6а  —  ЛР60  =  О. 

Посл'Ьднее  уравнен1е  представляетъ  въ  то  же  время  уравнен1е 
сопряженныхъ  кривыхъ  на  поверхности  2> 

Итакъ  мы  видимъ,  что  всякой  системе  сопряженныхъ  кривыхъ 
на  поверхности  2  будетъ  соотв'Ьтствовать  система  сопряженныхъ  кри- 
выхъ на  поверхности  ^1  и  наоборотъ. 

Въ  частности  легко  показать,  что  лин1И  кривизны  и  ассимптоти- 
ческ1я  кривыя  поверхности  2  соотвЬтствуютъ  лишямъ  кривизны  и 
ассимптотическимъ  кривымъ  поверхности  1\ .  Доказательство  зд']^сь  то 
же,  что  и  въ  §  5  предыдуп^ей  главы. 

Намъ  остается  показать,  что  поверхность  2^1  им4етъ  постоянную 
Гауссовскую  кривизну,  равную  +1. 

Обратимся  опять  къ  коордиватамъ  {Т\),  им-Ьющимъ  начало  въ  не- 
подвижной точк-Ь  р. 

Изъ  уравнешя  нормали  къ  поверхности  2^  ясно,  что  координаты 
сфррическаго  изображен1я  соотв-Ьтственной  точки  поверхности  -21  по 
отвошен1Ю  къ  {Т\)  будутъ: 

2аМ  2а^  ,  2а 


Проэкц1и  перем'Ьщен1Й  сферическаго  изображешя  на  оси  (!Г1)или 
что  тоже,  па  оси  (Т),  очевидно,  таковы: 
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бх\  =  Ц=  зшЬа  I     _    —1\с1ац1  С08Ь^2      _     й/? , 
с^у,  =  =р  81пЬа  -^д  — -~  (/а  1Т1  созЬа  — -^  —  1  Ы/?, 


с^-ег]  =  ±  8шЬ^2  ^^   ^  ,  йа  :2=  созЬЙ  ^^ ;-  с1/3, 


гд'Ь  81пЬ|&  и  С08Ь^2  цжЬють  значен1я  (9). 

Отсюда,   зам-Ьчая,  что  рад  {усы   кривизны   пашей   поверхности  2^ 

_   дх     ду    вг 
представляютъ  вичто  иное,  какъ  величины  отношенш  т^,  -.—  ^  -т—  при 

0X1      ^У1     ^^1 

перем'Ьщешяхъ  вдоль  кривыхъ  /9  =  соп81  и  а  =  соп81,  найдемъ,  что 

Й!  =  —  соипдЬ  Д ,     2г.2  =  —  (лпдЬЙ , 

а  потому  Гауссовская  кривизна  поверхности  ^х  равна  + 1 . 

Отсюда  тоже  сл-Ьдуеть,  что  функц1я  И  удовлетворяетъ  дифферен- 
щальному  уравнен1Ю 

^  +  ^  +  8^пьасо8Ь^2=о. 

§  5.  Соотв*тств1е  между  поверхностями  2  я  -2^1,  какъ  мы  только 
что  вид'Ьли,  аналогично  тому,  какое  существуетъ  между  двумя  пре- 
о6разован1ями  одной  и  той-же  поверхности  постоянной  положительной 
кривизны,  разсмотр']^нными  нами  во  II  глав!. 

Въ  виду  этого  постараемся  найти,  если  можно,  такую  поверхность 
-2*2  съ  постоянной  Гауссовской  кривизной  +1,  преобразовашями  кото- 
рой были  бы  дв'Ь  наши  поверхности  2^  и  ^. 

Сохраняя  вс1^  обозначешя  §  1 6  второй  главы,  при  чемъ  для  крат- 
кости будемъ  только  писать  6  вместо  Ь\,  мы  должны  им'Ьть  для  коор- 
динатъ  X,  у,  г  соотв'Ьтственной  точки  поверхности  2^|  так1я  выражен1я: 

д;== — ;2__1  =Я^1^08Ь6+т2С08Ь6со8Ь(.2 — а))+/г^т28^пЬе8^пЬ(^2 — о)], 

у  =^  —  72^1:Г  "^  — 1^'^*  ^^'^'^^  "^  т281пЬбС08Ь  (^2— ю) +^"1 ТН  С08Ь68^пЬ(^2 — €0 )],      ( 1 2) 

г  =  ^йИТ  ^^  —  т1т281пЬ  (42  —  ш) . 

Зд4сь  шь  11\  постоянный,  характеризующ1я  преобразован1е  В^  , 
помощью  котораго  мы  переходимъ  отъ  поверхности  2  къ  поверхности 
^2  С'ь  линейнымъ  элемеитомъ 

^8^  =  созЬ^бДа^  4-  81ПЬ2бс//92. 
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Что   касается   постоянныхъ  пг2,  |«2,  то  ои*   характеризують  пре- 
образован1е  В^  ,  приводяи;ее  насъ  отъ  поверхвости  2^2  къ  поверхности  2",. 
Изъ  выраженхй  (9)  предыдущаго  параграфа  легко  найдемъ,  что 

97  7^-1-1 

8шЬ(^2-ш)  =  ±^^,     С08Ь(а-со)  =  :±1^2-5у,  (13) 

при  чемъ  верхше  знаки,  очевидно,  соотв-Ьтствують  случаю  когда  1^  >  1 
т.  е.  когда  наша  постоянная  а  >  О,  а  ниже1е — случаю,  когда  Р  <,!  т.  е. 
когда  а  удовлетворяетъ  неравенствамъ  О  <  а  <  —  1 . 

Подставлял   эти   значен1я   въ   выражешл  (12),   мы  приходимъ  къ 
сл'Ьдуюп1имъ  соотношешямъ: 

а^Ц^т]т2  (14) 


—  2аШ=  г  {[?«!  {1^  —  ])±  т2  (Р  +  1)]  созЬб  ±  2^1^т2ЫпЫ] , 
2аШ  =  [т,  (^2  —  1 )  г^  п/з  (Р  +  1 )]  81пЬе  :±:  2//1  тг^созЬе . 

Олред'Ьленныя  такимъ  образомъ  функц1и  31  и  N  должны  удовле- 
творять уравнен1ямъ  (I) — (V);  подставляя  эти  значен1я  М  и  N  въ 
уравнен1е  (I),  получимъ: 

1П4а  +  {т,±т2Г]Л' 
+  2Р  [  {т!  -  т?  -  2а  (1  +  а)  -  2//>|]  +  {т,  =р  т^)'  =  О  - 

Это  соотношен1е  должно  быть  простымъ  тождествомъ,  а  потому 
постоянныя  Ш1,  Ш2  ДОЛЖНЫ  удовлетворять  кром*  соотношен1я  (14)  еще 
соотношен1яиъ 

^а  +  Ш^^т^У^О,     Ш1-— т^  =  0,     а(1  +  а)  + /^>|  =  0.     (15) 
Сопоставляя  получен ныя  нами  условхя  съ  услов1емъ  (14),  найдемъ,  что 

Принимая  во  виимав1е  эти  соотношения,  мы  для  М  и  ^  найдемъ 
сл'Ёдующ1Я  выражешя: 

т\  М  =  I  (гсозЬб  4-/^1 81пЬ0), 

(17) 

т^N=  —  (г81пЬ6  +  ^\  созЬб) 

Подставляя  эти  значен1я  въ  уравнен1Я  (II) — (V),  увидимъ,  что 
они  удовлетворятся  тождественно,  если  только  обратимъ  внимаи1е,  что 
6  удовлетворяетъ  систем*  дифференц1альныхъ  уравнен1й 
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^6    |_  .  ^  ___  /^1  г81пЬа?  совЬе гсовЬсо  вшЬв 

до.   '     д(^  т\  т\ 

^в '^___ /Ц1С08Ьш8тЬ6  ,   81пЬш  соаЬб  ^^ 

д0         да~  т\  Ш! 


(18) 


Намъ  остается  показать,  что  полученвая  нами  функц1я  И  удов- 
летворяетъ  ураввешямъ,  аналогичнымъ  (18),  въ  которыхъ  мы  нам'Ь- 
нимъ  6,  со,  Щ],  ^\  соответственно  черезъ  ^2,  в,  т2  =  — т^  ^Иг- 

Комбинируя  полученный  такимъ  образомъ  уравнешя  съ  уравне- 
Н1ЯМИ  (18),  мы  приведемъ  уравнен1я,  которымъ  должна  удовлетворять 
функц1я  а  къ  виду: 


=  — Ь  — СОВЬб  +     —2 \- 81пЬв. 


д{И—(о) 
да 

д/З 

Подставляя  сюда  вм1^сто г ,         .„ — ,  Ж,  N,  со8Ь^2,  вшЬД 

осе  Ор 

ихъ  значен]я,  полученныя  въ  двухъ  посл'^Ьднихъ  параграфахъ,  мы  при- 
ведемъ наши  выражен1я  къ  виду: 

0^1  +  ^2)  С08Ь^2  81пЬв  =  О, 
0^\  +  Иг)  8^пЬ^2  со8Ьв  =  О . 

Легко  вид*ть,  что  единственнымъ  услов1емъ  тождественнаго  об- 
ращеи1я  въ  нуль  этихъ  выражен1й  будетъ: 

такъ  какъ  въ  другихъ  случалхъ  мы  получили  бы  для  I  выражешя, 
не  зависящ1я  отъ  постоянной  а  —  результатъ  невозможный,  если  пред- 
положимъ,  что  а  произвольно. 

Итакъ,  резюмируя  полученныя  нами  результаты,  видимъ,  что  по- 
верхность 2^1  можетъ  быть  получена  путемъ  посл'Ьдовательнаго  прим*- 
нен1я  къ  поверхности  -2?  двухъ  преобразованхй  Б^  ,  В^  ,  при  чемъ  по- 
стоянныя  ть  т^,  1Л\,  [л-г  этихъ  преобразован1Й  связаны  между  собою 
соотношешями: 


»)  См.  гл.  II  §  15. 
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при  а  >  О 

1П\  =  т2  =  \/ —  а=гЬ,     ^м,  =  — ^/^  =  |/1  -}-  Ь^ 
1А  при  а  <  О 

т\  =  —  п12  =  V —  а  =Ь  <1,     ^м,  =  — ^^  =  \/\  — 6*. 

Сопоставляя  этотъ  результатъ  съ  результатами,  полученными  на- 
ми въ  Бонц^  II  главы,  видимъ,  что  найденныя  теперь  нами  преобра- 
зован1я  Ва  ,  В^  принадлежатъ  какъ  разъ  къ  т^мъ  комллекснымъ  пре- 
образован]ямъ,  посл']Ьдовательное  прим'Ёнен1е  которыхъ  должно  приводить 
къ  действительной  поверхности. 

§  6.  Постараемся  теперь  свести  рЬшензе  вс4хъ  поставленныхъ 
нами  въ  этой  глав'Ь  вопросовъ  къ  интегрировашю  системы  линейныооъ 
уравнен1й  въ  частныхъ  производныхъ  перваго  и  второго  порядковъ. 
Для  этого  преобразуемъ  наши  уравиешя  (II)— (V),  воспользовавшись 
гЬмъ  свойствомъ  конгруэнц1и  круговъ,  ортоговальныхъ  къ  поверхно- 
стямъ  -2  и  -1'1  и  им-Ьюп^ихъ  центры  въ  соотв'Ьтственныхъ  касатель- 
ныхъ  плоскостяхъ  къ  поверхности  /?,  что  она  ортогональна  къ  без- 
численному  множеству  поверхностей. 

Центръ  С  одного  какого-либо  изъ  этихъ  круговъ  представляетъ 
точку  иерес'Ьчен1Я  трехъ  соотв'Ьтственныхъ  плоскостей:  касательныхъ 
плоскостей  къ  поверхностямъ  -2"  и  5  и  плоскости,  проходящей  черезъ 
нормали  къ  этимъ  двумъ  поверхностямъ,  т.  е.  плоскостей,  уравнешя 
которыхъ 

0  =  0,     Ыx-\-Nу  —  а  +  ^  =  0,    Кх  —  Му  =  0; 
Координаты  этого  центра  будутъ  сл-Ьдовательно 

Ш  __  аМ1 

^'  М'+^^      '     1'—1—а' 

N1       __     —аШ  _ 

У'-      м^-^1;^~Р  —  \  —  а'    '''""' 

а  рад1усъ  Го  соотв^тственнаго  круга 

,      аЧНМ^  +  т  а1^ 


02  — 1  —  0)2        /2  —  1  — а' 


(19) 


Обозначимъ  начало  яашихъ  координатъ  черезъ  О;  черезъ  /  обо- 
значимъ  уголъ,  составляемый  отрЪзкомъ  ОС  съ  осью  х'^*,  тогда 

со8/= ——^ — ^^,     ^\пу  = -^==.  (20) 
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Если  черезъ  ^  обозначимъ  уголъ,  составляемый  какимъ-либо  рад1у* 
соиъ  круга  съ  отр'Ьзкомъ  СО,  тогда  координаты  соотв'Ьтственной  точки 
разсматриваемаго  круга  будутъ 

X  ==  ГоС08/  (  I  —  СОВО ,      у  =  Го81П/  ( 1  —  СОВО ,      »  =  Го81П^ .  (21) 

Если  разсматриваемая  точка  олисываетъ  поверхность  ортогональную 
къ  кругамъ  то  ея  I^ереи^^щеи^я  удовлетворяютъ  при  всеюзможвыхъ 
значен1яхъ  Ла^  й^  соотношешю 

81П^  ^{^%у6х  +  зЫ  Шкуду  +  соз^с^^г  =  о ,  (22) 

гд'Ь  дх,  бу,  де  представляютъ  проэкц1и  перем'ЬщенШ  нашей  точки  на 
соотв'Ьтственныя  оси  (Г). 

Если  подставимъ  вместо  этихъ  проэкцШ  ихъ  значен1я,  то  приве- 
демъ  выраженге  (22)  къ  виду 

Айа+ВЛ^^-т^О,  (23) 

гд4 

А  =  Го81пЬа)  С087  +  ("Т-^  +  С0811С0  С08/ 1  8Ш<  —  Го81ПЬсо  СОЗ^  С08^, 
В  =  ГоСОвЬо)  8Ш7  -\-  [ -^  +  81ПЬо>  81П7  |  81П<  —  УоСОЗЬсо  8Ш/  С08^ 

Чтобы  услов1е  (23)  им'1^ло  м']^сто  при  всевозможныхъ  значен1яхъ 
йа,  й/^,  недбходимо  и  достаточно,  чтобы  удовлетворялось  тождественно 
соотношен1е 

(дВ      дТ\  (дТ      дА\  (дА      дВ\_ 

которое  им'Ьетъ  видъ 

Р8Ы  +  §С08^  +  ^  =  0, 

гд* 

д  созЬсасов/        д  ^тЬсо^ту 


Р  =  г^о 


дР         Го  да         Го 


^  -,  [од  со8Ь(В81ПУ         о  д  81пЬс1>с08/ 

<г  =  —  -В  =  »-о    'о  "^- -^—^  -  »•«  -^.Б 2 ~  -  8Ш7 С08Г I 
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Такъ  какъ  наши  круги  ортогональны  къ  безчисленному  множеству 
поверхностей,  то  сл^^довательно 

Р=0,    д  =  —  в  =  о. 

Подставляя  въ  посл'Ьдн1я  уравнен1я  вместо  у  и  го  ихъ  значешя 
(20)  и  (19),  найдемъ,  что 

д  сонЬсэМ  __  ^  зшЫ^      _д_  созЬсо^ д  81пЬ(о  Л/      МN  _ 

60        I        '^  да~   I       '     да        I  'д/5(~     1~~ '^  ~Г  ~    ^  ^^  ^ 

Въ  справедливости  посл-Ьднихъ  уравешй  легко  убедиться  сл-Ьдую- 
щииъ  образомъ. 

Комбинируя  уравнешя  (II)  и  (III),  получимъ: 

созЬсо  -"7  +  М^тЬсо  —^  —  Л/^^совЬ^со  = 

==  зшЬсо  —  4-  ^созЬсо  —  —  ЖЛ^зшЬ^со; 
да    ^  да 

если    теперь   разд^лимъ   о&к   части   на   I  и   прибавимъ   къ   нимъ   по 

ММтЪсо совЪсо  _  .«  /о.ч 
^  ,рд  легко  пр1Йдемъ  къ  первому  изъ  уравнешй  (24). 

Для  вывода  второго  изъ  этихъ  уравнеи1й  постуиимъ  такимъ  об- 
разомъ:  умножимъ  уравнен1е  (III)  на  — - —  и  изъ  полученнаго  такимъ 
образомъ  уравнешя  вычтемъ  уравнеше  (II),  умноженное  на  —  , 
тогда  найдемъ 

зшЬср  дМ  совЬа?  дсо соаЬю  дN^       вхпЬю  дсо 

~Т~1^^~^     '~Т"д0     ~~Г~1а    '^~1Г~д^'^  ' 

сложивъ  теперь  это  уравнен1е  съ  тождествомъ 

8шЬш  д1^  созЬш  д1  NN 


мы  и  получимъ  второе  изъ  уравяен1Й  (24). 

Первое  изъ  ураввен1Й  (24)  показываетъ,  что  фуикши  М 


созЬсо 


л  — - —  представляютъ  частныя  производныя  одной  и  той  же  функд1и  т.  е. 

V 
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если  теперь  введемъ  еще  функц1Ю  р 


^  =  ^,  (25) 

то  для  М  л  N  найлемъ  сл^дующ1я  выражен1я 

д^_ 1_^      ^V^=— ^ ^  (26) 

щовЬсо  да  '  ^81пЬсо  д^  ' 

§  7.  Пользуясь  уравнен1ями  (I) — (V),  легко  найти  т*  дифферен- 
ц1а.1ьньгя  уравнен1я  въ  частныхъ  производныхъ  2-го  и  1-го  порядка, 
которыиъ  удовлетвори ютъ  введениыя  нами  функцш  д)  я  ц^- 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  если  подставимъ  въ  уравнен1е  (I)  ъа^сто  И  и  N 
ихъ  значен1Я  (26),  то  приведемъ  его  къ  виду 


созЬ^ш 


/д<р\'  1      (д<ру      9*.   1  +  а 


зд'Ьсь  черезъ  Ь  мы  обозначаемъ  л']^вую  часть  нашего  уравиен]я. 

Дифференцируя  выражен1е  (25)  и  принимая  во  внимаше  выраже- 
Н1Я  (26),  легко  найдемъ,  что 

%—,.^Ь.%.     I— сои„8Ь„|.  (Ш) 

Если  теперь  продифференцируемъ  выражен1я  (26)  по  а  и  /?,  под- 
ставимъ въ  уравнен1я  (II) — (V')  полученныя  значен1Я  функц1й  I,  М,  N 
и  ихъ  производныхъ,  и  кром'Ь  того  примемъ  во  вниман1е  уравнен1я 
(VI)  и  (VII),  то  найдемъ  искомыя  уравнен1я 


-  ^       ^       .     д(о  д(р  ^      ,     д(од(р    ,  со8Ь%      ,  а  + 1      •  ,  , 

да^  ^       да  да  ^       д^  д/^  а  а 

-—V  :  =  <;апеЬш  -^77  т  -  +  со1апдЬсо  -—  -  ^ ,  (VIII) 

дад!:^  ^       0^  да    ^  ^       да  д^ 

д'^Ц)  ^      ,     д(од<р  ,      ^       ,     д(од<р  .  81пЬ2ю      ,  а+^      .  ,  I. 

^  =  -*ап8Ьш--^^+со1апёЬа,-^^  +  — -9>  +  -^^8шЬа,со8Ь«,. 

т^  д^у^      д^д)       д^д> 

Если  теперь  составимъ  различныя  выражен1Л  для  ,        ^^ ,  ;гьт"2 » 

то  увидимъ,  что  уравнен1я  наши    (VII)  и  VIII)   будутъ   совместны    въ 
силу  одного  только  услов1Я 

д^(о   ,  д'^со  , 


0'\д\\\7.е6  Ьу 


Соо^к 


—  221  — 

Дифференцируя  по  а  и  /9  функщю  Ь,  представляющую  л'Ьвую 
часть  уравнеи1я  (VI),  мы  найдемъ,  что  въ  силу  уравнен1й  (VII)  и  (VIII) 
она  тождественно  равна  нулю,  а  сл']^довательно 

Х,  =  ^  =  С0П81. 

Такимъ  образомъ  уравненхе 

•     -.  1      1д<рУ  _^      I      /^фИ      9^^   ,   1  +  л    ,  *     /ТV^ 

^--^^[да]  +8шЬ^Ы  --  +  -^^^=^/  =  соп8^   (IX) 

представляетъ  слпдствге  уравнешй  (VII)  и  (VIII). 

Постоянная  д  опред'Ёляется  начальными  звачен1ями  для  а=^а^  ы 

д<р    дФ 
/^  =  ^^0  функщй  <р,  -Г-,  ТБ»  ^;  ^ти  же  начальныя  значев1я  опредЪляютъ, 
осе    ор 

вообще  говоря,  голоморфные  въ  в'Ькоторой  области  интегралы  уравне- 
Н1Й  (VII)  и  (VIII). 

Какъ  въ  §  10  пятой  главы  мы  убедимся,  что  въ  случа*,  разсмот- 
Р']^нномъ  нами  въ  предыдущихъ  параграфахъ,  а  именно,  когда  ^  =  0, 
выражен1е  для  функщй  I 

будетъ  зависЬть  отъ  двухъ  ироизвольныхъ  постоявныхъ. 

Въ  этоиъ  посл^^днемъ  случа'Ь  изъ  соотношен1й  (26)  находимъ,  что 

81пЬсо  д^  совЬш  да         ' 

откуда  заключаемъ,  что  кривыя  ф  =  сопаЬ,  гд*  ^>  интегралъ  уравнен1й 
(VII)  и  (VIII),  удовлетворяющ1й  условш  2/  =  О,  проведенныя  на  поверх- 
ности 2,  ортогональны  къ  плоскостямъ 

проходящимъ  черезъ  соотв-Ьтственаыя  нормали  къ  поверхностямъ  -И"  и  5. 
Какъ  мы  знаемъ  изъ  теоремы  ВхапсЫ  ^),  обертка  посл'Ьднихъ  плос- 
костей должна  быть  наложима  на  поверхность  вращен1я  съ  линейнымъ 
элементомъ 


с?52==е^^йе2  + 


["-.^ 


а 

гд-Ь  а  постоянная,  а  т  дается  выражен1емъ 

т  =  аV—[а'\-\)Ь. 


сг«;2, 


1)  См.  гл.  IV  §  3. 
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Вм']^сто  того,  чтобы  доказывать  посл'Ьднее  утвержлен1е,  мы  най- 
демъ  линейный  элементъ  обертки  плоскостей,  ортогональных.ъ  къ  кри- 
вымъ  (р  =  соп^1,  проведеннымъ  на  поверхности  2^.  и  проходящихъ  че- 
резъ  нормали  къ  И,  при  чемъ  за  (р  примемъ  интегралъ  ураввен1й  (УП) 
и  (VIII),  удовлетворяюпцй  соотиошен1Ю  (VI),  гд*  д  какая  угодно  по- 
стоянная. 

§  8.  Уравнен1е  рассматриваемой  плоскости  будетъ  очевидно, 

д(Р  д<р 

совЬсо  -—X  —  8шЬс»  —-  у  =  О,  (27 ) 

ар  па 

а  потому  координаты  любой  точки  этой  плоскости  будутъ 

X  =  вшЬсо  — -  ^,    1/  =  совЬсо  тъ  ^    ^> 
аа  ор 

гд*]^  ^  произвольный  параметръ. 

Значен1я  параметра  ^  и  координаты  е  для  соответствующей  точки 
искомой  обертки  найдемъ  инъ  услов1я,  что  перем']^щен1я  этой  точки 
при  всевозможныхъ  безконечно-малыхъ  изм']&нешяхъ  параметровъ  а,  /3 
будутъ  происходить  въ  плоскости  (27). 

Проэкщи  перем']^щен1й  нашей  точки  на  оси  (Т)  будутъ: 

<>^х=С08Ьшг/а  +  й|^1пЬй?-~|  +  ^Р81пЬй>йа— I —  — ^йа+ -рй/^)^С08Ьа>-^, 
<!у = ^тЪсэй/^  +  й  ( ^собЬсо  ;.^ )  +  (  —  ^^  ^^«  +  ^   ^^  )  ^81пЬсо  -~  +  асонЪЫ/^ , 

6а  =  йе  —  /совЬ^со  -~(ЦЗ  —  ^81пЬ*а)  ^  с1а , 
д^  да 

а  потому  уравнен1я,  служащ1я  для  опред'Ьлен1Я  ^  я  е,  примутъ  видъ: 
зшЬсо  +  -  зшЬш  созЬш  [^вшЬсо  +  (л  +  1)  ?^со8Ьса]  +  ^е^созЬсо  =  О, 

созЬш  -1 —  81п11й?  совЬш  [фсовЬсо  +  (а  +  1 )  ^81пЬсо]  +  тпко)  =  О . 
Р'Ьшая  эти  уравнения,  получимъ,  что 

9^8шЬго  созЬо) '  ^        ' 

а  следовательно  координаты  искомой  точки  будутъ: 

.^ (^       д^ а       д^         _  (а+  \)Ц)  ^ 

^^созЬю  да'     '^~       9^8шЬа)  д^'     ^  <р        ' 
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проэкщи  ея  переи^1цен1й   на   основан1и    уравнен1й  (УН)  и  У(111)  при- 
мутъ  сл'ЬдующШ  видъ: 

^Чоъ\1(о  да  ^      (рЧ\V^^^(о  д/^  9[       Ч>  Ч>\ 

Если  примемъ  теперь  во  внимание  соотношен1е  (IX),  то  для  ли- 
нейнаго  элемента  разсматриваемой  иоверхности  найдемъ  сл^Ьдующее 
выражен  1е: 


д)2       1  -Ь  а 


\  а  а 


Положимъ  ЗД']^СЬ 


ИЛИ,  что  то  же, 


9>  =  е\     Ч>  = 


\  +  а         ' 
тогда  нашъ  линейный  элементъ  приведемъ  къ  виду 

гд-Ь 


да^е-^'  +  а  —  у^  еА  с^V^ ,  (28) 


т  =  аг  —  (а  +  1)в. 

Такъ  же,  какъ  и  въ  §  9  предыдущей  главы,  убедимся,  что  най- 
денная нами  поверхность  5о  находится  съ  поверхностью  -2^  въ  такомъ 
же  отношен] и,  въ  какомъ  находятся  между  собою  поверхности  8о  я  2 
во  второй  теорем*  В1апсЬ1. 

Такимъ  образомъ  приходимъ  къ  сл^^дующей  теорем'Ь. 

Всякой  поверхносупи  2  съ  постоянной  положительной  кривизной 
€Оотвп>тсшвуетъ  оо*  поверхностей  съ  линейнымъ  элементомъ  (28).  Опре- 
дп>лен1е  ихъ  зависишь  отъ  интегрировангя  системы  дифференцгальнглосъ 
уравненгй  1-го  и  2-10  порядка  (VII)  и  (VIII).  Поверхности  8^  представ- 
ляютъ  обертки  плоскостей,  проходящихъ  черезъ  нормали  къ  ^  и  орто- 
гональнглхъ  къ  кривымъ  9^  =  соп81,  проведеннымъ  на  поверхности  2- 
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§  9.  Цосмотримъ  теперь,  вакимъ  образомъ  находятся  поверхно* 
сти  съ  линейнымъ  элементомъ  вила 

аз^  =  е-2'  йи^  +  [2  («;  —  и)  е'^'  +  Ье"^'  —  т]  йV' .  (29) 

которыя,  какъ  мы  вид']Ьли  во  второй  теорем'Ь  В1апсЫ,  связаны  опред'Ь- 
ленныиъ  образомъ  съ  поверхностями  постоянной  кривизны. 

Для  этого  оиять  воспользуемся  пр1емомъ  В^апсЫ  для  преобразо- 
ваи1Я  уравнен1й  (VII),  (УШ)  и  (IX),  а  именно:  вставимъ  въ  эти  урав- 
нен1я  вместо  у?  функщю  ^  +  с,  гд'Ь  с  постоянная. 

Въ  полученныхъ  такимъ  образомъ  уравнен1яхъ  положимъ 

{\+а)с 
=  ^ 

а 
и  зат^мъ  положимъ 

-+1=0, 
а 

при  чемъ  п  будемъ  считать  независящей  отъ  а  величиной. 
Такимъ  образомъ  пр1йдемъ  къ  сл']^дующииъ  уравнен1ямъ: 

^  =  1»пеЬю  ^-  ^  —  сокапсЬю  ^  -^  —  д^собЬ^со  +  пвшЬсо  созЬсо , 
^а^  "^       да  да  ^       д^  д/3 

д^д>       ^  д(од^>   ,       .       ,     дсэд(р  .^. 

^^  =  1ап8Ьа,  -  -  -  +  со1ап8Ь«>  -  у^ ,  (X) 

--^  =  —  ЫпаЪсо  ^    -^  +  со1;ап2Ь€а  -,  тъ  —  (рйпЪ^со  +  728шЬсо  созЬш 
д^^  ^       да  да  '  "^       д^  д,^ 

Уравнен1Я  (VII)  останутся  безъ  перемены,  что  же  касается  урав- 
нен1я  (IX),  то  оно  приметъ  видъ: 

Иростымъ  дифференцировав1емъ  уб']^ждаемся,  что  уравнешя  (У11)> 
(X)  и  (XI)  совместны  въ  силу  единственнаго  условзя 

д^со      д^(о 

-  "5  +  -77а  +  81ПЬС0  СО&ЪСО  =  О  • 

да^       др^ 

Какъ  и  въ  предыдущемъ  параграф*,  найдемъ  обертку  плоскостей, 
ортогональныхъ   къ   соотв'Ьтственнымъ   кривымъ   др=^соп81,  проведен- 
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вымъ   на  поверхности  ^,  и  проходдщихъ  черезъ  нормали  къ  ^  т.  е. 
плоскостей 

Координаты  точекъ,  лежащихъ  въ  этой  плоскости,  будутъ: 

л     дФ  ^     дФ 

д;=  81пЬа)-— ^,     у  =  созЬа)— -^     ^, 
да  ар 

гд'Ь  I  произвольный  иараметръ. 

Пользуясь  т']^ии  же  разсужден1ями,  что  и  раньше,  мы  для  опре- 
деления значен1й  I  и  е,  соотв-Ьтствующихъ  точкЬ  искомой  обертки, 
найденъ  уравнен1я: 

созЬсо  +  ^вшЬсо  совЬю  (п8шЬа)  —  д^совЬсо)  +  тп\^(о  =  О , 

81пЬа)  +  /81пЬа)  совЬсо  (лсовЬсо  —  д)81пЬа))  +  асо^1и(о  =  0; 

отсюда  легко  получимъ,  что 

^  =  — — !— —     я  =  —  - 

щхпЪсо  С08Ьа) '  9Р  ' 

а  потому  координаты  соотв'Ьтственной  точки  нашей  обертки  будутъ 

—       1       ^         __       1       д^         _  __  ^ 
~'  ^созЬш  да '     ^       ф81пЬо>  д0'  ф  * 


6х  = 


Проэкщи  ея  перем'Ьщешй  на  оси  (Т),  очевидно,  таковы: 
1       д<р 


Ф^С08Ьа)  да 


а  потому  на  основаши  (XI)  линейный  элементъ  разсматриваемой  по- 
верхности будетъ 


д)2 


Ч[^-^^-2«(р]^. 


Если  теперь  положимъ 


— -  +  Л1р  =  пс1Ь ,     — -  =  йг , 
а  следовательно 


15 
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то  приведемъ  нашъ  линейный  элементъ  къ  виду 

й,92  =  в-2^йе2  +  [^в-2^—  1  +  2  («;  — в)в-2*1  с^V\  (31) 

откуда  заключаеиъ,  что  поверхность  наша  им'Ьетъ  тотъ  же  линейный 
элементъ,  что  и  поверхность  ^$о*  разсматриваемая  въ  теорем'Ь  В1апсЬ1. 

Такимъ  образомъ  такъ  же,  какъ  и  въ  конц'Ь  предыдущей  главы, 
мы  приходимъ  къ  теорем'Ь,  обратной  второй  теорем'Ь  В1апсЫ,  а  именно: 

Всякой  поверхности  2  съ  постоянной  положительной  кривг^зной 
соотвгьтствуетъ  оо^  поверхностей  5о  съ  линейнымъ  элементомь  (31). 
Определение  иагь  заеиситъ  отъ  интегрировангя  системы  линейныхъ  диф- 
ференцгальныхь  урсмненгй  1'Ю  и  2-го  порядка  (IX)  и  (X).  Поверхности 
8^  представляютъ  обертки  плоскостей,  проходяшихъ  черезъ  нормсьли  кь 
2  и  ортогональныхъ  къ  кривымъ  <р  =  соп81; ,  проведеннымъ  на  поверхности  2, 

Мы  не  будемъ  останавливаться  на  случа'Ь,  когда  одна  изъ  про- 

изводныхъ  ^-,  -^  обратится  въ  нуль:  результаты  изсл'Ьдован1я   этого 
асс     ар 

случая  тождественны  съ  полученными  нами  въ  конц'Ь  предыдущей  главы. 
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тельно и  со, 
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|г|8гаасо8а 
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-п\2 
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^1  Р\ 


г 
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8иг  1в  ргто1ре  ГопЛатепЫ  йе  1а  тёЛойе  Лв 
Неитапп  йапз  1е  ргоЫёте  Ле  В1поЫе1. 


Раг  А.  М.  Ыароапо1Г. 


Ьа  тё^Ьойе  ргоро8ёе  раг  М.  Кеитапп  роиг  1е  ргоЫёте  йе  В1- 
псЫе!  а  ё1ё  йапв  сез  с1егп1ег8  1етр8  ГоЬ]е1  йе  потЬгеивез  гесЬегсЬез, 
рагт!  1е8^ие11е8  11  Гаи1  1>иг1ои1  81"8па1ег  се11е8  йе  М.  ХагетЬа,  йе  М. 
З^екЬЙГ  е1  йе  М.  Когп.  Сев  гесЬегсЬев,  р^0V0^и6е8  раг  сеНев  йе  М.  Ро1п- 
сагё  {АсШ  тсЛкетсигсау  1.  XX),  оп1;  атепё  к  ипе  1агз;е  ех(еп810П  йе  1а 
тё^Ьойе  еп  се  ^и^  сопсегпе  1а  виг^асе  ^и^  вег1^  йе  5гоп11ёге  аи  йоша1пе 
соп81йёгё.  Ма18  Л  ге81е  епсоге  а  Гахге  иие  ех1еп81оп  еп  се  ^и^  соисегпе 
1е8  Уа1еиг8  ^ие  йо!1;  ргепйге  виг  1а  виг^асе  1а  {опсМоп  11а^то^^^ие  сЬег- 
сЬёе,  саг  к  Гё^агй  йе  сев  Уа1еиг8  оп  а  йй  Ыте  ипе  сег(;а1пе  ге81^Г1с11оп. 

И  ев*  уга!  дие  М.  Кош  сЬегсЬе  а  ве  йёЬаггавзег  йе  сеИе  гев1пс- 
110П  *).  Ма18  1е8  <;Ьёогёте8  йоп<:  ]1  ве  вег1  а  се<;  ейе1  пе  те  ветЫеп*  рав, 
В1П0П  ехнс(8,  аи  то1П8    аззег  с1а1Г8  роиг  пе  раз  вои1еуег  йев  йои^ев. 

Вапв  се  ^и^  виН,  ]е  те  ргорове  йе  топ^гег,  соттеп!  Гех1;еп81оп 
йоп1  И  в'а^И  ве  йёйиИ  йе  ^ие1^ие8  гёвиНа^в  ^ие  ^'а^  оЬ^епив  йапв  1е 
Мёто1ге  8иг  сегШпез  ^^4€8^^оп$  диг  зе  гаНасЬепЬ  аи  ргоЫёте  йе  Х)г- 
ггсМеЬ  {Ооита!  йе  МсЛЫтаЩиез,  1.  IV,  1898). 

Аи  Ней  йе  1а  тёШойе  е11е-т6те,  зе  сопвМёгега!  1е  рг1ПС1ре  ^и^ 
1и1  вег!  йе  Ьазе  е1  ^ие  ]'а1  арре1ё  йапв  1е  Мёто1ге  сИ^  ргтЫре  йе  Ней- 
тапп.  Сев!  се  рг1ПС1ре  ^и'^1  Гаи(;  ё^аЬНг  еп  1ои1:е  ^^пёгаШё,  саг  1а  тё- 
1Ьойе  йе  Кеитапп  еп  йёсои1е  ]'штёй1а1;етеп(  вапв  аисипе  йётопв^гаИоп. 


1,  Согатепдопз  раг  гарре1ег,  еп  ^ио^  соп8181е  1е  рг1пс1ре  йе  Кеитапп. 
8о1еп1:  Е  ипе  1ёд1оп  йе  Гезрасе,  пе  в'ё1епйап<;  рав  к  Г1пйп1,  е1  5 
1а  вигГасе  ^и^  1и1  вег!;  йе  ГгопНёге. 


♦)  АЬНапШипдеп  гиг  РоипИаННеопе.  ВегИп,  1901.  (Гснг  АЬЬапЛип^   5,   р.    04 
еЬ  АЬЬ.   1,  р.  5—11,  19-23). 
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Хои8  8ирро8егоп8  дие  сеИе  вигГасе  соп8181е  А'ипе  8еи1е  парре  {егтёе 
ауап!  ипе  а1ге  йп]е  е1  а(1те(;(ап(,  еп  ЬопЬ  рош1,  ип  р1ап  1апдеп1  Аё(егт1пё. 

8о1еп(:  р  е1  р'  (1еих  ро1п18  (1е  с^Ие  зиг^асе,  г  1еиг  А18(апсе  ти- 
1ие11е  еЬ  ц>  Гап^Ь  ^ие  ЫЧ  1а  тюгтаЬ  гпИггеиге  (с'е81-&-А1ге,  (Ип^ёе 
уег8  Е)  аи  ро1п1  р'  ауес  1а  с11гес(10п  р  р. 

Ео  еп(;еи(1ап1;  раг  Лз'  ип  б1ётеп1  8цре1Т1С1е1  соп1;епап1;  1е  рошЪ  р' 
е(  раг  /^  1а  уа1еиг  ео  р  (1'аие  бшсИоп  /  ёёПпхе  роиг  1ез  ро1п18  йе  8^ 
поиз  а11оп8  сооаИёгег  (1е8  1п1ё§;га1ез  Ае  1а  {огте 


Р 


Г)п1ёдга(1оп  6Ьт1  бЬепйпе  к  1;ои!;б  1а  8игГасе  сопзШёгёе. 

СеИе  1и1ёвга1е  681  се  ^и'оп  арреПе  1а  Vа^еи^  АггесЬе  еп    р  (1ц    ро- 
!;ецие1  (1е  1а  йоиЫе  соисЬе  йоппё  раг  1а  {огтц1е 


1 


1е 


ой  В  (1б5)впе  1а  (118(апее    (1а  ро>п1  р  к  ип  ро1п1;  Р  дш    пе   ее   (з'оиуе 
ра8  8иг  /5  е!  Ф'  Гапв1е  (}е  1а  поггоа1б  еп  р   ауес  1а  (]1гесиоп  р'Р. 

Ь'1п1ёдга1е  (1),  ^и^  с1ёрепс1  (1е  1а  ро811:1оп  (1и  рош!  р,  ёёПот  ипе 
попуеЦе  1опс(10п  8иг  /8.  81  1а  {опс110п  /^  ез1  сопИпие,  секее  (опсЫоп  1е 
8ега  аи881,  е(:  1а  тёте  сЬозе  аага  Ней  ()ап8  ип  саз  р1из  ||;ёпёга1,  ев1щ 
ой  1а  {опс(;]оп  /*  ев1  8еи1етеп1  Ипи(;ёе  е1  1е11б  дие  Гш1ёвга1е 


I 


ё1епс1ие  а  5  аК  ип  зепз  соште  ИшКе  с1е  зотте,  сопГогшётеп!;  й  1а  (1ё- 
ЛпШоп  ог(11па1ге.  8]  /'  ез^  (1апз  се  саз,  поиз  сИгопз  дие  с'ез!;  ипе  (опсЦоп 
1п(;ёкгаЫе  зиг  ^5^• 

Сек  розе,  вой  ю^  ипе  Гопсиоп  (1()ппёе  ^ие1соп^ие  1п1;ё8гаЫе  зиг  ^5. 
Се11е  {опс1;10п  ё^ап!  зиЬз1;11иёе  &  1а  р1асе  (1е  /*,  Г1'п(ёрта1е  (1)  (11У13ёе  раг 
2л  гергёзеп^ега  ипе  ^опсИоп  ^ие  поив  с1ё81§пегопз  раг  ь^ .  Еп  арр1^^иап( 
1е  тёте  ргосё(1ё  к  г?! ,  поиз  еп  (1ё(1и1'гоп5  ипе  поиуеПе  ГопсИоп  ю^*  Ве 
габте,  еп  раг!лп4  (1е  Гд,  поиз  оЬНеп(1гоп8  ю^,  е!;  а1П81  (1е  зиНе. 

Ое  сеКе  тап1ёге  поиз  ра1-у1еп(1гопз  &  ипе  зиНе  1П(1ёПп1е  (1е  (опсИопв 


(2) 


"О »       •'1  »       ^2^       "'З » 


*)  Бап8  сеНе  Гогти1е,  а1п81  ^и'еп  д'аи^гез  апаЬ^^иев,  поив  ец1епс[оп8  раг  (йап 
ё1ётеп1  8ирегПс1е1  соп1епап<;  1е  ро1п1  р,  аидие!  ее  гаррогЬе  1а  уа1еиг    с[е  1а  ^^опсиоп 
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Шез  еп1:ге  еИев  раг  1б8  ёдинИопв  Ае  1а  !огше 


^^      2л}  г 


ой  1?^_|  (1ё818пе  1а  уа1еиг  аи  роЫ  р   йе  1а  (опсЦоп  ^;^_^ .  Сев!  й  сеИе 
тИе  ^ие  ве  гаррохЧе  1е  рппс1ре  еп  ^иеБ^^оп  ^ие  Гоп  реи1  бпопеег  а1П8и 

ОиеНе  дне  зоИ  1а  (опсНоп  V^ ,  оп  а,  еп  Ш^  роШ  Ле  1а  зиг^асе, 

(3)  |*«+,-''»|<^я«, 

X,  X  НапЬ  сЫагпез  сопз^ап^ез   розгИюез    гпйёрепЛалиез    Ли    потЬге    т« 
ЛопНа  зесопйву  Я,  681  тоьпйге  див  I  еЬ  пе  Лёрепй  роШ  Ли  скогх  Ле  V^^ 

ЬЧпёзаЬЧё  (3)  ё(:ап1;  ё1аЬИе,  11  еп  гёзиНега  ^ие  9^,  т  сго188ап!; 
1П(1ё{1штеп1,  1еп(1га  Уег8  ипе  сег(а1пе  11т1(е,  еЬ  Л  ез!  ^ас|1е  с1^ёиЫ1г, 
(1ап8  Лез  зиррозШопз  Ьгеи  ^биёга1е8  2к  Гё§аг(1  (1е  1а  зиг!асе,  дие  сеие 
ИтИе  пе  реи1;  ёЬге  дц'ипе  сопз^ап^е. 

8о11;  О  сеИе  соп81ап1:е. 

Кои8  аигопз,  дие1  ^ие  зо!!;  т, 

С=  «^т-Ь  («^т+1  —  О  +  («^т+2  — «'«+!)+  '  '  ' 

ьЬ  раг  8и11;е,  еп  уегШ  (1е  (3), 

Вопс,  Ь^  ёЬап!;  ипе  сег^аше  соп8ип1:е  розЩуе,  11  у1еп(1га 

(4)  \V„-С\<^,X'^. 

Сев!;  зоиз  сеИе  Гоппе  дие  з'а!  етр1оуё  1в  рппс1ре  йе  Кеиюапп  йапв 
1е  Мёто1ге  С1(ё  р1из  Ьаи1.  Ма]п1;епап(;  }е  ргёГёге  (1е  1е  сопзШёгег  зоиз 
1а  Гогте  (3). 

2.  КёсетгаеШ  М.  84ек1оЯГ  ез!  рагуепи  а  ёЬаЬИг  1е  рг1ПС1ре  йе  Кеи- 
тапп  с1апз  йез  зиррозШопз  Ь^еп  дёпёга1ез  а  Гё^агй  йе  1а  зигСасе,  та18 
зоиз  1а  гезЫсИоп  дие  1а  (опсНоп  V^  езЬ  зтсерНЫе  Ле  зе  ргёзепЬег  зоиз 
(огте  Ли  роЬепНеХ  Л'ипе  зшрХе  соиске,  гёрапЛие  зиг  1а  зиг^асе  сопзг- 
Лёгёе  Л'ипе  тапгёге  сопИпие. 
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С'ез!;  рг6с18бтеп1  се  сав  ^ие  ^'а^  соп81с1ёгё  йапз  топ  Мётохге,  ой 
1е  ргшс1ре  йе  Nеита^ш  т'а  зегУ!  йе  роШ.  йе  йёраП,  та|*8  ой  ^е  пе  Таг 
етрХоуё  ^и€  Лапз  1а  зиррозШоп  сг-Леззиз  а  Тёдагй  йе  V^  *). 

А  ргёзеш,  (1ап8  1е8  шёшез  8ирро81|;1ип8  а  Гё^агй  йе  1а  зиг^асе  ^ие 
се11е8  н(1т18ез  раг  М.  81;ек1о1Г,  ]е  те  ргорозе  йе  топ1;гег  дие,  5$  1е 
рггпсгре  йе  Неитапп  езЬ  ё1аЫ%  зогсз  1а  гезЫеНоп  8гдпа1ёе  а  1'ёдагЛ  Ле 
V^^^  и  езЬ  ехасЬ  еп  1оиЬе  дёпёгаШё. 

РиаШ  аих  зиррозШопз  ^ие  ^е  !ега1,  Типе  й'еп^ге  еИев  а  ё1;ё  (1ё^& 
ёоопсёе  р1и8  Ьаи1  е!^  1е8  аи^гез  зе  гёйихгоп!  к  се11е8-С1: 

I.  Оп  реи<;  а881§иег  ипе  1оп§[иеиг  I) ,  ЬеПе  ^ие,  ип  ро1п!;  диекопдие 
р  йе  1а  зигГасе  5  ё1;ап1;  рг18  роиг  сеп<:ге  йе  1а  «рЬёге  йе  гауоп  2),  ипе 
рага11ё1е  к  1а  погта1е  к  8  еп  р  пе  ршззе  гепсопЬгег  5,  к  Г1п1ёпеиг  йе 
1а  зрЬёге,  ди^еп  ип  зеи!  ро1п1;; 

II.  ^  ё1;ап(  Гапк1е  сотрг18  еп1ге  О  е1  л  дие  {оп(  еп1ге  еИез  1е8 
погта1е8  1п1ёпеигез  еп  йез  ро1п1з  р  еЬ  р'  Ле  8  еЬ  г  1а  Й1з!;апсе  рр' ,  оп 

реи!;  а831§пег  аи  гаррог!:  —  ипе  ИтКе  8ирёг1еиге  1пйёрепйап1е   йе  1а  ро- 

зШоп  йез  ро1п(з  р  еЬ  р  . 

Оапз  сез  зиррозШопз,  з'е  роигга!  те  8е1*У1г  йез  гёзи1Ы8  оЫепи8 
йапз  топ  Мёто1ге,  ой  сег!;а1пе8  ргоро811;1оп8  оп(  ё^ё  ёиЬИез  тёте  йап8 
йез  8ирро81иопз  ип  реи  р1и8  8ёпёга1е8. 

8.  Сопзо1п1етеп1  ауес  1е  рг1пс1ре  йе  Кеитапп,  поив  аИопз  сопзь 
йёгег  ип  аи1ге  рппаре  апаЬ^ие,  се1и1  ди!  зег(  йе  Ьазе  к  1а  тёШойе 
соппие  йе  КоЬш  гекйуе  аи  ргоЫёте  ё1ес1гоз1а(;1дие. 

Еп  ге1;епап1;  1е8  поШ10пз  йи  п®  1,  йё81§поп5  раг  <р  Гап81е  ^ие  Га!! 
1а  погта1е  1п1ёпеиге  аи  ро1п1:  р  ауес  1а  Й1гесиоп  рр  ,  еЬ  рагип!   й'ипе 


*)  ^иеI^ие8  разза^ев  <1е8  Тгауаих  соп(епап(  (1е8  гепуо13  &  топ  Мёто]ге  те 
ЛоппеШ  Ней  к  зоирдопоег  ^ие "^е  п^а  рая  ё1ё  Ыеп  сошрпз.  Оп  ЙИ  дие,  ра11ап(  <1и 
рппс1ре  йе  Кеитяпп  йапз  1е  сав  йез  зигГасез  поп-сопувхев,  'Удл  сги  роззхЫе  йе  те 
Гопйег  зиг  1ез  гесЬегсЬез  йе  М.  Ро1псагё.  Ма18  то1,  ^е  пе  Ра!  Й11;  пи11е  раП  еЬ  }е  пе 
7013  раз,  й'ой  ропуаН-оп  г1гег  сеие  сопс1и81оп.  81  ^'а^  сНё  1е  Мёто1ге  йе  М.  Ротсагё, 
се  Гш  Ь1еп  пагиге!,  саг  1е8  поиуеИез  ге58оигсе8  дие  йоппа11  се1  1трог1апг  Мёшсаге 
пе  1а188а1еп(  аисип  йоШе  зиг  1а  1)0881Ь11кё  й'ипе  йётоп81гаипп  ^ёпёга1е  йи  ргшсхре 
еп  диезиоп.  Ма18,  роиг  оЪ1еп1г  сеИе  йётоп81га1юп,  11  ГаНак  епсоге  сЬегсЬег  к  той!, 
йег  1'апа1у8е  йе  М.  Ро1П(агё  йе  тап1ёге  к  1а  гепйге  1пйёрепйап1е  йе  сег4а1п8  розШ- 
1а1з  дш  у  ёЫеш  айт18  еЬ  йоп1  ^ие1^ие8-ип8  со'шс1йа1еп1  ауес  1е8  ргорозШоиз  дие 
^е  уоиЫь  ёиЬИг.  Де  пе  рооуахз  йопс  ра»  те  ("опйег  зиг  1е8  гесЬегсЬез  йе  М.  Рош- 
сагё,  е1  Й'а111еиг8  з*е  п'еп  ауа^з  раз  Ъезо1п,  саг  ЬоиЬ  се  дие  ^е  ^оиШв  (агте  зе  гё^и(' 
ваИ  а  щпаХег  сегЬагпев  сопЫизитз,  аихдиеНез  оп  роиггаИ  рагюешг,  з%  1е  рггпсгре  дл 
Nеитапп  кай  (1€^а  ИаЫг  роиг  1а  зиг/исе  сопзЫёгёе,  зоИ   ди^еИе  зоИ  сопьехе  аи  поп. 
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^опс110п  ^ие1соп^ие  к^,  шЬё^гаЫе  8иг  5,  (огшопв  ипе  зиНе  1П(1ёйп1е  (1е 

&ПС(10П8 

86  с1ё1егт1пап!;  8иссе881Уетеп1  раг  1а  {огти1е 


(5) 


^^  *т-1  (1б818пе  1а  уа1еиг  йе  А^_^  аи  ро1п1  р   еЬ  Ппкё^гайоп  з'61;еп(1   а 
1ои1е  1а  8иКасе  соп81(1ёгёе. 

Се]а  ро8ё,  1е  поиуеаи  рппс1ре,  дие  пои8  арре11егоп8  рггпсгре  йе 
ЕоЫп,  н'ёпопсега  а1П81: 

ОиеНе  ^ие  зоИ  1а  (опсЫоп  \,  оп  а,  еп  1о\и  роШ  йе  1а  зиг^асе^ 

М,  (I  ёЬапЬ  сеНшпез   сопз^аЫев  \ро81Шез    тЛёрепЛап^ез    Ли    потЬге  т, 
(^оп^  1а  зесопйе,  (I,  €81  тогпйге  ^ие  \  еЬ  пе  сИрепЛ  ро%п1  йи  сНогх  йе  к^- 

81  Гоп  рагу1еп1  а  ё1аЫ1г  Ппё^иИ^б  (6),  оп  роигга  сопс1иге  див  1а 
ГопсИоп  к^  1епйга,  т  сг()188ап1  1П(1бЯп1шеп1:,  уегз  ипе  сегЫпе  ИтИе,  е^ 
се1а  ип1Гогтётеп1  роиг  1ои8  1е8  ро!п18  (1е  1а  8игГасе. 

8о11  к  сеИе  ИтхГе,  ди1  гергб8еп1ега  ипе  сегЫпе  Гопсйоп  сопипие 
8иг  /8  еХ  уёпПам*  ГёдиаОоп 

ой  к'  е81  1а  уа1еиг  с1е  к  еп  р    *). 
Nои8  аигопз 

й'ой,  еп  Уег1и  йе  (6), 

М 

е(;  раг  8и11е 

(8)  \К-Щ<М,(1'>, 

ж,  ё1;ап!;  ипе  сег^аше  (!0П8(;ап1е  ро8111Уе. 


*)  Ёп  ^ёпёга!;  ёгап!  соп8!дёгёе  ипе  ГопсИоп  ^ае^соп^ие   (  <1'ип    8еи1   ро1п(   (1е 
^5,  8а  уа1еиг  еп  р'  зега  йёвЕ^пёе  раг  /"'. 
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С^ев^  ипе  поиуеИе  (огте  (1и  рппЫре  Ае  КоЬш. 

Оп  арег^оИ:  ипе  апа1о{[1е  сотр1ё(;е  еп1;ге  се  рппс1ре  е1;  1е  рппаре 
йе  Кеитапп.  8еи1етеп1  1а  1]т1(;е  к  Ле  к^^  еп  в^пёга!,  п'ев!;  рае  ипе  соп- 
81ап1е:  с'ез^  ипе  ^псИоп  дш  гергёзеШе  1а  (1еп811;ё  (1'ипе  соисЬе  61ес^^^^ие 
еп  ЛШпЬиНоп  1Шиге11е  к  1а  виг^асе  соп81(1ёгёе. 

II  681  (асПе  (1е  з'авзигег  ^ие  Гоп  а,  дие1  дие  801^  т, 


(*т^«=  I  М«» 


168  1П(ёкгаиоп8  8'ё1еп(1ап1  к  {опЬв  1а  виг&се. 
Раг  ви1<;е,  з!  Гоп  а 


I' 


Ло  <?«  =  О , 
и  У1еп(1га 

кс18  =  0. 


1' 


Ог,  оп  8а11  дие  (1ап8  се  са8  ГёдиаНоп    (7)   пе   реи!   ё!;ге    УбпАёе, 
ди'еп  зиррозаШ  А;  =  0  роиг  1ои8  1е8  ро1п18  (1е  1а  8иг5асе. 
Оопс,  81  Гоп  а 


I 


^0*  =  О , 


Г1пёваИ1;ё  (8)  ргеп(1га  1а  ^гте 
се  ди!  &)1  уо1г  ^ие  1а  8ёпб 

Ло  ^  *1  ^  ^2  ^  ^3  —   •  •  • 

8ега  сопуегдеп1е,  еЬ  се1а  аЬ8о1итеп(;  е!  и1п&гтётеп1  роиг  (оиз  1ев  ро1о1:з 
(1е  1а  зиНасе. 

4«  8ирро8оп8  дие  1е  рппс1ре  (1е  Nеитапп  8о11  Лё}к  ёиЫ!  дапз   1е 
са8у  ой  Гоп  а 

к^  ё(ап1;  ипе  ^псМоп  ^ие1соп^ие  сопЫпие  зиг  1а  зиг&се. 

А1огз,  сотте  11  а  ё!ё  топ1;гё  (1апз  1е  Мёто1ге  сНё    р1и81еигв    (018, 
оп  роигга  ё1;аЬИг  ]е  рг1ПС1ре  (1е  КоЬ111  еп  (;ои1е  ^ёпёгаШё. 
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Хоиз  ГаУ10П8  топкб  ей  раг1ап^  (1е  Г1пёваИ1;6  (4). 

81дпа1оп8  8отта1гетеп1,  сотшеп!;  роигга11;-оп  1е  Ыге,  81  Гоп  пе 
Уои1а11;  8е  8егУ1г  дие  (1е  Г1пё^аЦ1ё  (3), 

Ауап!  1;ои1;  оп  ^ета^^иега  дие  1а  !огти1е  (9)  еп<;га1пе,  роиг  1;ои1е8 
1е8  уа1еиг8  (1е  т,  (1е8  (огта1е8  (1е  II  тдте  Ьгте 


ой  1ез  к^  уёпйепь  1е8  ёдиа(|'оп8  йе  1а  {оппе  (б)  *). 
Ма1и1епап1  ро80ц8 

*«+|  — ^•«  =  А».  »т+1— »«  =  ««•  (»=0.1.2....) 

А1огя  П  У1е11с1га:  4'ипе  раг( 

е^  <1*аи(ге  раг1; 

Раг  8и11е,  1а  сопсИйоп  (3)  ргепап!;  1а  &гте 

|«„|<ХГ. 

^и^  081  ЦП  саз  рагМсиИег  (1е  (4),  1е8  га18оппе1пеп1д  (1ёУе1оррб8  Лапа  ио1ге 
Мёто1ге  поиз  соп(1и1гоп1  к  ипе  1пё^аИ1ё  (1е  1а  Гогше 

апа1о^ие  к  се11е  (6). 
Ог,  оп  а 


I  к^с1$=  \  *1<?5—  1  *ой^?  =  0. 


*)  СеИе  сопс1и810п  гё8и11е  1ттё(11а1ете11г  (1е  1а  соп81с[ёга11оп  с[е  1а  Ьгти1е  с<»п» 
пие  йе  Огееп  ^и^  8ег(  &  ехрптег  1а  Гопс(1оп  Ьагтопхдие  аи  гаоуеп  с[е8  Уа1еиг8  виг 
1а  зигГасе  с[е  1а  Гопс1;)оп  е11е-т6те  е1  с1е  за  с[ёпуёе  иогтак.  Оапз  топ  Мёто1ге,  ой 
^е  тои1а18  ёгаЪИг  1е  рГ1пс1ре  с[е  КоЫп  ^ап8  дев  8ирро81110П8,  21  1'ё^г(1  (1е  1а  «аг^асе, 
ЦП  реи  р1и8  с;ёпёга1е8  ди'1с1;  ^'а!  ей,  роаг  роиуо1г  арр1^^ие^  1а  Гигти1е  (1е  Огееп,  1п- 
1го(1и]ге  ипе  сег1аше  гез(Г1с(1оп  й  Уё^ьтй  йе  1а  ^опсИоп  к^.  1с1  сеие  ге81псиип  ез! 
шиШе,  ри18дие,  (1ап8  1е8  сопсИиопз  ас(ие11е8,  оп  реи(  ё1аЪИг  1а(111е  Гогти1е  раг  1а 
соп81с1ёга110п  с[е8  вигГасез  рага11ё1е8,  аш81  ^ие  ^е  Га!  81^па1ё  <1ап8  топ  Мёто1ге  21  ипе 
аиСге  ос€аз10п. 
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Вопс,  еп  уег1и  ее  се  ^и^  к  ё1ё  топи'ё  аи  питёго  рг6сё(]еп(,  поиз 
аигоп8  аиб81  ипе  хиё^аИ^ё  Ае  1а  Гогте 

|Л„|<Ж/г». 

^и^  п'е8(;  аи(;ге  сЬове  ^ие  {Чпё^аИЬё  (6). 

Коиз  аУ0П8  ]тро§ё  а  1а  Гопсиоп  к^  1а  сопсИиоп  (1'ё1ге  соп^пие. 
Ма18  11  ез!:  (ас11е  Ле  з'еп  (1ёЬагга8зег. 

Еп  еЯРеЬ,  ^ие1Iе  ^ие  8011  1а  {'опс110П  к^  ^ие  поиз  зиррозопз  1ии]оиг8 
1п1:ёс:гаЫе  зиг  /8 ,  1а  (опсИоп  к^  зега  сопипие  е(,  раг  зиНе,  роигга  ^оие^ 
1е  гд1е  (]е  к^  (1апз  1а  (1ётоп81;гаиоп. 

Ве  сеие  тап1ёге  поиз  рагуепопз  а  1а  сопс1и81оп  дие  1е  ргтЫре  Ле 
ЕоЫп  езЬ  ипе  сопзёдиепсе  пёсеззагге  йи  рНпсгре  д.е  1^еитапп. 

1л  ^ёс^р^о^ие  ез!:  епсоге  уга1е,  саг  оп  уоЛ  хттёсИа^етеп!  9ие  1е 
рппс1ре  (1е  КоЫп  соп(]и1(  аи  рг1ис]ре  ее  Nеитап^  роиг  се  ^и^  сопсегае 
1е  саз,  ой  1а  ЬпсЬ^оп  1п1иа1е  V^  ез(  зизсериЫе  (1е  зе  ргёзеп!;ег  зоиз  {огте 
(1и  ро^епИе]  (1'ипе  З1тр1е  соисЬе  к  (1епз1(ё  соп(1аие,  е(  сек  зиШ!;,  сотше 
поиз  аПопз  1е  топ1гег  1с1,  роиг  ёиЬПг  се  рг1пс]ре  еп  ^ёпёгаЬ 

5.  Ауап!;  (ои!,  11  сопу1еп1  ее  з1^па1ег  ипе  аии-е  (огте  роиг  1а  гез- 
1;пс(1оп  с1-(1е8зиз  а  Гё§аг(1  (1е  г^,  Боиз  1адие11е  поиз  зиррозопз  ё1аЫ1  1е 
рг1пс1ре  йе  Nеи1папп. 

8о11:  (  ипе  {опс4;1оп,  ^е11е^ие,  роиг  1оиз1езро1п!;з(1е  1а  зиг  (асе  ^$,  оп  а11 


(10) 


._  Г  а'йз' 


О  ёЫп{  ипе  (опсИоп  сопНпие  зиг  5. 
А1огз  Гш1ёо:га1е 

б' аз' 


\ 


В 


Ып1  роиг  1е  (1ота1пе  ш1ёг1еиг  к  5,  ^ие  роиг  се1и1  ех1ёпеиг,  гергёзеп^ега 
1а  Гопс^оп  Ьагшоп1дие  зе  гёс1и1зап1:  зиг  /5  й.  /",  е^  сотте  се11;е  ГопсОоп 
айте!:,  зиг  1а  зиг&се,  дез  ёёпуёез  погта1ез  гёдиИёгез  *),  поиз  роитопз 
сопс1иге  дие  1е  ро1:еп11е1  йе  1а  йоиЫе  соисЬе 


(П,  [^ 


созФ'й^' 


^г^ 


зега  йапз  1е  тёте  сав;  саг,  й'аргёз  се  ди1  а  ё1ё  топ1гё  (1ап8  поЬге  Мё- 
гао1ге,  с'ез!:  к  сек  дие    зе  гёйиИ    1а   сопйШоп,    пёсезза^ге    е1    зиШзаШе 

*)  Роиг  се  ^и^  сопсегае  Рехргезвхоп  ^ёпгёе  погтсЛе  гёдиНёге,  ^е   гепуегга!  & 
топ  Мёто1ге  (Лоигп.  (1е  Ма1Ь.,  5  8ёг1е,  I.  1У,  ра^ев  246,  247  ег  286). 
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роиг  ^\xе  1а  Гопсиоп  Ьа^топ^^ие,  ёёПгие  раг  за  уа1еиг  /*  811г  5,  а(1те(;1е 
йев  йёпуёе»  погта1е8  гё^иИёгез  зиг  сеНе  зигГасе. 

В'аШеигз  11  ез!:  ГасИе  й'ё^аЬНг  (11гес1;етеп1  ^ие,  81  Г1п1:б8га1е  (11) 
а(1те1  йез  йёг^уёез  погта1е8  гё^иИёгез  зиг  5,  1а  Гопс110п  /^  е81  зизсер- 
иЫе  (1е  зе  ргёзеп^ег  зоиз  1а  Гогте  (10). 

Роиг  1е  топ1гег,  11  п'у  а  ^и'а  гёр6(;ег  1е8  га13оппете1118  (1ёУе1оррёз 
(1апз  по^ге  Мёто1ге. 

8о11:  2лЬ  1а  уа1еиг  соттипе,  еп  ип  ро1п1;  р  йе  8,  Лев  (1еих  с1ё- 
г1уёе8  поггаа1е8,  1п1ёпеиге  е*  ех1ёпеиге,  г1е  Гш1ёдга1е  (И)  *),  сез  йёп- 
тёез  ё(:ап1;  зиррозёез  гё^иИёгез  зиг  5. 

Еп  зиррозап!;  ^ие  йапз  1а  йёйпИхоп  йе  сез  с1ёг1уёе8  1п<;егу1еп1  1а 
Й1гесиоп  йе  1а  погта1е  гп^ггеиге,  сопз1с1ёгоц8  Гё^иа1;^оп 

..2.  »+±|*:^=^, 

Н  ё1ап1  ипе  {опс1;10П  {псоппие. 

А(1теио1)3  ргоУ]*зо1гетеп1  ^ие  Гоп  аИ  гёизз!  а  оЪ1еп]г  ипе  зоЫиоп 
сопИгше  йе  сеИе  ё^иа1:^оп. 

Еп  (1ёз1§пап1;  сеие  зоЫЫоп  раг  Н,  розопз 


I 


в 


еЬ  с1ё818П0П8  раг  ТГ  Гт1ё§га1е  (11). 

А1огз,  ей  ёргй  аих  ргорпёкёз  соппиез  йез  ро1;еп1;1е18  йез  81тр1е8 
соисЬез,  поиз  рагухепйгопз  к  1а  соис1и81ои  ^ие  1а  (1ёг1Уёе  погта1е  ех(ё- 
г1еиге  йе  1а  Гопсиоп  У^  —  ТГ  зега  ё§а1е  а  гёго  роиг  и)и8  1е5  ро1п18  йе 
1а  зиг&се  /8,  е!  йе  1к,  сеие  йёпуёе  ёип1  гё^иИёге,  поиз  роиуопз  соп- 
с1иге  ^ие,  роиг  1ои$  1е8  рогпЬз  Ле  Гезрасе  ехЬёггеит  раг  гаррогЬ  а  5,  оп  аига 

(13)  Г,=  ТГ. 

РагеШетеп!;,  з!  поиз  соп81Йёгоп8  Гё^иа^^оп 

еп  айтеиап1  ^ие  1'оп  еп  а11:  оЬЬепи  ипе  8о1и110п  сопНпие  К,  поиз  агп- 
уегопз  ё.  1а  сопскзюп  ^ие,   7)  ёЬап*  йёйп!  раг  1а  !огти1е 


*)  ^ие11е  дие  8011;  1а  {'опс1!оп  сопЫпие  /*,  81  1'ипе  йез  (1еих  (1ёпуёе8  погта1е8 
Ли  ро(епие1  (И)  ех18(Н;  Раи1ге  ех181ега  айве!  е(  1ш  зега  ё^а1е.  Уогт  1е  Мёто1ге  сиё, 
ра^ез  298,  299  (гетагдие). 
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1а  (1ёг1Убе  погта1е  1и!ёпеиге  с1е  1а  Гопсиоп  Г,—  ТГ  8ега  ё8а1е  &  гёго 
еп  1ои1  \тиХ>  (1е  5.  Оопс,  се{;1е  (1ёг1Убе  61а п1  гб^иИёге,  !а  ГопсЫоп 
Г,—  Т7  сопзегуега  ипе  уа1виг  соп81ап1;е  с1ап8  Геврасе  1п1:ёпеиг  раг  гар- 
рогЬ  &  5. 

Б'аШеигв  оп  роигга  1оизоиг8  сЬо181г  К  (1е  1е11е  гоап1ёге  ^ие  се11е 
уа1еиг  соп81ап(е  8о1(;  ё{;а1е  к  гёго. 

Ёп  е]]Ге(;,  ауап1  (гоиуё  ипе  8о1ии(»п  ^е  ГёдиаНоп  (14),  оп  реи!  еп 
оЬ1еп1г  ипе  1п{1п1<:ё,  еп  а)ои1ап(;  к  се!(;е  всЫНоп  ё1Уег8е8  8о1цЫоп8  (1е 
Гё^иаиоп  (7),  е1  сев  (1егп1ёге8  80п(;  (е11е8  ^ие  Г]п1ёвга1е 


I 


к' Аз 
В 


гергёзеп^е,  (1аш  Геврасе  ]п(ёпеиг  ё,  5,  ипе    ^иап1;^(^    сопвипЪе    вибсер- 
11Ые  й'ипе  Уа1еиг  агЫЬга1гв. 

Оопс  поив  роиУоп8  биррозег  дие  1а  8о1ииои  К  в\%  ё(ё  сЬо18№  де 
тап1ёге  к  аУ01г 

(15)  7,=  Ж 

роиг  Ьот  1ез  рогпЬз  йе  Гезрасе  Шёггеиг  а  5. 

Ма1п1епап1:  8ирро80П8  ^ие  1е8  р01п1з,  аихчие!»  86  гаррог(еп1  1е8 
Гогти1е8  (13)  е1  (15),  86  гарргосЬеп!;  1пйёйп1теп1  уег8  ип  ро1п1;  р  де  1а 
8игГасе  5. 

Еп  уег^и  йев  ргорг1ё1ё8  соппиез  йев  ро1еп11е18  йез  (1оиЫе8  соисЬеБ, 
1а  {огти1е  (13)  8е  гё<1и!га,  а  1а  Итке,  к 


I 


г 


е1  1а  Гогти1е  (15)  (1еУ1епйга 


Раг  8и11е,  еп  ро8ап1 


Т.^К-Н)^с, 


оп  аига  Ыеп  1а  !огти1е  (10). 
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II  пе  гев^е  ди'4  топ(тег  дие  1е8  ё^иа1^оп8  (12)  е1  (14)  80о1  ро8Б1Ые8. 
А  се(  еИеЬ,  соп81(1ёгоп8  1а  виНе  1пёёГ1П1е  (1е  {опсИопв 

^0 »    ^1 »    '^а »     '^в  >  '  •  •  » 
Иёез  еп(ге  е11е8  раг  1б8  ёдиа<;10П8  де  1а  Гогше 

.со89>егв' 


'       2х} 


ей  8ирро8ап( 

Раг  1а  <1ё&п1(1оп  тёте  йв  1а  ^иап(^(:ё  ^,  поив  аигопб 

1Л8  =  0. 


I 


Раг  8и](;е,  сотте  поиз  Гауопз  (1ё^а  гетагдиё,  1:ои1е8   1е8  8ёг1е8    (1е 
1а  (огте 

±  Ао  ±  *1  ±  *2  ±  •  •  • 

8егоп1  сопуег^еп^ез  еЬ  1еиг  сопусг^рпсе  вега  ип1Гогте  виг    ^5.  В'а111еиг8, 
10118  1е8  Л„  гергё8еп1егоп8  йев  ^опсИопз  соп1;1пие8,    ри18дие,    1е8    (1ёг1Убе8 
погта1е8  йи  ро1;еп11е1  (11)  ё1ап1:  гёвиИёгев,  Ь  вега  ипе  Гопс1:10п  сопйпие, 
Ое  1^  оп  У011  ^ие  1а  8ёг1е 

*0  ""  *1  +  *2  ■"  *3  +  •  •  • 

гергё8еп1ега  ипе  !опс1юп  сопйпие  уёп(1ап<;  Гё^^а^^оа  (12)  еЬ  ^ие1а8ё^^е 

—  *о ""  *1  —  ^2  ■"  *з  ~  •  •  • 

гергёвео^ега  ипе  Гопсиоп  сопипие  ^и^  УёгШега  Гёдиаиоп  (14). 
Коия  роиуопв  ёопс  ровег 

Я  =  Ло  —  ^1  +  Аг  —  Аз  "Ь  •  •  •  » 
К  =  1с  —  Ь^  —  А|  —  А2  —  •  •  •  I 

к  ё(;ап1  ипе  зоЫиоп  сопуепаЫетеп!  с1101В1е  с1е  Гёдиа1]оп  (7). 

е.  Еп  уег1;и  йе  се  ^ие  поив  уепопз  йе  топ<;гег,  1а  ге81г1сиоп  1тро8ёе 
к  1а  {опсйоп  V^  ренЬ  ёЬте  ргё8еп1ёе  зоив  се11;е  Гоппе: 
Ьев  йёпуёев  погтакв  йи  ро<;епие1 

ех181:еп<;  е!;  8оп1  гё^^иИёгев  виг  1д  биг^аое. 
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Ог  оп  реи1:  8!впа1ег  ипе  соп(111;1оп  а^зег  81тр1е,  81ооп  пёсе88а]ге,  (1и 
то]п$  8иШ8ап(:е,  роиг  дие  се11е  С11'соп8(апсе  а!!;  сегЫпетеп1  Ней. 

Еп  еп1е11с1ап1;  раг  р  1е  ро1п!;  уаг1аЫе,  аидие!  8е  гаррог1е  1а  Уа1еиг 
/*  (1'и11е  1^опс(10п  (]ё81§пёе  раг  )а  тёте  ио^аиоп,  р1а<;оп8  се  ро1п(:  <1ап8 
ипе  Р081110П  дие1сопдие  8иг  1а  §иг{асе  5  еЬ  соп81(1ёгоо§  ГепветЫе  (1е8 
ро1П|;8  (I  Ле  8  йоШ  1а  сИв^апсе  а  р  пе  8игра88е  ра8  1а  Ьпдиеиг  В  ТщйгАпЬ 
йап8  1а  ргешЕёге  йез  деих  соп(11иоп8  ёпоисёез  аи  п^  2.  Ьа  ро811шп  11е 
1;ои1  ро1п1  (I  Ле  се1  еозетЫе  роиуап!  б(:ге  (1ёПп1е  8ап8  атЫ§ииё  раг 
се11е  йе  8а  рго)есиоп  ьиг  1е  р1ап  Ьш^еп!  к  5  еп  р,  ге^агёопв  1а  Уа1еиг 
/*^  (1е  1а  !опс11оп  /*  еп  //  сотте  !опс(1оп  (]е8  соогёопибев  ро1а1ге8  (1ап$ 
се  р1ап  йе  1а  рго^есиоп  йи  ро1п<;  //,  1е  ро1п1:  р  ё1ип1  рп8  роиг  р01е. 
Рш8,  еп  еп<;епс1ап1  раг  д  1е  гауоп  уес1;еиг  е1:  раг  у^  Гап81е  ро1а1ге  йе  1а- 
йИе  р^о^ес^^оп,  са1си1оп8  Г1п(ёдга1е 


1 


2п 

о 


йапа  1а  8ирро8]1:1оп  ди'оп  а1(  аиг1Ьиё  а  д  ипе  уа1еиг  Ёхе,  а88е2  ре^Ке 
роиг  дие  1а  сопсНйоп  р(л  <Ц)  ш1  ро881Ые  роиг  1ои1е8  1е8  Уа1еиг8  йе  ^ 
еп1ге  О  е!  2л.  А1ог8  1а  диап^Кё 


2^],     "* 


2Г, 


гергё8еп<;ега  се  дне  поиз  арреИегопз  ьа1еиг  тоуеппе  с1е  1а  (опсИоп  (  аи 
юоШпаде  Ли  рогпЬ  р  а  1а  й%81апсе  д  йе  1а  погтаХе  еп  р* 

Вап8  1е  Мёто1ге  дие  поиз    ауопз    сЛё   р1и81еиг8  Го18,    поиз    ауопз 
ё1аЫ1  1а  ргоро81иоп  8и1Уап1е: 

Еп  (ои1  роШ  с1е  1а  зифсе,  ой  1а  (огкЛгоп  сопИпие    ^  Vе^^(ге   ипе 
гпёдаШё  йе  1а  (огте 

\(-(\<Ад^+\ 

А  ,  а  ё^ап^  йез  потЪгез  розНф  тйерепйап18  йе  д ,  1е  ро1епЫе1 


1 


^со&Ф'йз 


айте1  1ез  йёгЫез  погтаХез.  В'аШеигз,  зг  1а  сопйШоп  сг-йеззиз  зе  (готе 
гетрИе  роиг  1оиз  Тез  роШз  йе  1а  зиг^'асе  аюес  йез  ьа1еигз  (гхез  йе  А  еЬ 
йе  а  у  сез  йёпуёез  зегопЬ  гёдиНёгез. 

Бопс,  V^  ё1ап1    ипе   !опсМоп    сопйпие    е1  V^    Йё818пап1:    за  уа1еиг 
тоуеппе  аи  У0181паде  йи  роЫ  р  к   1а  Й181:апсе  д  йе  1а  погта1е    еп  р, 
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^    Н^которыя    приложев1я    теор!и    линейчатыхъ    Бовгруэнц1й; 

А-  П.  Пщеборскаю * 145 

Объ  основномъ  приндин'Ё  методы  Неймана  въ  задаче  Дирихле; 
Л.  М.  Ляпунова 229 


С00БЩЕН1Я 


Харьшскаго  Матептишаго  О^ета 

издаются  иодъ  редакщею  распорядительваго 
комитета  Общества. 

Книжки  Сообщен1Й  выпускаются  въ  неопред^^левные  сроки,  по 
н^р'Ь  отпечатан!я,  въ  размЪр:Ь  3-хъ  печатныхъ  листовъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  составляютъ  томъ. 

Желающ1е  подписаться  на  седьмой  томъ  второй  серш  благоволятъ 
адресовать  свои  заявления  на  имя  секретаря  Общества  въ  Харьковск1й 
Университетъ.  Подписная  ц'Ьна  3  рубля. 

Продаются  отдельно:  1)  Выпуски  первой  сер1И  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Указатель  статей,  пом-Ьщенныз^ъ  въ 
книжкахъ  первой  сер1и,  д-Ьна  20  коп.,  3)  Первые  шесть  томовъ  2-й 
сер1и  (36  выпусковъ),  ц'Ьна  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требован1ями  и  по  всЬмъ  д^^ламъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  къ  секретарю  Общества  въ  Харьковск1й 
Университетъ. 


ТаЫе  (1е$  та1|ёге$. 

Радеж. 

^ие1^ие8  аррИса(;юп8  йе  1а  Лёопе  (1е8  сопдгиепсев  гес^Лг^ев; 
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8иг  1е  рппс1ре  !опйаюеп1;а1  йн  1а  тёЛойе  йе  Кеитапп   йапз 
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Соттип1са11оп8'^1^^19И:19рО|^(^1йа111ёП1а<1яив  ||е  КНагкож. 

а-е"  8ё11^НРотпе  VII,  К  6. 


\' 


0ООБЩЕН1Я 

ХАРЬНОВСНАГО 


ШГвйБИША. 


ВТОРАЯ   СЕР1Я, 

Томъ  УП. 

№  6. 


ХАРЬКОВЪ. 
'^    Паровая  Тт10-Литогр<чф1я  М.  Зильбербергъ  и  С-вья. 


(Ривии  Т'ПЦ*-  Аонъ  Ч  30-1). 

1902. 


С\.-=^ 


0\дте6  Ьу  VлОО^^С 
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81,  роиг  1ои1е  ро811ло11  (1и  рот!  р  виг  ]а  8иг&се.е11П(1ёре11(1аттеп(  (1е  1а 
уа1еиг  (1е  (»,  оп  а 

(17)  |^5^-^^|<^рсх+1 

атес  йеа  уа1еиг8  ро81<;1Уе8 йхез  йе  А  еЬ  Ли  а,  И  вега  сег1а1П  ^ив  1е8  йё- 
пубев  погта1е8  (1и  ро1;епие1  (16)  ех)81:еп1;  е1;  зооЬ  гё^иПёгез. 

Раг  8и11е,  1а  сопсИйоп  (17)  впШ  роиг  ^ие  1а  Гопсйоп  соп^пие  V^ 
рШ88е  б(ге  ргё8еп1ёе  воиз  1а  !огте  (9). 

Оопс,  (1апв  1е  сав  (1е  сеие  со11(11(]оп,  поиз  роиуопв  ге^аЫег  1е  рпос1ре 
(1е  Nеитапп  сотте  ё^аЬИ,  е4;  раг  се1а  тёте  поив  роиУоп8  епсоге  1е  ге- 
^аг(1ег  сотте  ё^аЬИ  (1ап8  Юив  1е8  саз,  ой,  аи  Ней  ее  V^ ,  ипе  аи1;ге  (оп- 
с(1оп  ^иеIсо^^ие  (1е  1а  ви1Ье  (2)  8а1;13&11;  ё,  ипе  рагеШе  со11ё1иоп. 

Ог  поив  аПопв  топ1гег  дие  1а  {опс110п  1?2  Vё^^йе  I:ои^оиг8  ипе  1пё- 
§аИ1ё  ее  1а  (огте  еп  ^ие8^^оп, 

еЬ  се1а  диеПе  ^ие  воН  1а  (опсИоп  V^,  сопИпие  ои  д1всои1:]пие,  роигуи 
ди'еПе  зо1(  ]п1ё^гаЫе. 

Сев!  (1е  сеИе  тапхёге  дие  поив  агг1Уегопз  а  Гех1:еп8юп  гедшзе  (1и 
рппс1ре  ее  Кеитапп. 

7.  Коиз  аИопв  ё1аЬиг  1а  ргороз1(;юп  8и1уап1е: 

Р080П8 


I- 


го 


еЬ  с1ё8гдпоп8  раг  ъо  1а  Vа^еи^  тоуеппе  Ле  сШе  (опсЫоп  аи  уог8гпаде  йи 
рот1  р  а  1а  йг8Ьапсе  д  йе  1а  погта1е  еп  р.  ТоиШ  1е8  (ог8  дие  1а  (оп- 
сИоп  /"  Vё^^(^е  ипе  сопЛШоп  Ле  1а  (огте 

\Г-Г\<аг\ 

а,  а  ё1ап1  Лез  потЬгез  ро8Ш(8  тЛёрепЛапСз  Ле  1а  розШоп  Лез  роМз  р 
еЬ  р  ,  аиx^ие^8  зе  гарроНепЬ  1ез  ьаХеигз  /"  еЬ  (\  1а  (опсНоп  гс ,  ^г  Гоп 
зиррозе  а  <  1  *),  ьегфега  ипе  сопЛШоп  Ле  1а  (огте 


\го  —  V) 


<^(>'+Ч 


ой  А  €3^  ип  потЬге  розгЩ  пе  ЛёрепЛап1  пг   Ле  д ,  пг  Ле  1а  розШоп  Ли 
рогпЬ  р- 


*)  II  ев(  ёУ1(!еп1  дие,  в!  /^  пе  ее  гёЛи!!   рав   &  ипе  соп81ап1е,   1е  потЪге   а   пе 
реи!  рае  впгразвег  1,  е!  дие  Л'аШеигв  оп  реи!  !ои^оиг8  вирровег  а<1. 


16 
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Со1181(1ёго1Ю  ип  ро1Пк  ^ие1соп^ие  р^  Ае  1а  зиг&се  е1  (1б81ртоп8  раг 

/"о»     ^^оу     <^о»     9>о^     г^ 
1е8  уа1еиг8  ^ие  ргеппеп(  1е8  ^иаI)Н^ё8 

/*,     и?,     м;,     9',     г, 

соп81(1ёгёе8  сотте  {опсЬюпв  (1иро1П(  р,  \отщие  се  1ро\т  соХисхйе  л^ес  р^. 

Ье  р01п1  рд  ё(ап1  рп'з  роиг  рб1е  ёез  соог(1оппбе8  роШгез  (1ап8  1е 
р1ап  1ап§еп1;  к  1а  яигГасе  ео  р^,  шепЬ  д  еЬ  ^  1е  гауоп  уесЬеигс!;  Уап^\е 
ро1а1ге  (1е  1а  р^о^ес^^о^  ёи  рош1  р  8иг  се  р1ап  1аодбо1. 

N0118  аогопз 

1   Г^" 

^о 

еп  8ирро8ап(;  ^ие,  (]а118  1а  ГопсЪ'юп  к  1п(ё<;гег,  Гоп  аК  аиг1Ьиё  к  д  иое 
уа1еиг  Лхе  аззег  реШе,  е^  ^иап!;  к  сеИе  {опс(;10п,  ди!  е8<;  (1оппёе  раг  1а 
{огти1е 


поиз  роиггопз  1а  ргё8еп(^«г  аоиз  1а  ^гте 

—» ;^)^^  —^^ . 

ри18дае,  А'аргёв  ип  (Ьбогёте  сопии, 

^ие11е8  ^ие  8о1еп1:  1е8  ро811;10П8  (1е8  ропа^з  р  еЬ  Ро- 

Nои8  >11опз  сЬегсЬег  ипе  ИтИе  зирёпеиге  рот*  1а  ^иа^I:^1;ё 


.  А  сеЬ  ейГе!;,  поиз  йеугопз  поиз  оссирег  й'аЬогй  йе  1а  (опсиоп 
га  —  щ  е!,  роиг  Гас1И1ег  поЬге  гесЬегсЬе,  поиз  аПопз  йёсотрозег  ГшЙ- 
8га1е,  раг  1адие11е  поиз  уепопз  й'ехрптег  го  —  «с^^,  еп  <;го18  ш(ё$га1е8, 
ё1епйиез  к  1го13  рог^опз  (1е  1а  зиг^асе  (1ё{1п]е8  йе  1а  тап1ёге  зшуаШе. 

Сопсеуопз  ипе  зиг&ьсе  су1^п(1^^^ие  (1е  гёУо1и(1оп  С  ауап1    роиг  ахе 
1а  погта1е  аи  ро1п1;  р^  еЬ  (1ёз1епоп8  1а  рогИоп  Ле  1а  8иг!асе  5  (!ёсоир6е 
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раг  С  аи  У0181па8е  (1е  р^  раг  8'^  еЬ  1ои<;  к  гевГе  йе  8  раг  Й^ .  Роиг  гауоп 
<1е  сеие  виг&се  су1^п(1^^^ие,  поив  ргепЛгопб  ипе  1оп@иеиг  {1хе  дХ),  еп 
еп(;еп(1ап1  раг  ^  ипе  {гас110п  авзег  реШе,  роиг  дне  1а  рогНоп  ^8^  зе  (гоиуе 
1ои1е  еп(;1ёге  к  Г|п!;ёг1еиг  <1е  1а  зрЬёге  (1е  гауоп  В  ауап!  роиг  сепЬте  1е 
рошЬ  Ро  (п^  2). 

1тав1поп8  еп8и11е  ипе  поиуеИе  зигГасе  су1|П(1г1дие  (1е  гёУо1ииоп, 
ауап!  1е  тёте  ахе  ео  соггачроп(1ап1  й  ип  гауоо  6  р1и8  реИ!  ^ие  ^^. 
СеЫе  8иг&се  йёсотровега  5^^  еп  йеих  рогМопа:  се11е  1п<;6пеиге,  дие  поив 
(1ёв1впегопб  раг  5^,  е1  се11е  ех16г1еиге,  дш  зега  с1ё31до^  раг  ^$|. 

Ве  сеие  тап1ёге  1а  зигГасе  5  ве  йёсотрозега  еп  1:го18  ро11;10П8 
^0 ,  .51 ,  5' ,  е!  еп  Йё81§пап1;  168  1п1ё*5га1е8  с1е  и  1огте 


!(-:_-;)„_,,,, 


ё^епЛиез  ё,  сев  рогИопв  гезресНуетеп!;  раг  ^^,  е/^,  ^' ,  поив  аигопв 

и^  —  ^€^  =  ^^-}'^^'^-^'. 

Роиг  аПег  р1и8  1от,  поиз  (1еуоп8  В1^па1ег  сегШпез  хпё^аШёв  дш 
г6зикеп4;  (1е8  вирровШоов  дие  поив  ауопз  Ш(;ев  а  Гё^агё  (1е  1а  вигГасе 
(п«  2). 

8.  8о1еп1:  п  еЬ  п  1е8  д1гесиоп8  (!е8  погта1е8  ш(;ёг1еигев  аих  ро1и(8 
р  еЬ  р  > 

Бп  уег1:и  йе  1а  вирров1(;10п  II,  1е  гаррог1 


роиг  (1ев  уа1еигв  авзег  реЫЮз  (1е  г,  пс  зиграввега  раз  ипе  сег(а1пе  И- 
тИе,  ^ие11е  ^ие  801(:  (1*а111еа1*8  1а  ро81110п  дев  ро1п1в  р  V^^  р\  е<;  попа 
роиУоп8  ргеп(1ге  роиг  В  ипе  1оп^цеиг  азвег  реМ^е,  роиг  яие  Гоп  а!!; 

1ап§(п,п')<-~, 

1ои1ев  1ез  &1в  дие  г<В. 

Се1а  ровё,  ргепопз  1е  ро!п1  р^  роиг  оп§1пе  йев  соогёоппёев  гее- 
1апди1а1ге8,  еп  (11Г1деап1  Гахе  (1ев  е  зт'уап^  1а  погта1е  1п(;ёпеиге  еп  се 
р01П<;,  е1;  (1ё81§поп8  раг  д: ,  у ,  ^е^  1е8  соогйоппёез  йи  ро1п1  р  еЬ  раг  г  1а 
<11з1апсе  р^р.  Еп  уеКи  с1е  1а  8ирроз1иоп  I,  е  вега  ипе  (опсМоп  ип1№гте 
йе  X,  у ,  1апЬ  ^ие  г  <  1) ,  е!  поиз  аигопв 


ип,(«..)  =  /(^)Ч( 


ду) 
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Раг  8ш(е,  еП' вирро8ап1  г<2),  пош  аигопз' 


/(Й)*+(|)"<^- 


Ог,  81  Гоп  ро8е 
е1  дие  Гоп  тб^гтйе  я  сотте  (оосиоп  ^е  (»  е(  (1е  ^,  11  У1е11с1га 


(|)'<(|)'+Ш" 


Бопс,  ёап8  1а  виррозШоп  г  <  2) ,  оп  аига 


де 

ар 

<в<' 

е(;  раг  виКя 

г  = 

кКс 

=>/рЧ-«»<1/2е 

1)е  1к  оп  дё(1и14; 

дг 
д9 

<^^. 

се  ^и^  (1оппе 

(18) 

к1 

^У2  в 

Ветагдиопв  ^и'еи  уег(;и  (]е  сеМе  1пбдаШб  11  т1еп( 


1     г» 


1ои1е8  1е8  &]'8  дие  г<В\  е1  сотше,  роиг  г<В, 


С08(Л,  п)>щ. 


оп  аига,  (1ап8  1а  шбте  зиррозЛюп, 


(19) 


|С08Ф'|  < 


гсо8(п,  п') 

в 
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ЪЧп^вЛМ  г  <  1/2  р ,  ^ие  поиз  уепопз  (1*оЬ<;вп1г  еп  вирровапк  г  <  I), 
&14  У01г  див,  роиг  гауоп  йи  суИпйге  (7,  поиз  роиуопв  ргепйге  -т^В. 
^иап^  аи  гауоп  д ,  поиз  зиррозегопз 

Еп  тбте  1етр8,  поиз  зиррозегопз  дие  1е  ро1п1  р  ее  (гоиуе  зиг  5^ 
е!  дие  Гоп  а11 

Вапз  сев  зиррозИюоз,  роиг  1:ои1е  роз1иоп  (1и  рот(;  р  зиг  5^ ,  поиз 
аигопз 

г<х  +  г^<~в  +  }/2в<2в<В 

еЬ,  раг  8и1(е,  поиз  роиггопз  поиз  зегУ]г  (]е  Ппё^аИМ  (19),  а1П81   дие  (1е 
се11е-с1: 

(20)  |соз?);|  <  -^—^ . 

Коиз  (1ёз1впегопз  1е8  соогс1оппёез  (1и  рош1  р   раг  х\  у\  я'  е1  поиз 
розегоиз 

X  =^д'  соз^' ,    у'  =  о'  зш^'. 
А1огз,  роиг  1:ои1:е  ро81иоп  (1и  р01п1  р  зиг  5^  еЬ  8^ ,  поиз  аигопз 


е(  1а  зесоп(1е  1пёва11(ё,  ауес  се11е  (18),  ёоппега 

Раг  зи11е,  з!  поиз  поиз  аггбЪопз  к  1а  8ирров1иоп  ^  =  -гр^}  поиз  аигопз 
(22)  к/|<|()4 
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818па1оп8  еоЛп  сегЫпез  )пё§а11(ё8  ^и^  гёзиКеп!  (1е   1а  вирровШоп 
г  <  -^^  сГ ,  Iо^8^ие  1в  ро1п1  р'  ве  (гоиуе  виг  <8, . 

8о11;  со  Гап^Ь  дие  &п1  еп1ге  еПе»  1е8  йхгесиопз  р^  е1  р^' .   Коив 


аигоп8 


е1,  сотте,  (1ап8  по1ге  $ирро81Ноп,  оп  а 
1е  (1ёУе1орретеп(  соппи 

,,      '"  =  у  р.  (со»«,)  1-^У 


с1оппега 


—  =  1  +  —  созо  +  2 -^*, 


Ой  *  йё81кпв  ипе  диапШё  сошрпзе  еп1ге  — 1  еЬ  -{-]. 
Ве  1^  оп  (1ё(1и11  1е8  1го18  гпё^аШёв  8и1Уап(е8: 


^-' 


1  —  3  —  созоо 


<14  — , 


<22-4, 


<8. 


Лоп!  1а  ргет1ёгеу  ей  ^е^^й  к  се  ^ие 

тг^  С08  а}  =  хх'  +  УУ  -{-  гя 
е(;  еп  тег1и  (1е  (22),  (1оппе 


-•-.-з^|<(..4)5- 


Боос,  с1ап8  1а  варрозИюп   г<*^с^,  поив  аигопв 


(23) 


6^ 

^0 


^  ^0    I  ^0  ^  ^0 

Ма1п1епап1  поиз  атопз  \л\зХ  се  ди!  поиз  ё!а1(;  пёсе88а1ге. 
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9.  Еп  поиз  герог(ап(;  й  Гехргев81011  Лв  ю  —  и>д,  поив  роитооа  ёсг!ге 

Ь  6Ьлп1  ипе  ИтОе  зирёпеиге  йе  \^^\  тйёрепйетЬе  Ле  р. 
Огу  аоив  ауоп» 

еп  зиррозап!  дне  1е8  1п1ё§га1е8  80п(:  ё1;еп(]ие8  &  /З^- 

Оопс,  еп  еп1епс1ап1    раг    I    ипе    Ит1|;е  зирёпеиге    (1е    1а    {опс11оп 
|/^  — /о|  виг  5^  еЬ  ауаШ  ё^аги  аих  1пёо:а1Иё8  (19)  е1  (20),  поиз  аигопз 

е1  ^иа^^  аих  1П(ёдга1е8  ^и^  й^игеп!;  1С],   1а  8есопс1е   пе    зигравзега   раз, 
ёу1(1еттеп^,  2лд  е1  1а  ргет^ёге  зега  р1и8  реЬНе  ^ие  2д  у^2  с^,  сотте  оп 
з'аззиге  &с11етеп1   еп   ^ета^^иап^  ^ие  &'^  зе  1гоиуе    &  Пи^ёпеиг   с1е    1а 
зрЬёге  (1е   гауоп  \/2д  ауап!  роиг  сеи(ге  1е  рош1  р^. 
Ве  сеие  таи1ёге  поиз  оЬ(:епоо8 

|^о|<2л(V'2  +  1)^с^, 

еЬ  сотте,  еп  уеПи  Ле  1а  соп(111:юп  ди  1Ьёогёгае,  поиз  роиуопв  ргеодге 

1=а{\/~2дТ  <а]/'2д'^, 
поиз  аигопз 

|^,|<2л(2+»/2)-^с^«+^ 

Коиз  роиуопз  допс  розег 

Раззопз  та1и(;епап1;  й  1а  сопз1с1ёгаиоп  (1е  Гш1ё§га1е 
ё1еп(1ие  к  5,. 
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N008  атопз 

сову'       созф^      ГС089)'  — ГцСОвдРо  ,   /1         1\ 

-^ ^  = Й -^[■г^-^)'о''''^о- 

Ог  ои  а,  ёу1(1еттеп(, 

г  сову'  —  Гд  С089»о  =  ^  С08(п',  х)  +  у  С08(п',  у)  +  «  С08(п',  е) 

Раг  8и|(е,  в!  Гоп  розе 

«С08(и',5)      /1         \\{    дя,      дЛ      ,  ,    . 


а= 


л  У1еп(1га 

С089> 


«у'       С089);        ,а;а;'  +  уу'_„,       /    й*'  (?5'\  С08(н',  ^)  ,    ^ 

7^ ^='-;Г''''''»"Г^"^'^/~^^"^    ' 


се  ^и^  Га!!  у01г  ^ие,  Гехрге8810п 

совд)'       созд)^ 


г* 


ёШЛ  соп81(1ёгёе  сотте  ^псЦоп  (1е  у?  еп  уегЬи  Лез  {6гти1е8 
он  аига 

Се1а  розе,  герогЬопз  поив  аих  шё^аИ^ёз   (18),    (20),  (21)    е!    (23). 
Ей  б^йгА  к  се  ^ие 


«"1 
дх 


е«;  1;епап!:  сотр^е  йе  Г1пб8аИ1ё  (><-2-(У,  поиз  оЫ;1еис1гоп8 
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N008  аигопз  <1опс 


2л 


л«« /сое?)'      сов<р'л       I  (Рсоя{п',е) 


е1  раг  виКе,  ей  б^&гй  к  \'т6^&]Ц6 

\Г-Го\<< 

11  У1'еп(]га 


Ог,  Г1п1ё^га1е  ё(ап1;  ё1еп(1ие  к  /$^,  оп  а 
Воос  оп  1гоиуе 


<Д^^^^а+1., 


1— а  В 


Ве8(е  а  соп81о1ёгег  «7".  Ма13  оп  уо1(  1тп1ё(1]а(етеп1  диЧ1  ее!;   роз- 
81Ые  (1'аз81впег  ип  потЬге  Ахе  Л',  (е1  ди'оп  яИ 


^_ 

2я 


Г^ 


с1гр 


<А'9\ 


^иеIIе8  ^ие  801еп(;  1а  уа1еиг  аиг1Ьиёе  к  ^  еМа  ро81иоп  Ли  ро1п1;  р^^ 
ВарргосЬопз  та1п<;епа111;  1е8  1пё^а111ё8  оЫепиез. 
Кои8  аигоп8 

е1  сек  ^ие18  ^ив  801еп1  6  еЬ  д,  роигуи  ^и'оп  а]Ч 


~2)>сУ>2г. 


Ог  пои8  роиуопз  8а118&1ге  к  сеЫе  соп(1!иоп  еп  ро8ап1:,  раг  ехетр1е, 

(^=2]/2(), 
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д  6\вт1  8ирро8ё  азвег  реШ,  е!  Лапе  сеЫе  Ьуро(Ьё8е  1ю!ге  \п6^яИЬ^    соп- 
ёи1га  а  се11е-с1 

ой  Гоп  роигга  ргеп(1ге  роиг  Л  ип  потЬге  ^и^  пе  (1ёреп<1  п!  <1е  ^ ,  П1  ее  1а 
ро81иоп   Ли  рогШ  р^. 

Хоиз  агпуопз  Лопс  а  Пи^аИ^б  ^и'^1  Ш1а11  ёиЬИг. 

10.  Бп   уегШ  (1е  1а  ргоро§11;1оп  ^ие    поив    уепопз   Л'б^аЬКг,    поив 
роиуопз  а№гтег  ^ие,  81  1а  №пс11оп  V^  8а118&11  к  иие  соп(]1иог1  Ле  1а  Гогте 

(24)  |^;_е,^|<аг«. 

а  е1  а  ё1ап1;  Лез  потЬгез  роз111&  Лхез,  1а  {опсиоо 


1    I  ^^созу 


уёг1(1ега  1а  соп(11иоп  ^е^и^зе 

(25)  \д^-ь^\<Ад^+К 

Ог,  Л'аргёз  ипе  ргоров1(юп  ^ц^  а  б(б  ё1аЫ1е  гбееттеп!  раг  М.  Коги, 
1а  ^оисИоп 


1     С  ^0  С08^'  Лз' 


уёпПега  1ои]оиг8  ипе  1пёкаи1ё  Ле  1а  (огте  (24),  роигуи  дие  г^  8011  ипе 
{оисИоп  1п(;ё§гаЫе  зиг  ^$. 

В'аШеигз  11  ез1  ГасИе  йе  1е  ргоиуег  раг  1ез  Гогти1е8  дие  поив  уе- 
попз ее  ёёУе1оррег. 

Еп  еве1,  8о1еп1:  {  ипе  ]1т1(е  аирёпеиге  Ле  1а  Гопа1оп  \{\  виг  5 
еЬ  сТ^,  ^^^  ^'  1е8  ш1;6§га1ез  йе  1а  Гоппе 


Я^-^)^-' 


'о 
ё<;еп(1ие8  гезресЙуетепЬ  к  5(,,  ^4 ,  5',  Ле  8ог1в  ди'Н  У1еп<1га 

Бп  Га1§ап1  1е8  тбтез  8ирро§1110П8  дие  ргёсё(1еттеп1,  поиз  аигопз 
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Ра88ап(  еп8и11е  а  1а  соп81(1ёгаиоп  Ае  ^^у  ооиа  гетагдиопз  ^ие  1а 
{огти1е 

гсовд)  — ГоС08д)о  =  и  — 0?^  —  у  — ,1со8(м,1г), 
еп  уе11;и  йе  (18)  е\  (21),  йоппе 

|гс08<р'  — ГоС089^;|  <  (^-^.-|.-^^со8(п^^^), 

се  дш',  ей  бз^агй  к  Гшй^аШё  т<-^г^  (ауап1  Цеи,  81  1е  рош!  р    арраг- 


[,ео8ф-г,са8сРо|<(-7^+1] ^—  <т- 5— 


) 


Раг  8П11е,  1а  !6гти1е 


созд)        совд)^ 


089);       ГС089)'— ГоС08<р;        /1  1\ 


еп  уегШ  йе  (20)  е1  (!е8  1пё^а111:ё8 


йоопега 


- 

1          1 

<и- 

'^0                *^                ♦^0 

СОЗф' 

г» 

0089»; 

*^0 

ГС08(п',^) 

Ыои8  аигопз  (1опс 


|^,|<,5±г|^?!^\ 


е1  к  1)1и8  Гог(:е  га18оп 


|^1|<50^-^г108-^ 


ЕпПп,  еп  се  ^и^  сопсегпе  Г1п1:ёа:га1е  ^\  И  е&Ь  &уЦеи1  дие,  а   ёЫпЬ 
ип  потЬге  Пхе  авзег  ^гап(1,  оп  аига 
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Ое  ееИе  тап]ёге  пои»  оЬ1;епоп8 

[и;  — м;о|  <  5л:-^сУ  +  бОл-^  г  Ьд-у +  а'г 

е(;,  сотте  поиз  роиуопз  розег  с^  =  2г,  поиз  агпуопз  &  ипе  1пёваИ1ё  (1е 
1а  Гогте 

г 


к  — «'о!  <аг108-^, 


а  ё1ап1  ип  потЬге  Пхе  азвег  §гап(1« 

Вопс,  роиг  ипе  аи1;ге  уа1еиг  Ле  а,  оп  аига  епсогн 

\го  —  го^\  <  аг"^ , 

а  6Ш11  ап  потЬге  розк!!  сЬо181  агЫ1га11-етеп1  зоиз  1а  сопсЦИоп  а  <  1 . 
Ое  се11е  тап1ёге  поиз  рагуепопз  &  1а  ргоро81иоп  8и1Уап(;е  *): 

^и€^^е  ^ие  8огЬ  1а  (опсНоп  /*  гпИдгаЫе  зиг  1а  зиг^асе   сопзШгёе  е^ 
^ие^  ди€  зоИ  1е  потЬге  ро8%Ы(  а  рХиз  реМ  дне  1 ,  1а  (опсИоп 

С  соз  д)'  Аз 


■'[ 


ьёгг(%ега  ипе  сопЛШоп  йе  1а  (огте 

\и) — и)\  <  аг*, 
а  ^^ап^  ип  потЬге  розгИ^  гпЛёрепЛап1  йез  розьНопз  Лез  рогп^  р  е^  р\ 

Оопс,  диеНе  ^ие  зоИ  1а  {опсИоп  1п1ё§гаЫе  V^у  1а  (опсЫоп  ь^  за- 
изГега  (ои^оигз  &  ипе  соп(111!оп  йе  1а  Гогте  (24)  е1,  раг  соп8ё^иеп!:,  1а 
ГопсИоп  1^2  Vёг^пе^а  ипе  соп(11(10п  (1е  1а  (огте  (25).  01(6  (]егп1ёге  {опсИоп 
зега  с1опс  (оизоигз  8цзсер1;1Ые  с1е  зе  ргёзеп^ег  зоиз  1а  Гогте  (1и  ро1епие1 
<1^ипе  81тр1е  соисЬе  гё|)ап(1ие  зиг  1а  зиг^асе  ауес  ипе  (1епз1(ё  сопЫпие. 

Се1а  ё(ап(  ё1аЫ|',  поиз  ропуопз  ге^аг(1ег  по1ге  (ИсЬе  соште  асЬеуёе. 


*)  Нетагдиопв  ^ие  М.  Когп    п'а  ёиЪИ  се(1;е   ргоро81ио11   ^ие  <1ап8   1е  саб  (1е 
*=2"'  {ЛЬНапдНипдеп  ги/г  РоЬепНаШ^еопе,  АЪЬ.  1,  р.  6—8). 
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Б1в  ^аооЬ^8сЬв  Вв(1т§ип§  с1в8  Ех1;гетит8 

Ъе1  ешет  аИ^етехпеп  Турив  уоп  АиГ^аЬеп 

с1вг  ТапаШпзгесЬпипё. 


Уоп  АдоИ  Кпевег. 


8еН(1еп  (ип(1атеп(а1еп  11п1ег8исЬипдеп,  \7е1сЬе  ДасоЫ  1т  17.  Вап(1е 
(1е8  СгеПе'всЬеп  Доиг11а18  уегдвРепМ1сЬ(:  Ьа1,  181  ез  Ьекапп1,  (1а88  Ье!  (1еп 
^е^бЬпИсЬеп  АиГдаЬеп  йег  Уаг^аиопзгесЬпип^  йаз  в^зисЫе  Ех4гетит 
1т  А11§ете]пеп  уоп  (1ег  Сигуе,  ^екЬе  с1еп  01№геп11а1^1е1сЬ1шдеп  (1е8 
РгоЫетз  8впй§1:,  пиг  1П  Ьергеп21ет  ИтГапде  реИеГег!  ^1гс1.  Гиг  (Не  кйг- 
гезкеп  Ып1еп  аиГ  е1пег  ОЬегЛйсЬе  2.  В.  егЬаН  тап  е1пе  В1Й'егепЫа1- 
д1е1сЬип8,  ^еЬЬе  й^е  ^еойаизсЬеп  Ь1П1еп  сЬагас1ег181г1;  аЬег  п1сЫ  ^ейег 
§еос1а(18сЬе  Воя:еп  ^{еЫ  е1п  М1п1тит  (1е8  АЬ8(ап(1е8  8е1пег  Ео(1рипк1е; 
(116868  М1П1тит  Ие§1  пиг  (1апп  уог,  ^епп  тап  йеп  Ап(^ап^8риик1  з'епез 
Водепз  Ге8Шаиеп(1  (1еп  Бп(1рипк1  аи?  ехпег  Ъе8(1тт(;еп  §ео(1а118сЬеп  Ып1е 
(116886118  61068  ^6^718860  Сггепгрипк^ез  уегЫе1Ьеп  1а88(;,  ^екЬбп  тап  а18  (1еп 
(1ет  Ап^ап^8рипк1е  соп^и^хПепРипк!;  Ье2б1сЬпе(;.  18(;  пип  Л  йег  Ап!ап^рипк1, 
80  ЬаЬеп  (116  (1игс11  А  §еЬеп(1еп  §ео(1а113сЬеп  Ь1П16П  1т  А11^ете1пбп  е1пе 
ЕпУб1орре,  \^е1сЬе  уоп  ^е(^6^  (1ег  огео(1йи8сЬбп  Ып1бп  1п  йет  ги  Л  сопзи81г1еп 
Рипк1б  В  ЬегйЬг^  ^1Г(1,  ип(1 1г^бП(1  б1п  (1ег  §ео(1&(18сЬеп  Ыпте  АВ  &и^^еЪог'щег 
Во^бп  АС  11бГег1 1т  АП^етешеп  пиг  (1апп  е1п  М1пйпит  (1е8  АЬ81;ап(1б8  АС, 
^епп  С2^18сЬеп  А  ии(1  В  Ме^и  В1е8бг  8а12181;  8сЬоп  уоп  ^асоЬ^  аиГаИ^б- 
те1пеге  РгоЫете  (1ег  Уапа11оп8Гб(1шип8  аи88е(1еЬпЬ  \?ог{1еп.  1п  (1бГ  уоп 
Ко8епЬа1п  ап^еГегид^еп  КасЬзсЬпЛ  ешег  1т  ДУш^егзетбВ^ег  1837 — 38 
^еЬаиепеп  Уогкзип^  уоп  ДасоЫ,  ^екЬе  1т  АгсЫу  (1ег  ВегЬпег  Ака- 
йет1е  (1ег  \У188бП8сЬаЛбп  аиГЬе^уаЬгЬ  У71г(1,  Пп(1б1  зкЬ  патИсЬ  (11е  Ве- 
тбгкипд,  (1а88  Гиг  (1а8  Ех^гбтит  (1б8  1п1;б§га18 
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<11е  Епге1орре  <1ег  ёигсЬ  е1пеп  {'еа^еп  Рипк!  ^[еЬепдеп  ипс!  <1ег  0|'б'егеп- 
(;|а1§1е1сЬи11§ 

ду       их  др 

^епй^епйеп  Сигуеп  сИе  апа108е  ВейеиШпд  Ьа!,  ше  (11е  оЬеп  Ье2е]сЬпе1е 
Епуе  1ор1)е  деойййзсЬег  ^гиеп  (йг  йаз  М1штит  дег  ЕтГетип^.  Ез  ?г1гс[ 
аисЬ  аих^евргосЬеп,  (1а88  зсЬоп  !йг  йеп  Во^еп,  йег  уоп  йет  ГезЬеп  Рипк<:е 
ипЛ  (!ет  еп(8ргесЬепс1еп  ВегйЬгип^рипк^е  аи(  Лег  Боуе1орре,  а18и  уоо 
2^61  сопзи81г!;еп  Рипк1еп  ЬедгепуЛ  ^1Г(1,  даз  ^^зисЫе  Ех^гегаит  с1е8 
1о1:екга18 


I 


/■(д^.  У,  р)Л^ 


ш  А11§ете1пеп  пкЫ  теЬг  ^еИе^ег!;  ^1Г(1. 

\У1г  ^оИеп  (Иевез  уоп  ^асоЬ^  аи18е8<;е1ие    ТЬеогет    аиГ  <1а8    М- 
^епйе  зеЬг  а1]дете1пе  РгоЫет  аи8(1еЬ11еп. 

Ез   861 

ипй  ^егйе  (Не  Аи%^Ье  дев^еШ,  йа5  1п1е^га1 


I' 


ги  е1пет  Ех^гешит  ги  тасЬеп.  БаЬе!  зе!  /*  е1пе  ^евеЪеое  Гипсиоп  1Ьгег 
Агвитеп(е,  у^^  у»  •  *  * '  »  Уп  ^^^^^  ипЬекапп(;е  Рипс^опеп  уоп  х ,  ^е1сЬе 
Олг  х^^х^  ипй  х  =  х^  УогйезсЬпеЬепе  \Уег1Ье  аппеЬтеп  ип<1  а11вете111 
€1е11  Вес1шкипдкв1е1сЬип^еп 

9>р(л;,у,,  Уй,  ..•  ,  у»,  Рх,  1>2.  •••  »  Р^  =  ^  (р=1.а,....г) 

^пйдеп, 

^^1г  ^оИеп  2е18еп,  йазз  аисЬ  Ыег  сИе  е1п  Гез^ез  ^ег1Ь8у81ет  епЛа!- 
1вп(1еп  ипй  Деп  В1Я'егепНа1<^1е1сЬип8еп  Дез  РгоЫетз  ввпй^епДеп  Мап- 
п1сЬЫ118ке11еп  1т  ОеЬ1е1  дег  ОгО^зеп  а; ,  у^ ,  Уз»  •  •  •  »  Уп  ^^°®  Епуе1оррв 
ЬаЪеп,  ап  ^ек'Ьег  (1а8  дезисЫе  Ех(гетит  1п  аЪпИсЬеш  810пе  аиЙ15г(, 
^1е  ез  оЬеп  Йг  А\%  деойаизсЬеи  Ып1еп  ап§е(1еи1е1  ^игДе.  ВаЬе!  йбПпз! 
ез  аисЬ,  е1пе  Ьекапп1е  ипй  тегк^йгсИ^е  Е18:епзсЬаЛ  йег  Епуе1орре  йег 
ДигсЬ  е1пеп  !ез1еп  РипкЬ  А  деЬепйеп  ^еоДаИзсНеп  Ып1еп  ги  уегаПве- 
те]пегп,  ^е1сЬе  1П  Го18еп(1ет  Ьез1;еЫ;:  81*п(1   В  ипй   В    (Не  ВегиЬгипйЗ- 
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риак1е  211ге1ег  йигсЬ  Л  ^еЬеоЛег  в^ой&ЫзсЬег  1лп1ео  ш!  ёег  Бауе1орре, 

АВ  —  АВ  =  ВВ, 

1п  «1ге1сЬег  гесЬ18  е1п  Во^еп  Лег  Еауе1орре,  Цпкз  део(1&(18сЬе  Вб^еп  81еЬеп. 
Бе}  (1ег  Уега11вете1пегипе  (Цезез  8а(2б8  Ьа1  тли  пиг  ап  8(;е11е  (1ег  Во- 
%<дШщ%  (1еп  еп1;§ргесЬео(1еп  АУегШ  ёев  1п1е^га18 


I 


/"(ж ,  У1 ,  . . .  ,  у^ ,  1>, ,  . . .  ,  р^)  Лг 


2и  векеп;  ап  81е11е  (1ег  део(1йи8сЬеп  Ып1еп  1ге1еп  (11е  Мапп1сЬ{аК;1кке11;еп, 
^е1сЬе  (1ео  0Шегеп(;1а1в1е1сЬипке11  (1е8  РгоЫетз  депй^еп. 


§1. 

1п  (1ег  Уапа110П8гесЬпиг)ё  ^1г<1  а18  по1Ь^еп(1]ве  ВеЛтртпд  (От  Лае 
Ех^гешит  Лев  1п(ерта18 

•1 

^  =    I  /"(л: ,  У1 ,  Уа ,  •  •  • ,  у^  ,  |?1  ,  Р2  •  •  •  •  »  Ри^  ^^ » 


1п  ^е1сЬет  а11дете1П 


§е§е121  181,  Ъе!  Леи  Ве<11пеи11лг8в1е]сЬип§[еп 

(1)  9>р(^,    У11    У2»  •••  1    У«»   Рп   Р2 »  Р||)  =  ^  (Р=1,2,,..,г) 

!о1^еп(1е8  8у81ет  уоп  (71е1сЬипдеп  аЪ§е1е11;е1. 

Ее  Ъе(1еи1е  г  (11е  Ве|Ье   Лег   2аЫеп    1 ,  2 ,  . . .  ,  п ,  еЬепво    д   (Не 
Ке1Ье  Лег  2аЫеп  1 ,  2 ,  . . . ,  г ;  Яр  зехеп  г  пеие  1ТпЪекапп(е  ипЛ  68  ^егЛе 

ёе8е!21.  Оапп  Ьа(  тап  аЬ  по1;Ь^епЛ|§:е  ВеЛш^ип^еп  Лев  ЁхЬгетитз  Л1е 
п  бЫсЬипдеп 

ЛР 1^  =  0 

ду^      их  др^ 
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\ге1сЬв  11П  АИ^ететеп  ш!!  (1еп  г  01е1сЬапдеп  (1)  сотЬ|п!г1;   аи&гекЬео, 
д1в  п-\-г  11пЫ>капп(»п  у^ ,  Яр  ги  Ьезиттеп. 
Мап  капп  (Неае  61е1сЬип!'еп  1П  (1ег  Рогт 


д^Р 


у  ^9 


V  Р 

8сЬге1Ьеп,  цп<1  (1цгсЬ  1)ептаиоп  ёег  в1е1сЬипбеп  (1)  егд1еЫ  81сЬ 


(3) 


В1е  Ое1егт1пап(;е  йег  СоеШс1е111еп  аПег  бгоззеп  р^,  Яр  1п  йеп 
01е1сЬипкеп  (2),  (3)  ^егс1е  ЛигсЬ  В  Ье2е1сЬпе(;. 

11т  пип  (ез^еи  Воёеп  ги  §;е^1ппеп,  пеЬшеп  шг  ап,  Не  Рипсиопеп 
/*,  9р  861^0  1П  е1пет  ^Р^^^ззеп  беЫе^е  йег  УапаЫеп  а?,  у^,  р^,  ^е1сЬе8 
(Сг)  Ье188е,  Ьо1отогрЬ;  (1апп  ^111  (1а88е1Ье  уоп  (1еп  Рипсиопеп  О^  ипй  Ьех 
ЬеИеЫвеп  \Уег1Ьеп  йег  Огоззеп  Яр  аисЬ  уоп  а11еп  2^^^^  Ал  д^езе  й\е 
вгбзвеп  Яр  пиг  Ипеаг  еп1Ьа11;еп. 

Гйг  й\е  Песета  ОеЫеЬ  (О)  ащеЪОп^е  81е\1е 

^  =  ^0»     УV=^;^    Р.  =  Р' 
861  I)  УОП  Хи11  уег8сЫе(1еп  ипё  ^еНе  (Не  1}п^1е1сЬипд 


(4) 


^1 

д9>2 

д% 

<?Р, 

дРх 

др1 

дрз 

^2 

др.. 

дРг 

дЯ>2 

дч>г 
"       др. 

^0. 


Вапп  коппеп  (Не  6го88еп  р^  а18  РипсИопеп  йег  Агкигаеп^е  х,  у^,  р^^ 
аиз  (1еп  бЫсЬип^еп  (Оаиз^^егесЬпе!;  ^ег(1еп,  ^гоЬе!  б,  ше  Гог1:ап  1ттег, 
(Не  КеШе  с1ег  2аЫеп  1 ,  2,  . .  -  ,  п  —  г  Ье(1еи1е;  сНе  еЛаКепеп  Аи8(1гйске 
8Ш(1  Ьо1отогрЬ  ап  йег  8Ы1е  x^,  Г^,  Р^+д- 

\Уе11;ег  ег§1еЫ  (11е  АиПозип^  (1ег  Ипеагеп  ОЫсЬипдеп  (2),  (3) 


(5) 


Рг+О  =  ^0  (^  •    »>  «   Рг+9  »    ^р)  ' 


01д1112ес1  Ьу 


Соо^к 


—  257  — 

ипй    (Не    РипсИопеп    Н^у  К^  шА    еЬепзо    ^1е  ^'^^,,  бгр    Ье1   ЬеИеЫдеи 
^ег^Ьеп  с1ег  бгйззеп  Х^  Ьо1отогрЬ  ап  дег  81е11е  х^,   У^ ,  ^?+в' 

Ве2е1сЬпе1  тап  посЬ  дигсЬ  Ь^(х^  у^,  р^.,,)  с11е  АиПОзипйеп  йег 
01е1сЬип8е11  (1)  пасЬ  рр,  во  капп  тап  (Не  01е1сЬип8еп  (5)  ги  ГсЛдепдега 
8у81ет  ег^апгеп: 

—^  =  Яд  (а; ,  у^^ ,  р^^^ ,  Яр) , 

йур 

—  =  Хр(л:,  у,,1>,^а)- 

Н|егтИ;  Ьа!;  тап  §епаи  2п  В18Гегепиа181е1сЬип8еп  №г  й1е  2м  ПпЬе- 
капп1:еп  у^ ,  р^^^ ,  Яр ;  аиГ  с1еп  гесЫеп  ЗеНеп  коштеп  пиг  <11е  ЧпЬе- 
капп1;еп  веШзЬ  уог,  ^аЬгепй  Нпкв  Шге  ег81;еп  АЫейипо^еп  81еЬеп. 

АПе  гесЫеп  8е11:еп  81пс1  Ьо1отогрЬ  ап  йег  81е11е 

Ез  ^'егйе  пип  йигсЬ  У^,  Р^+д,  Л^  Ащ^пщ^^  рагМси1аге  Ьозипд»- 
8у81ет  (1ег  61е1сЬип^еп  (6)  ЬегезсЬпе!:,  №г  \^'е1сЬе8  ап  йег  81е11е  х=^х^ 
д1е  бЬкЬипйеп 

Ье81;еЬеп,  ^оЬел  Л^  ЬеИеЫ^е  \Уег1Ье  81пс1. 

016868  1п1е8га18у81ет  Ыб1Ье  1ап28  ^гдепс!  б1пе8  1п1егуа118  йег  Уа- 
паЫеп  X ,  е1\?а  уоп  х^  Ыз  х^  ,  Ьо1отогрЬ  ипй  ИеГеге  1П  с1ет8е1Ьбп  пиг 
\Уег1Ь8у81ете  (ж,  у.^,р^,  У^екЬе  йбш  6еЫе(;  {С)  ап^еЬОгеп;  аиззегйет 
861  В  №г  (11686  8у81:бте  уоп  Хи11  уег8сЫе(1бп  ипс1  Ые1Ье  (116  ип81б1сЬип8; 

(4)  8ии1д. 

А18(1апп  капп  1п  (1бг  БтдеЬип^  е1пб8  ]*е(1бп  уоп  Шпел  (1а8  8у81бт  (2), 
(3)  1п  (116  Гогт  (6)  иЬег^бГйЬг!:  \?ег(1бп  ип(1  тап  капп  за^еп,  с1а88  аисЬ 
(11е  гбсЫеп  8е11еп  йбг  в1б1(!Ьипдеп  (6)  1П  сНезбп  \Убг1Ь8у81етеп  Ьо1о- 
тогрЬ  81пс1. 

Ват14  81П(1  (Нб  ВбсНп^ип^еп  егГШК,  ип1ег  (1бПбп  тап  аиГ  (1а8  8у- 
8<:бт  (6)  (1еп  Го1«:еп(1бп  а11§етб1пеп  8а12  *)  ап\?бп(1бп  капп. 

Е1П  8у81;бт  ^е^ОЬпИсЬег  В1ЙГегеп11а1^1б1сЬипдбп  861*  пасЬ  (1еп  АЫе!- 
1;ип8бп  с1бг  ШЬекапп^еп  аиГдеШз^;  е1п  1п1;е§га18у81ет  (в)  861  1П  (1ет  1п- 


*)  У§1.  2.  В.  Кпезег,  ЬеЬгЬисЬйег  Уапа110П8гесЬпип^,  §27(Вгаип8сЬ^е1в,  19(Ю) 

17 
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1вгта11  (^)  ЬоЬтогрЬ  ипй  егдеЬе  т  сИевега  виг  8о1сЬе  ^ег1Ь8у81ете 
ёег  11пЬекапп1еп,  1п  Лепеп  й\е  ИИт  Не  АЫеНап^еп  Лег  ХТпЬекаппЬеп  ег- 
Ьакепеп  Аи8(1гйске  Ьо1отогрЬ  $1п(1.  АЫапп  $1п(1  аисЬ  аИе  1п1е^а1$у- 
81:ете,  Легеп  Ап{ап88^ег1Ье,  еЬ^а  (Не  ап  йег  ип^егеп  Огеше  дев  1п1ег- 
уаИз  {^)  ап^епоттепеп,  уоп  <1еп  еа18ргесЬеп(1еп  (1ез  ЗузСешз  (/$)  )иоге1- 
сЬеп(1  у^еп!^  аЬу(ге1сЬеп,  ]П  (1ет  дапгеп  1п1егуа11  («7^)  Ьо1отогрЬ,  ипс!  Не 
ап  е1пег  ЬезИтткеп  81е11е  йеззеШеп  егЬаНепеп  \Уег1Ье  Ьо1отогрЬе  Рипс- 
иопеп  йег  АпГап^^з^егЬЬе. 

Апдемуапй!;  аиГ  йаз  8т81ет  (6)  ещхеЫ  йхевег  8а12  8о{ог1;  (1а8  &1- 
§еп(1е  КезиНа!. 

Е1а  ЬеИеЫдез  Хп^е^гакузЬет  у^,  р^,  ^р  ве!  йайигсЬ  сЬагас1:еп81г{, 
(1а88  Гйг  а;  =  л?о  (Не  61е1сЬии8еп 

Ье81еЬеп;  ^епп  (1апп  (Не  В1Легеп2еп 

дешвзе  вгепгеп  ш'сЫ  йЬег8сЬге1Ьеп,  80  81П(1  (11е  бгоззеп  у^ ,  р^ ,  Яр  ак 
Рипс1юпеи  уоп  х  т  Лет  1п1егуа11  уоп  х^  Ь18  х^  Ьо1отогрЬ;  хЬге  \?ег1Ье 
ап  ^е(^е^  е1П2е1пеи  81е11е  (1е88е1Ьеп  81пс1  ЬоЬтогрЬ  1а  (1еп  2п  АпЬп§8- 
угеПЬеп  у^,  р^^^,  Х^. 


\У'1г  Ье4гасЫеп  }е1г1  8рес1е11  (11езеп1^еп    1п1е8га18у81;ете   (1ег    61е1- 
сЬипкеп  (2),  (3)  ойег  (6),  Гиг  11?е1сЬе 

(7)  У^=У^\ 

Ье2е1сЬпе^  тан  (11е  (1еп  В1Йегеп11а1о[1е1сЬии8еп  йез  РгоЫетз  депй8еп(1еп 
Мапп]сЬШи§кеиеа  1т  СеЫе!  (1ег  Огозвеп  х ,  у^  а11вете1П  а18  Ехи-ета1ео, 
80  Ьа1;  тап  (1игсЬ  (Не  АппаЬте  (7)  (Не]еи!ёеп  Ёх1гета1еп  сЬагас1ег18!г(, 
11?е1сЬе  (1игсЬ  (1еп  Ге81еп  Ап&п^^зрипк^  (л;^,  Г^)  Ып(1игсЬ8еЬеп;  сИезеп 
ЬегекЬпеп  УГ1Г  (1игсЬ  0. 
8е121  тап  посЬ 

80  егЬа!^  тап  (Не  8рес1е11е  Ех1гета1е  (С),  !йг  ^екЬе  у^  =  У^  тхА'^  аиГ 
(11е8ег  ^оНеп  ^1г  с1а8  Ех1гешит  с1е8  1п1едга18  , 


1 


/"(л:»     !/V»     Рч^^^ 
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ип1;ег8исЬеп  ипс1  2е]деп,   (1а88  (1а8  Ех(;гегоит  п1сЬ(  теЬг   УогЬаоЛбП    181;, 
^епо  йег  ^ег(Ь  х  уоп  х^  Ъе^тпепЛ  ете  де^]88е  Огепге  йЬегзсЬгех^е!. 

2и  Й1е8ет  2^еск  Ье2е1сЬпеп  у^1г  (Не  бгдззеп  Рг^^,  ^р  йигсЬ 
«, ,  а^ ,  . . .  ,  а^  ,  (Не  бгбззеп  Р^^^ ,  А^  \п  йегзеШеп  Ке1Ьеп{о18е  дигсЬ 
-4, ,  -^2 , . . . ,  -4^  ипй  §еЬеп  (1ауоп  аиз,  йазз  Йг  Не  т  йег  81е11е  О  Ье- 
^1ппе11с1еп  Ёх1геша1еп  пасЬ  §  1  ^е^еШ  у^етйеп  капп 


(8) 


УV  "^  /у  (^  »    «1  »    «2  »  •  "  '  ^пЬ 


^оЬе!  (116  Рипсйопеп  /'^  Ьо1отагрЬ  81П(1,  боЬаМ  х  йет  1п1егуа11  уоп  x^ 
Ыз  x^  ап^еЬОг!:,  (11е  В1ЯГегеп2еп  |а^  —  Л^|  аЬег  Ьшге1сЬеп(1  к1еш  8Ш(1;  зре- 
С1е11  Ьа(;  шап 

Хип  ее!  х^  йег  ег81е  аиГ  х^  М^епйе  ^егЛ,  Йг  ^екЬеп  (Не  Гипс- 
(1опа1(1е(;егт1пап(е 


А{хг.,х)  = 


<?л 

дГг 

ди 

<?о, 

да2 

"    Ч 

д{Гг.и,- 

••./•») 

•       • 

•    • 

•       • 

(?(о,  ,02,- 

••.«») 

•       . 

()а1 

да,  •• 

уег8сЬу^1П(1е1;,  таЬгеп(1  81е  2\у18сЬеп  х^  ип(1  д;^  уоп  КиИ  уег8сЬ1е(1еп  131. 

01686  Огоззе  181;  1т  "ЧЯ^езепШсЬеп  тИ;  (1ег  уоп  Мауег  ип(1  ЗсЬееГГег 
Ьб!  (1ег  11п1;ег8исЬип§  Лет  2\^е11бп  Уаг1а1;юп  Ьбпи121бп  бгоззе  Л{х^,  х) 
1(1еп118сЬ. 

Е1пе  посЬ  ипег1б(1181е  Рга^е  181,  оЬ  сНезе  Огоззе  аисЬ  1(1еп118сЬ 
УбГ8сЬ^]П(1еп  капп;  тг  8е1;2бп  уогаиз,  (1а88  (1168  (иг  (116  Ех1;гета1е  ((7) 
П1сЫ  (1ег  ГаН  361. 

\У1Г  8б1;2бп  Гбгпег  уогаиз,  (1а88  пеЬеп  Аег  61б1сЬип8 


(9) 

(Не  11п§1е1сЬип8 

.00) 


йЛ{х^,  х) 


х=х, 


их 


10 


Ье8<;еЬе;  (1апп  капп,  (1а  Л{х^,  х)  еЬепзо  \У1е  (116  бгйзвеп  у^  \п  (1еп  Агди- 
теп1бп  ж,  а^  Ьо1отогрЬ  184,  аиз  (1ег  61е1сЬип8 

Л{х^,  х)^0 
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с11е  вгб88е  X  а18Рипс1;1оп  Лег  УапаЫеп  а^  аиз^егесЬпе!  \7ег(1еп,  ^екЬе 
ап  (1ег  81е11е  а^^=Л^  ЬоЬшогрЬ  181  ип(1  Ь^ег  Леи  УТегИх  х^  апшштП 
тап  егЬаке  е1;^а 

(11)  ж  =  §(а1,  02,  ...  ,а^. 

8иЬ8и1и1г1  тап  (11е8еп  ^^ег1Ь  1п  (Не  в1е1сЬипёеп  (8),  8о  егЬаке  тап 

Ум'^и^^^  ^1»  ^»  '••»  0  =  ^7(^1»  «2»  ••  •  »  "и)» 
йапп  810(1  аисЬ  (Не  ГипсМопеп  д.^  ап  с1ег  81е11е  а^=^А^  ЫотогрЬ,  ип(1(1а 

ь  4-^1 ,  Л^ ,  .  .  .  ,  Л^)  =  д?^ , 
80   Ы^Ь 

Аиз  йег  ип81е1сЬип§  (10)  Ы%1  ^е11ег,  да88  шсЫ  а11е  8иЬс1е1ег- 
т1пап1:еп  (п — 1)'""  Огйпип^,  ф^  "1^1^  *^*^  *1^г  Ве1егтшап^е  Л{х^,  а) 
ЫИеп  капп,  1иг  а;  =  а:^ ,  а^  =  Л^  уег8сЬт71ш1еп. 

кЬ    патНсЬ  А^^    оде'г  •  Л^^  (х^  а^ ,  Оа ,  •  •  -  ,  а ^    (Не    Ас1зипс1е    (1е5 

Е1етеп18  -т-^ ,  8о  Ьа1;  тап 

<^^(Д^о»  Д^)  _  у  /^'Ур.    .  ^^У^I.    .       ,  \ 

их        -  2^  \^х(?а,    ^^^  "^  дхда.  ^»^2  +  '  •  '^  ' 

^огаи8  (1а8  ВеЬаир(е1;е  ипт11(;е1Ьаг  ег81сЬи1сЬ  ^1Г(1. 
Бз  8е1еп  г.  В.  П1сЬ(;  а11е  Огоззеп 

т>  (*^1  »    -^1  »    -^2  »  '  •  •  >  -^п/ 

81е1сЬ  КиП;  с1апп  \Уо11еп  \У1Г  (Не  В1&геп1:1а181е1сЬип§еп 
(^2)  _  =  ^^^(§,  а,,  а2,...,а^ 

апзе^геп  ипй  (Не^еп18еп  1Ьгег  1п1е8га1е  Ьезиштеп,  '^екЬе  ГИг  ^  =  0  Й1е 
\УегЛе 

(13)  а,  =  Л 

аппеЬтеп. 

Е1П  8о1сЬе8  1п1е8га18у8^ет  81еЫ;  ез,  (1а{11е  бгбвзеп  ^^^(ё,  «р  «2»  -  '^я^ 
ап  (1ег  51еПе  а^  =  -4,^  Ьо1отогрЬ  81П(1,  ип(1  (Не   Огбззеп  а^  31П(1    ап   (]ег 
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81е11е  <  =  0  Ьо1оюогрЬе  Рипсйопеп  уоп  ^,  ^е1сЬе,  йа  Ше  гесЫеп  8е1Че11 
(1ег  в1е1сЬип§еп  (12)  Ье!  (1ег  ЗиЬзишиоп  (13)  п1сЬ(;  аПе  уег8сЬ^т(1еп, 
{исЬЬ  зашткИсЬ  соп8(ап(;  8е1п  коппеи. 

8е12(  т?т  (11686  \Уег(;Ье  а^  т  (Не  в1е1сЬип§еп 

(14)  У>  =  А(^1  «и  «2»  •••  »0 

€11),  80  егЬаН  тап    (!етпасЬ    е1пе   уога  Рагагае(;ег    ^    аЬЬапд|а;е    е1п]ГасЬ 
ипепс111сЬе  ЗсНаг  уоп  Ёх1;гета1еп,  Не  икЫ  аИб  тИ  (С)  гизаштеп&Иеп. 
ЗиЬзШшг!  таи  {егпег  (11686  1п1бдга1е  (1ег  61б1сЬип^еп  (12)  ш   йеп 
Аи8(1гиск  (11),  во  бгЬаНе  шап 

^(«1,  а2,...,а^=5'=5'(0; 

тап  йпс1б1  (1апп  тИ;  Вегиск81сЬи§ип8  (1ег  Ап&п^з^егЛе  (13) 

Н]егаи8  Ы^Х,  с1а88  аисЬ  й\е  Аи8(1гйскб 

(15)  %  =  1'^{й^  «1,  «2»  •••  »0» 

^бпп  тап  йг  а^  Не  (1еПшг1:бП  ГипсНопеп  уоп  ^  аеШ,  Гиг  ^  =  0  Ьо1о- 
тогрЬе  ГипсМопеп  уоп  ^  31П(1,  (1егеп  \Vе^^Ье  Йг  ^  =  0  П1сЬ18  ап(1бге8 
а18  Т]  81п(1. 

Ги§1  тап  (1аЬег  (11е  01е1сЬип^5 

(16)  й=за) 

Ыпги,  80  егЬаи  тап  1т  (5еЫе1  с1ег  Сггоззеп  х ,  у^  е'те  Мапп1сЬЫи§кб11 
(Е) ,  \^е1сЬе  уоп  Лег  81е\1е  1  еп18ргесЬеп(1  (1ет  \Уеги1е  ^  =  0  аи8§еМ. 

\\'1г  2е1деп  пиптеЬг,  (1а88  (Е)  Не  Епуе1оррб  (1бг  ЗсЬаг  (14)  181. 

2ипасЬ81  81еЫ:  тап  1е1сЫ,  (!а88  Ье1  Ь1Пге1сЬеп(1  к1е1пеи  Д^егЛеп 
УОП  ^  з'ейе  Сигуе  (1ег  ЗсЬаг  (14)  е1пеп  Рипк(;  т11;  (Е)  8ете1П  Ьа1;  тап 
ЬгаасЫ  пиг  1п  (1еп  61е1сЬип8еп  (14)  Гиг  х  Леп  \\ег1Ь  (16)  ги  виЬзтшгеп, 
ит  (116  61е1сЬии§еп 

ЬегУоггигиГеп. 

Зойапп  йпАе1  тап  аиз  (1еп  в1е1с11ип8еп  (15) 

сИ  ~         дБ  с1^  да^  й^  "'  да^        1ь    '    ' " 


дв  ЛЬ 


+  (^-|;+"-+^'«471' 
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1ГоЬе1  1П  (1ег  1е12(еп  Ккштег  пасЬ  аиб^еЙЬг^ег  Оепуа<;]оо  йЬегаИ  х=^§ 
2и  зе12еп  18(. 

Ве1  с11е8ег  ЗиЬзишиоп   уег8сЬ^1П(1е^  аЬег    (Не   К1аттег   еп1;^ес1ег 
^е^еп  (1ег  Сг1е1сЬип^ 

о(1ег  пасЬ  е1пег  Ьекапп^еп  Ёх^епзсЬаЙ  (1ег  8иЪ(1е1:егт1пап1;еп;  шап  егЬаИ 
а18о  е1п!асЬ 

^^^^  АЬ~         М         'ль' 

Ап(1ег8е118  ег^еЬеп  (11е  (71е1с)1ип§еп  (14) 

их  дх 

ип(1  68  181;  аисЬ  Ыег  пасЬ  (1ег  Вег]Уа1;1оп  я;  =  §  ги  8иЬ81;ки1'геп,  ?гепо 
тап  (116  с1ег  Ех(;гета1е  ип(1  (1ег  Мапп1сМа1иёке11  (Е)  дбтешзатб  81е11е 
Ье^гасЫеп  1^111. 

ДVепп  (1аЬег  <11е  11в81е1сЬипд 

(18)  3'{г)^о 

Ье81;бЫ;,  80(1а88  §  ап  (1ег  Ье1гейеп(1еп  8Ье11е  йг  (Не  Мапп1сМа1иё[ке11  {Е) 
а18  ипаЬЬаое1ке  УапаЫе  е1о§е№Ьг(;  ^ег(1е11  капп,  8о  Пий^Х  тап 


(19) 


^йготИ  (11е  ЕпУе1оррепе18еп8сЬаЙ  Шг  {Е)  егтезбп  181. 

В1е  Пп81е1сЬип8  (18)  ЬезЬеЫ  ^ейепГаИз  Гиг  а11е  Ь1Пге1сЬеп(1  к1е1пе1), 
уоп  Nи11  Уег8с1ие(1епе11  \Уег1Ье  уоп  I ,  зоЬаИ  (Не  РипсИоп  3'  {Ь)  П1сЫ 
1(1бпизсЬ  уег8сЬ^1пс1е1:.  1п  сНезет  Ра11е  ^игс1е    аЬег,  (1ег  ОЫсЬипв    (17) 

ъ\хЫ%^,  йаззеШе  уоп  аПеп  Сггоззеп  -—  деНеп;  (Е)  20§б  81сЬ  ако  аиГ  (Не 

81;е11е  (д:^,   Г^)  ос1ег  1  гизаттеп. 

Оа  пип  (116  Огбззеп  а^  п1сЬ(:  аПе  сопз^апЬ  з1п(],  8о  ЬаНе  тап  1п 
(Незет  ЕаПе  еше  ЗсЬаг  уоп  Ех(;гбта1еп  (14),  ^екЬе  (116  ЬеШеп  81;е11еп 
О  ип(1  1  уегЬ1П(1еп. 


л^^    лу^ 

<г^7V           <?§ 

Л  ~^'^  й*  ' 

(1§       с1х' 
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§3. 

1У1Г  Ье1гасЫ;еп  пип  дав  1п(едга1 

1йпя8  1г§еп(1   ешег  ЕхЬгета1еа    ёег  8сЬаг   (14)  уош   Риок(е  О    Ы8    гиш 
ВегйЬгипдзрппк!;  т11  [Е)  Ьш  ег8(;геск1,  оДег  с1а8  1п1^едга1 


РЛх, 


1п  йевзеп  Хп^едгапйеп  <11е  бгоззеп  у^.  Яр  а18  Рипсиопеп  уоп  д?,  а,,  . . .  а^, 
т11:Ь111  1трИс1(;е  а18  Рипсиопеп  уоп  х  ипс1  I  егясЬешеп,  ^йЬгеп(1  (11е  оЬеге 
6геп2е  §  УОП  ^  а11е1П  аЬЬапд*. 
8е^21  тап  (1аЬег 

д 


^  =  *<^Г 


80  {1п(1е(  тап 


?  6  ^ 

б\  рах  =  г   сУё+   бЕах. 

«о  «о 

Кип  181 

V  Р 

(11е  Сое№с1еп(,еп  уоп  6Х^  \ег8сЪтайеа  аЬег,  йа  о<!'епЬаг 
йа  Гегпег  овепЬаг 


сГр^  = 


Лх 
ипй  Шг  (Не  Ье(;гасЫе(еп  Ех1гета1еп  й^е  01е1сЬип8еп 

ду>,       их  др^ 
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Ье8(еЬеп,  80  110(1е1  тап  уег1П11(е18(;  ешег  рагНеНеп  1п<«рта(!оп 


\''-^-Ш''- 


6 


Шег  уег8сЬ^1ПЙеп  (Не  \Уег1:Ье  бу^  №г  х==х^у  йа  ап  (11е8ег  81е11е 
ипаЬЬап^д  уоп  ^  (11е  01е1сЬипкеп  деКеп 

А180  ег§;1еЬ(;  зкЬ  зсЬИеззИсЬ 
(20)  <^\УАх  = 


1,я 


дР 


г 


Хо 

ЗеЬгЬ  ^оИвп  ^1г  пеЬеп  с1еп  Еипсиопеп 

УV  =  /1^  (^  >  «1 »  •  •  •  >  л  ^ 

аисЬ  ЙЕе  аи!  (Е)  Ьегй^ИсЬеп  \^ег(;Ье 

^V  =  /'V  (ё .  «1 , . . .  ,  а^) 

Ье1гасЬ1еп;  (1апп  ег^1еЬ1  81сЬ  8о{ог(; 

<^А   ..  .  \:^^/'у(§»  «1 )  ^«м- 

к- 


"''-#"«+2' 


да^1  сИ 


си. 


(?/1,(д:,  «!,...)  Да^^ 


йа^^  Л 


Л; 


а18о  Го1§(: 


^У^|^  =  <*>^-1>^^ь^1^ 


ип(1  (1|е  Гогте!  (20)  уг11Й 
5 


(21)  <^|^^-=(^^-2^^-|^)^^^  +  2 


<^?, 


Ва  пип  т]^  ипй  §,  т^епп  тап  (11е  Ого88еп  о^  а18  Гипсйопеп   уоп  / 
ап81еЫ,  ге1пе  Рипсиопеп  уоп  ^  а11еш  81П(1,  8о  {у! 
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I 

ип<1  Л!е  1П  §  2  егЬа1(епе  61е1сЬип§  (19)  егд!еЬ( 

Оа(1игсЬ  егЬаи  (11е  (т1е1сЬипд  (21)  бю  еЫ&сЪе  СгезСяК 


Рйх  =  Р 


^  й* 

м^*- 


Ва  пип  Мг  /  =  0  (11е  бгбззеп  у^,  р^,  Яр  ш  Г^,  Р^,  Лр  йЬегреЬеп, 
80  Ы^1  Ыегаиз  ДигсЬ  1п1;е5гаЫоп  пасЬ  Ь 


«1 


^  Р{х,  у,,  р,,  Яр)Дд;-^  1?'(д:,   Г,,  Р^,  Лр)йд:  = 

=  ]^'(§.  '7V.^'V'  ^-^'^^^ 

и 
одег  йа  /"=  /<'  8686121  тегйеп  капп, 

?  X.  ?  ' 

(22)     у(х ,  у, ,  р,) <гх -  ^  Пх ,  Г, ,  Р,) их  =  |/^(| ,  V, .  Р,) йа;- 

«О  «о  «1 

Н1ег  181  йаз  1п^е^га1  аиГ  йег  гесЫеп  ЗеНе  оЙепЬаг  йаз  игвргйп^^ИсЬ 
Ье(;гасЬ(;е1:е,  1ап^8  (1ег  Мапп1сМа]и8ке11  (Е)  §епоттеп,  Мг  ^екЬе  з'а 

7М  8е{2еп  18(. 

2!еЬ(:  81сЬ  (Лезе  Мапп1сМаН1дке11  1п  (11е  8(;е11е  1  гаватгаеп,  во  18(. 
е1п{асЬ 

^  =  0,      у{х,  у,,  р,)(1х  =  у{х.   Г,,  Р,)йх. 

«О  «О 

Риг  1е121еге11  Ь'а11  ге!^!:  сИе  егйаНепе  61е1сЬип§  ипт1ие1Ьаг,  (1а88 
<11е  Мапп1сЬГаи18ке11  у^  =  ГV  Гиг  (Не  81геске  уоп  х^  Ыз  а;^  Ье1гасЫ:е1^ 
йаз  ^езисЫе  Ех1гетит  (1е8  1пЬе§га18  ^  П1сЫ  теЬг  ИеГег1. 


01д|!12ес1  Ьу 


Соо^к 


—  266  — 

I 

Оепп,  (1а  пасЬ  §  2  (1|е  Сггбзвеа  си^  пгсЪЬ  а11е  соп81:ап1  81П(1,  егдеЬеп 
(11е  61е1сЬип8еп  (14)  е1пе  8сЬаг  Й1е  81;е11еп  О  ипй  1  уегЫпйепйег  Ех1ге- 
та1еп,  ^е1сЬе  (1ег  1е(2(;еп  в1е1сЬип§  2а{оЬ^е  (1еп8е1Ьеп  1Уег1Ь  (1е8  1п1евга1з 
^  ИеГегп. 

АЬег  аисЬ  1т  а11кете1пеп  Ра11е  гещЬ  Не  ОХе'кЪипё  (22),  (1а88  (1а8 
Ех1гетит  аиЯ10г(,  аЬдезеЬеп  уоп  е1оет  ^е^188еп  АизпаЬте&И,  №г  (1е11 
Не  8асЬе  2^е1Ге1Ьа{1  Ые1Ь(.  8сЬге1Ы  шап  пйшИсЬ  зепе  01е1сЬиов  1П  йет 
Рогт 

/"(ж,  Г^,  Р^йл?=  \ /"(а?,  у^,  р^)Лх+\/'{х,  у^,  р^)Лх, 

ичгоЬе!  с1а8  ху^еИе  1п1е§га1  аиГ  йег  гесЫеп  8е11в  1ао@;8  йег  Епуе1орре  (Е) 
^епоштеп  181;,  ип(1  Ье2е1сЬпе^  тап  сИе  81:е11е  (§,  %)  (1игсЬ  2,  Не  1д.п^ 
(1ег  Ёх1гета1еп  ^епоштепеп  1п(екга1е  аЬег  (1игсЬ  йЬег8(псЬепе  ВисЬз^аЬео, 
80  Ьес1еи!;е1;  (Иезе  (Ле1сЬип8 

«'о!  =  «^02  +  «^21  » 

е1пе  61е1сЬип^,  (1игсЬ  ^е1сЬе  ^16  ]П  (1ег  Е|п1екип^  Ье8ргосЬепе  Е1§:еп- 
8сЬа{1  (1ег  део(1аи8сЬеп  Ь1п1еп  Уега11§ете1пег1  ^г(1. 

01686  в1е1сЬипд  ге'щ^  (1а88  йег  ЪЬе^гаИоп&Уге^  021,  аи(  «гекЬет 
уои  О  Ь18  2  1ап88  е1пег  Ех!;гета1е,  уоп  2  Ь18  1  1йпв8  йег  Епуе1орре 
1п(;е8пег1;  181,  с1еп8е1Ьеп  \УеггЬ  уоп  ^  ^хеЫ,  те  йег  иг8ргип8ИсЬ  Ье^гасЬ- 
1е{е  \Vей  01. 

"И^епп  пип  апдепоттеп  ^1Г(1 

(23)  Г  (0)20, 

80  капп  тап,  йа  3{0)  =  х^,  йигсЬ  ра^чвепйе  \УаЫ  уоп  ^  1П  ЬеИеЫ^ег 
КйЬе  йе8  \^ег1:Ье8  О  Ье\?1Гкеп,  йа88  §  йет  1п1:егуа11  уоп  x^  Ый  х^  ап^еЬбг!;. 

Вапп  кбппеп  Й1е  1п1:е8га110П8^е§е  01  ипй  021  йигсЬ  81е1сЬе1УеПЬе 
йег  Уаг1аЫеп  х  т  е1пйеии8  иткеЬгЬагег  ^ехве  аиГ  е1иапйег  Ьего^еп 
^егйеп,  ипй  ЬаЬеп  1П  еп<;8ргесЬепйеп  8Ье11еп  ЬеИеЫд  ^еп18  уоп  е!папйег 
аЬ^е1'сЬепйе  \Уег1Ье  йег  (тгбззеп  р^  . 

1>'\е  7и8аттеп8е8е121;е  Мапп1сЬ!ак1йке1^  021  §еЬбг1  а]8о  2и  йепзеп18еп, 
т11  йепеп  тап  Й1е  игзргип^ИсЬе  01  Ь1П81сЫ:НсЬ  йез  \Уег1Ье8  уоп  ^  уег- 
21е1сЬеп  тиьй,  всЬоп  VVепп  е8  81сЬ  ит  е1п  8сЬ^асЬе8  Ехиетит  ЬапйеИ,  й.  Ь. 
ит  е1п  Ех1;гетит  ^е^епиЬег  йен  Мапп1сЬ!а1118ке11еп,  ^е1сЬе  п1сЫ  пиг 
Ып81сЬи1сЬ  йег  \Уег1Ь8у81ете  (гг,  у^,  зопйегп  аисЬ  Ьш8кЫИсЬ  йег 
01]Зегепиа1уегЬа11п188е  йу^  •  ^^  ^оп  йег  игзргЦпйИсЬ  Ье1гасЫе<;еп  Ып- 
ге1сЬепй  ^еп1§  аЬ^е1сЬеп. 
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11п(;ег  (1ег  Уогаи88е12ип^  (23)  18(  а180  зсЬоп  Лае  8сЬ^асЬе  Ех^ге- 
шит  (1е8  1п1;едга18  ^  Шг  (1а8  уоп  (1еп  81;е11еп  О  ип(1  1  Ье^гепг^е  ЗШск 
ёег  Ех1;гета1е  (С)  шсЫ  теЬг  уогЬап(1еп,  ип(1  68  %\еЫ  \т  аодедеЬепеп 
81ппе  ЬеИеЫ^  паЬе  ЬепасЬЬаг^е  МаппхсЬЫи^ке^^еп,  ^екЬе  §епаи  (1еп- 
зеШеп  ^?епЬ  уоп  ^  ше  зеиез  8Шск  01  Нечего. 

На(  тап  с1адеяеп  А\е  СЫсЬипд 


т^гекЬе  1п  (1еп  Рогтеп 


5Ч0)  =  0, 


(24) 


1,м 


V 


<  =  0 


=  0, 


»1,^У 


=  0 


8е8сЬг1еЬе11  1^егс1еп  капп,  во  81п(1  Ра11е  тб^ИсЬ,  1п  йепеп  йаз  аиздеврго- 
сЬепе  КезиНаЬ  г^е1{е1ЬаГ1  ^1Г(1;  Шез  ^йг(1е  ^евсЬеЬеп,  ?гепп  §  йгк1е1пе 
1Уег1Ье  уоп  I  пкЫ  т  йаз  1п^егуа11  2^У18сЬеп  х^  ипй  х^  Ьеге1п*пи,  (11е 
Епуе1орре  (Е)  а18о  1п  Лег  81е11е  1  ёаз  Апа1о§оп  е1ае8  КйсккеЬгрипк1;е8 
(1агЪ1е1е1;,  ёеззеп  1У9еще  уоп  1  аиз  пасЬ  (1ег]еп1^еп  8е1(е  §еЬеа,  ^екЬе 
^ег  К1сЫип^  уоп  х^  пасЬ  х^  Ып  еп1^е^еи^е8е121;  18(;. 

1е(1епЫ18  аЬег  депй^!;  ев  (Не  (71е1сЬипд  (24)  аивгивсЬИеввеп,  ит  Ье1 
ёеп  УогаизвеЬгипдеп  (9),  (10)  тИ  81сЬегЬе11  ЬеЬаир1еа  ги  кбппеп,  €[а88 
(1а8  девисЫе  Ех(;гешит  ап  Лег  81е11е  1  1П  (1ег  апдеееЬепеп  \Уе18е  аи№бг1. 


ВегИп,  РеЪгааг  1902. 
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Объ  одномъ  обобщенш  теоремы  Абеля. 


Д.  Мордухай-Болтовскаго. 


§  1.  Пусть 

2^(^.и)  =  0  (1) 

неприводимое  уравнев1е  т-ой  степени  алгебраической  кривой. 

ПересЬчемъ  эту  кривую  другой  алгебраической  кривой,  въ  урав- 
нен1И  которой  степени  п 

Ф{^^\и,а^,а^,..^,а^)  =  0  (2) 

коэффищенты  рац10нальныя  функцш  н'Ькотораго  числа  перем^нныхъ 
параметровъ  а1,  аа»  •  •  • ,%. 

Исключеше  и  изъ  уравнешй  (1)  и  (2)  даетъ  уравненге 

^2(^,а,,а2,...,а,)  =  0,  (3) 

определяющее  значенхе  ^г  для  точекъ  перес'Ьчен1я  упомянутыхъ  кри- 
выхъ,  въ  которомъ  коэффищенты  будутъ  также  рац10нальными  функ- 
щями  отъ  а, ,  «2»  •  •  •  '^*- 

Значен1я   0,и  для  точекъ   перес'Ьчен1я,    число    которыхъ    равно 
тп,  будемъ  обозначать  черезъ 

(^,  ,  «<,),    (^2'  '*2)'  •  •  •  '(^«п  '    ^тп)' 

Если  В{^в,и)  рацюнальная  функд1я  е,  и,  е^  следовательно 
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Абелевъ  интегралъ,  относящ1Йся  къ  кривой  (I),  то  по  теореме    Абеля 
въ  ея  обобщенноыъ  вид']^  *): 
Сумма 

^=  >  В{в.и)аг  (4) 


равна  сумм']^  рацюиальной  функщи  параметровъ  а,,  а^,. .  •  ,а;ь  и  линей- 
ной функщи  съ  постоянными  коэффиц1ентами  логариемовъ  ращоналъ- 
ныхъ  функщи  т^хъ  же  параметровъ. 

Предположимъ  теперь,  что  въ  области  (а^,  а^»  •  •  ,а;^)  уравнен1е 
(3)  импримитивно,  т.  е.  предположимъ,  что  корни  этого  уравнешя  удо- 
влетворяютъ   неприводимому  въ  области  (ё,  а, ,  Оз,»  •  •  ,а^^)  уравнешю 

?Р{^,  ёц  «раг»-  ••.«*)  =  <>  (5) 

степени 5,  гд-Ь^  удовлетворяетъ  неприводимому  въ  области  {а^,  а.^,-  1»^) 
уравнешю 

тп 
степени  «  =  — . 
г 

Соответственно  различнымъ  корнямъ  уравнен1я  (6)  корни  урав- 
нен1я  (3)  разд'Ёлятся  на  «  системъ  импримитивности  по  г  корней  въ 
каждой. 

Обозначимъ  черезъ  §^,  ^^^  •  •  -  »§,  корни  уравнешя  (6).  Тогда  корни 
первой  системы 


(7) 


будутъ  удовлетворять  уравнешю 

?Р(«,51,а2»--- 

,а^;)  =  0, 

второй  системы 

^г+1'  ^г-\-2^  ' 

•   •  »^2г 

уравнен1ю 

?Р(^,  §2,  а^,  а^,.. 

.,а,)  =  С 

и  т.  д. 

*)  АЬе1.  Оеиугев.  I.  I.  Оетоп81га11оп  й'ипе  ргорпё1ё  {;ёпёга1е  й'ипе  сег1аше 
с1а9зе  ^е  ЬпсИопв  (гап8сепдап1ез. 

АрреП  е10оиг8а1.  ТЬёопе  йе8  Гопсиопз  а186Ьг^^ие8  е1  де  1еиг8  1п1ёдга1е8. 
§  189,  р.  416. 
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Возьмемъ  сумму  интеграловъ,  подобную  (4),   которую  разскатри* 
ваиДъ  Абель: 

1=1  •^  (»0»«о) 

НО  распространенную  не  на  вс]^  тп  корней  уравнен1я  (3),  а  только  на 
корни,  принадлежащ1е  первой  систем'Ь  или  на  соотв^тствуюпця  имъ 
точки  перес'Ьчен1я  кривыхъ  (1)  и  (2).  Следуя  Абелю/  находимъ  пол- 
ный дифференщалъ  ^  относительно  а^^  а^,  -    -  ,а^ 

(^^=^Е{|^,,и,)(^^^,.  (8) 

1=1 

гд*]^  д  знакъ  дифференцировашя  по  (а^  а2,^^^^а^)• 
Но  уравнен1я  (1),  (5)  и  (6)  намъ  даютъ: 

(^^(ёх,  «р  «2,. .  -,01^)= О, 
откуда,  обозначая  для  краткости 

^{^,,§,  а1,а2,...,а^=  V^, 

^  (§1  >  «1  ?  «2»  •  •  •  » ^к)  =^  ^1  ' 


им']^емъ 


дУ  дТ,  дТ.  '^д% 


У=1 


>=1         ^ 


Изъ  этой  системы  липейныхъ  относительно  с^^ег^.,  с^'и,.,  <^'^^   уравне- 
нШ  получаемъ 
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д!',^^   д{в^,Т,) 


±\ ^^}^1^^^  6а. 


ГД'ЬСС^,,  «^,  §1,  ар  а2,. .  .,а^)радюнальнаяфункц1Я)Е?.,  и,,  ёр  «р  а.^,. .   ,а^. 
Подставляя  это  выраженхе  вм'Ьсто  ба^  въ  выражен1е  (8),  получаекъ: 


>=1  1=1 


сТ«/  =  У  у  ^^{0^,  м,.,  ёр  Ор  а2, .  • .  ,а^) 2г(я,.,  и^)  6а^, 


гд*  Р^. ращональная  функщя  -з^р  ^ег2,  . . .  ,^^,  ир  «2,  •  •  •  ,и^,  ^р  ар  аз,  •••104 
и  крон*  того  симметрическая  функщя  паръ  (^егр  г*,),  (лг2,  из),  •  - .  ,(^9^,  «^) 
Всл-ЬдствЕе  предполагаемой  неприводимости   уравнете  (5),    а  сл'Ьдова* 
тельно  и  (3),  кратныхъ  корней  не  им^^ютъ,  а  потому 

и,.=  о)(^ег.,ар  а2,..  .,а^),  (9) 

гд'Ь  ш  рацюнальная  функщя  г^,  а^ ,  а2,---,а^,  общая  для  всЬхъ  зна- 
чен1й  значка  г. 

Подставляя  это  выражеше  и^  въ  функщю  Р^.,  мы  приводимъ  эту 
функц1ю  къ  симметрической  функщи  только  отъ  в^,  г^,-  -  -  ,е^,  ращо- 
нальной  относительно  хгр  ^г2»  •  •  •  »^г»  ^1>  ^1  ^  ^2»  •  •  *  »^а  >  *  пользуясь  уравне- 
и1емъ  (7),  приводимъ  ее  къ  ращональной  функцш  §,  ар  а^,^,а^^\ 

11^%,  а1,аз,..    ,а^. 
Хакимъ  образомъ 


^^=2^  ^>  (^1 »  ^П  ^2»  •  •  •  >«*)  ^«>- 


>=1 


Откуда,     обозначая     черезъ     а^^^  а^^Ч  . . .  ,а^^'^   частныя  значешя 
ара2,...,а;^  и  черезъ  §^/^  значеше  §,  при  а1  =  а^^®^  черезъ  §{2'  значе- 
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Н1е  §,  при  а^  =  0^°'  и  при  а^  =  а5р>    и   т.  д.,   черезъ   з**-''  значев!е  §, 
при  «,  =  «{">,  а^  =  а'^К  ■  ■  ■  ,а^_^  =  о^*!, ,  получимъ: 

^=  Г  '    Л,(|,,  а„  а,, . . .  ,а^)йа,  +  I    '  Я,(|<>),  о(''),  а^.  •  •  •  ,а»)'^а..  + 
+  г  '   П,(§^Р,  аГ',  а<«>,  а,,...  ,а»)йа.,  +  •  .  .  +  (10) 


.(0) 


гд'Ь  постоянная  О  функщя  {е^,  и^). 
Такииъ  образомъ  сумма 


•=1  •^  (*0«*«) 

не  выражается  вообще  черезъ  алгебраическ1я  функцш  и  логариемы 
алгебрам ческихъ  фупкц1й  параметровъ,  но  выражается  черезъ  сумму 
функцШ  отъ  а^,  а^, . . .  ,с/^^,  изъ  которыхъ  каждая  опред']^ляется  Абе- 
левымъ  интеграломъ 

П{^,а)с1а, 

зависящимъ  отъ  уравнения  5-ой  относительно  §  степени,  т.  е.  равной 
числу  системъ  импримитивности  уравнен1я  (3),  опредЬляющаго  значе- 
Н1'я  хг,  одной  изъ  координатъ  точекъ  иерес'Ьчен1я  кривыхъ  (1)  и  (2). 

Если  корни  уравнен1я  (3)  делятся  на  дв*  системы  импримитив- 
ности, т.е.  уравнен1е  (6)  второй  степени  относительно  |,  то  въ  л'Ьвуго 
часть  уравнен1Я  (10)  будутъ  входить  только  ультраэллиптическ1е  ин- 
тегралы. 

Если  же  уравнеше  (6)  первой  степени,  то  получаемъ  случай  Абе- 
левой  теоремы,  такъ  какъ  тогда  §  выражается  ращонально  черенъ  а- 

§  2.  Оставляя  въ  сторон*  этотъ  слишкомъ  общ1Й  случай,  мы 
останавливаемся  на  частномъ,  на  нашъ  взглядъ  наиболее  интересномъ. 

Возьмемъ  семейство  кривыхъ,  опред']^ляемыхъ  алгебраическими 
уравнешями: 
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9Р(я,14)+-Я^(я,  «|)  +  /1х(-^.  «)  =  0,  (11) 

степени  п,  относительно  (а,  и),  и 

в(Я,/|)  =  0,  (12) 

степени  п^  относительно  /л,  при  чемъ  мы  предполагаемъ,  что  во  вто* 
роиъ  уравнеши  в(Я, /|)  не  разлагается  на  множители,  кривая  опре- 
Д'Ьляеиая  этимъ  уравнешемъ  не  разлагается  на  кривыя  нисшихъ  по- 
рядковъ. 

Исключая  (Л  изъ  уравнен1Й  (11)  и  (12),  получаемъ  уравнен1е 
П|Я,-ой  стенени: 

ф(^,и,Я)  =  0,  (13) 

содерасащее  одинъ  переменный  парам етръ  Я. 

Исключая  и  изъ  уравнеши  (1)  и  (13),  получаемъ  уравнен1е 
шп^п^-ой  степени: 

^2(^,  Я)  =  0.  (14)' 

Можно  доказать,  что  это  уравнен]е  въ  томъ  случае,  когда  для 
точекъ  перес^ченхя  кривыхъ  (1)  и  (13)  одновременно  не  обращаются 
въ  нуль  функцш  ^(л,  и),  ц?{я;,и),  х(^»м)>  уравнеше  импримитивное, 
какъ  уравнен1е  (3),  разсмотр'&нное  въ  §  1 . 

Зам'Ётимъ  прежде  всего,  что  уравнен1е  (14)  можно  получить 
такимъ  образомъ. 

Составляемъ  произведеи1е  функц1й 

[<Р(^.  и^^>) +Я^(^,  и<^0 +^Х(я,  и<'))], 


[<Р  (г,  и^^^)  +  Ху)  (я,  и^^^)  +  ^х  (^,  ^^^^% 

гд*  и^'^  и^^^. . .  ^м^*")  различныя  значен1Я  и,  опред^ляемня  уравненхемъ 
(1).  Произведете  это 

.1  =  1 

будучи  функд1ей  симметрической  относительно  м(^^  и^'^\  . .  •  ,и^"*\  будетъ 

равно  рацшнальной  функц1и  0,^,/^,  которую  означимъ  черезъ  ?Р(;&,Я,/г). 

Такимъ  образомъ  для  точекъ  перес'Ьчен1я  мы  будемъ  им4ть: 

У(^,Я,^)  =  0.  (15) 

18 
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Наиъ  остается  только  {исключить  /г  ири  помощи  уравнен1я 

в(Я,^)  =  0.  (12) 

Теиерь  докажеиъ,  что  при  сд'Ьланноиъ  предположенхи  относи- 
тельно функц1Й  д>{0,и),  р{е,и),  х{^^и)  уравнеше  (15)  будетъ  непри- 
ьодимо  1{Ъ  области  (Я,^). 

Предположимъ,  что  И11']^етъ  и^сто  противное,  что  для  всЬхъ  значен1Й 
Г, И 

у(^,  Я,  ^)  =  т,{,,  Я,  ^)  у^и,  Я,  ^)  . . .  ?Р,(^,  Я,  ^). 

Зан'Ьтимъ,  что  неприводимые  множители  Т{в,^^ц)  фунвц!»  ц'Ьлыя 
относительно  е,^,^,  можно  считать  тоже  ц'Ьлыми  функщями  Я,^,  ибо 
въ  противномъ  случа'Ь,  приводя  въ  нихъ  всЬ  ко&ффиц1енты  при  сте- 
пеняхъ  0  къ  одному  знаменателю,  яжклц  бы: 

откуда  /"(Я,  /м)  =  постоянному. 

Разсматриваемая,  какъ  функцхя  ц-Ьлая  Я,^,  ?РД^,Я,/м)  должна 
или  вовсе  не  содержать  Я,^,  или  д'Ёлиться  на  одинъ  изъ  множителей, 

функцш  ?Р(хг,Я,^). 

Исключая  пока  первый  случай,  когда 

У,(я,Я,^)  =  УД^),  (16) 

т.  е.  функщя  ^{г,Х,(1)   содержитъ   множитель  независящШ  отъ  Я,^, 
мы  должны  представить  ^,  (^?,Я,^)  въ  сл'Ёдующей  форм'Ь: 

У/^,Я,^)  =  ш^(;ег,г*(^),^(2) ^(*))  п'[д)(^^^(0)  +  я^(^,  е*('0  +  ^их(я,и<'^)]. 

Можно  доказать,  что  1  =  т. 

Положимъ  г<т.  Обозначая  коэффищентъ  при  Я"//?  по  разло- 
женш  произведешя  въ  правой  части  черезъ  ??ар(4^,  и^^\  п^'^\  •  •  •  ,<*^'0 »  а  '^^ 
резъ  ^/^^  (я,  и^^\  г*^^\  . . .  М^)  коэффиц1ентъ  при  ЯТ  ^о ,  зам-Ьтимъ,  что 
функщи 

»/^5  (г,  м(»,  и<'\  . . .  ,м«)  о,  (^,  «<'),  „(2), . . .  ,„(»)) , 
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какъ  равныя  коэффицхентамъ  ири  Я<'^и>^  и  ^^/г^  въ  У^{е,^.,(1),  должны 
приводиться  къ  функц1и  отъ  ^9,  и  тоже  относится  къ  ихъ  частному: 


Но  при  неприводимости  уравнешя  (1)  это  можетъ  быть  лишь  въ 
въ  томъ  случа*,  когда  въ  т)  входятъ  не  только  «<^^^  «^^\ . . .  ,««^'\  но  и 
и<'+'\ . .  ..и^"'^  т.  е.  когда  г  =  т,  противно  предположенш. 

Если  же  /  =  т ,  то  ?Р^  (^у,  Я, //)  делится  на  У{1г,  ^, /и) ;  тогда  им-Ьемъ 

?Р,(^,Я,^)=?Р(г,Я,^), 

и  уравнен1е  (15)  противно  допущен1ю  неприводимо. 

Остается  только  разсмотр'Ёть  случай,  исключенный  нами,  когда 

?РД^,Я,^)=?РД;.),  (16) 

Т.  е.  когда  уравненхе  (15)  им'Ьетъ  корни,  независящхе  отъ  Я,  ^.  Но 
тогда  существуютъ  так1я  значен1я  м,  и,  которыя,  удовлетворяя  урав- 
ненш  (1),  удовлетворяютъ  вмЬстЪ  съ  т'Ьмъ  уравнен1ю 

при  всЬхъ  зиачешяхъ  Я,^,  или  удовлетворяютъ  одновременно  тремъ 
уравнен]ямъ: 

Ц^(е,и)  =  0,  (17) 

Х(^,  м)  =  0. 

Можно  еще  сказать:  точки  перес']^чен1я  кривыхъ  (1)  и  (18)  тогда 
совпадаютъ  съ  общими  тремъ  кривымъ  (17)  точками,  если  таковыя 
у  яихъ  существуютъ. 

Такимъ  образомъ,  если  соблюдено  вышеизложенное  услов1е,  то 
уравнен1е 

^2и,Я)  =  0  (14) 

импримитивно,  и  притомъ  число  системъ  импримитивности  равно  сте- 
пени уравнен1Я  (12)  относительно  /л,  число  же  корней  въ  каждой  си- 
стемЬ  равно  степени  У(г',  Я,  ^м)  относительно  ^з; ,  т.  7пп^=г.  Согласно 
съ  вышедоказаннымъ  въ  §  1  сумма 
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выражается  черезъ  одинъ  Абелевъ  интегралъ 

если  ^  =  /г,  тотъ  корень  уравненш  (12),  которому  соотвЬтствуютъ  корвн 

которыя,  следовательно,  удовлетворяютъ  уравяешю 

Такимъ  образоиъ 

У  Г'    В{0,и)с1^^=\П{1,11,)а1  +  С.  (18) 

гд'Ь  О  независить  отъ  ^9^,  и^,  а  только  отъ  л^,и^*    Обозначая  л'Ьву» 
часть  этого  равенства  черезъ  ^[е^.,  и,.]  н  полагая,  что  для  Х*=^Х' 

^1  =  ^1  »    ^2  =  ^2»  •  •  •  »^г  =  ^г  ;       «1  =  «I  »    «*2  =  «*2'  •  •  •  »^г  =  <*г  > 
ДЛЯ    А  =  А'' 

^1 ^1  >    ^2 ^2 »  •  •  •  »^г ^г  '       **1  **1  '    ^'г  — ^  **9 »  '  '  *  »**г **г » 

а  следовательно 


•=г    ^/  • 


>    I  Б (^1  и) йхг  =  с/^' ,  и^]  —  «/^[^^  иД , 


выводииъ  изъ  равенства  (18),  что 


у  Д(;г,«)Л^=  П{Х,(1,)аХ.  (19) 

рую  мы  можемъ  задавать  произвольно  съ  однимъ  условхемъ,  чтобы  эта 
кривая  не  разлагалась  на  кривыя  нисшаго  порядка.  Въ  случае,  если 
это  уравненхе  первой  степепи  относительно  ^  н  Я: 
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то  уравнбН1е 

Ф(я,«<,Я)  =  0  (13) 

будетъ  типа 

Ф,(^,«)  +  ЯФ,(лг,и)  =  0 

т.  е.  уравнен1емъ  пучка  вривыхъ,  и  теорема  даетъ    изв'Ьстннй  сдуч[ай 
Абелевой  теоремы  *). 

Сумма  ^  будетъ  выражаться  черезъ  алгебраичесия  функц1и  па- 
раметра Я  и  логаривмы  алгебраичесвихъ  фунвц1й,  а  следовательно  и 
черезъ  алгебраическ1Я  и  логариемы  алгебраическихъ  функщй  (^9^,и^)у 
(^2»  **2)»  •  •  •  »(^г»  •'г)  *  *'ь  '^^^'^  ел  уча*,  Еогда  уравнен1е  (12)  будетъ  такое: 

аХ^  +  213Х(1  +  г1л^^  61^611 +  5  =  0. 

Когда  же  уравнен1е  (12)  будетъ  четвертой  степени  относительно 
Я  и  второй  относительно  [л,  наприм'Ьръ 

^^={\—Х^)(1—кЧ^),  (20) 

то  получаемъ  выражен1е  суммы  Абелевыхъ  ивтеграловъ  черезъ  одинъ 
дллиптическ1й  интегрнлъ. 

Мы  могли  бы  возпроизвести  все  доказательство  §  1,  прим'Ьняясь 
къ  изсл'Ьдуемому  частному  случаю,  при  воторомъ  должны  были  бы  вы- 
разить 6м^  въ  фунвц1и  ^9р  Ир  я,  /г  и  61  изъ  уравнен1й: 

дв,  дв. 


Откуда 

/     дв^  _    двЛ  дР^ 


*)  АрреИ  е!  Ооигва!.  р.  418. 
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гл'Ь 

Функщя,  обозначенная  въ  §  1  черезъ  Р^.,  въ  настоящемъ  случа* 
выражается  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

1=1 |~;1 

§  3.  Если  Абелевъ  инте]'ралъ 


^ 


=  Ж;!, и) 


перваго  рода,  т.  е.  конеченъ  при  всявоиъ    положеши  точекъ    (и%и'), 
то  интегралъ  во  второй  части  равенства  (1 9)  будетъ  тоже  перваго  рода. 
Въ  самомъ  д'Ьл'Ё,  предположииъ  обратное,  что  интегралъ 

л(X^н^'') 

обращается  въ  безконечность  при  А''  =  Я<^\  ны  должны  предположить, 
что  при  этоиъ  значеши  X  одинъ  изъ  интеграловъ   лЪвой   части    урав- 
нен1я  (19)  тоже  обращается  въ  безконечность,  что  противно  услов1ю. 
Если  возьмемъ  случай  уравнешя  (20),  получимъ,  что 

гд*  А  постоянное, 

(/р«1),  а^,  г*^),  ..  .,(;?;.,  и^ 

удовлетворяютъ  уравнен1ю 


<^(^,м)  +  Я>(;а,и)  +  Х(^зг,е4)|/(1-Я'2)(1— /с^Я'2)  =  0, 

^1,1*1),(^Г,,«<2)»---»(^,'^) 

уравнен1Ю 

9)(^,и)  +  Я>(^,м)  +  Х(^,и)1/(1-Я''2)(_Ш'*)  =  0. 
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Возьиемъ  для  интеграла  перваго  рода  обычную  для  него  форму: 

гд4    С(^»«<)   Ц'Ьлая  функщя  ш — 3-ей  степени  отъ  а,  и,  ^(Я,//^)  д-Ьлая 
фуякц1Я  П2 — 3-ой  степени  отъ  Я,  //. 

Равенство  (19)  для  этого  случая  напишется  такъ: 


1=Г     ^,и    .  », 


8  4.  Мы  сд']^лаемъ  еще  одно  очень  важное  зам^^чан1е,  касающееся 
услов1я  неприводимости  уравнешя  (5)  въ  §  1  и  (14)  въ  §  2. 

Въ  нашихъ  разсужден1яхъ  мы  везд'Ь  предполагали,  что  уравнеше 

?Р(^,§,а1,а,,...,а,)  =  0  (5) 

а  сл']^довательно  и 

|2(-гг,  ар  а2^-^^,а^)  =  0  (3) 

неприводимы,  т.  е.  И  не  разлагается  на  множители  ^2р  ^2^,. . .  ,^2^ 
рад10нальные  относительно  ар  а^^,  •  • .  ,а^.  Но  существуетъ  одинъ  слу- 
чай, когда  не  смотря  на  приводимость  V  и  И  теорема  §  I  им^^етъ  мЬ- 
сто.  Это  тотъ  случай,  когда  V  разлагается  на  множитель  У^(0)  неза- 
ВИСЯЩ1Й  отъ  §,  а^ ,  а^,  • .  ,0^  и  другой  неприводимый  множитель 
^2^^^  й^  «1»  «2»  •  •  •  '«*)  У  такъ  что 

3'(^,  I,  «1,  «2»  •  •  •  .«*)  =  ''.  (^)  'Р2('^>  5»  «р  «21  •  •  •  '«*)•  (23) 

Тогда  къ  уравяен1ю 

*^2(^'5,ара2,...,а,)  =  0  (24) 

мы  можемъ  приложить  нсЬ  разсужден1я,  которыя  прилагались  къ 

?Р(^,  §,  «раз»  •••»«*)  =  ^»  (5) 

такъ  какъ:  во  первыхъ  корни  уравнен1я  (24)  удовлетвори ютъ  импри- 
митивному  уравнен1ю 

щ-^ =  аД^,  ар  аз, . .  •  ,а^)  =  о ;  (2о) 
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во  вторыхъ,  такъ  кавъ  это  ураввен1е  неариводимо,  ни  одинъ  ивъ  кор- 
ней его  не  будетъ  кратнымъ,  и  и^,  п^,  -  -   ,и^,  соотв-Ьтствующхв  корнямъ 
^11^а*-**'^9  уравоеы]я  (25),  выразятся  рацюнально  (0)  въ  посд'Ьднихъ; 
а  на  этихъ  пунктахъ  и  основывается  все  доказательство  §  1.  . 
Такимъ  образоиъ  и  въ  сумм'Ь 

применима  теорема  §  1. 

Но  такъ  какъ  корни  уравнен1я 

?Р,(я)  =  0 

не  зависятъ  отъ  а^,  аз,  •  •  •  ,а^1  то  прибавлен1е  къ  суми^^ 

У  т^^,и)с^0=     П{Х,/1,)а1-^С  (26) 


суммы 


гд*  ^»^^^,  ^в^^^2^  •  •  •  »^г  корни  уравнешя  у>^  (-ег)  =  О ,  равносильно  при- 
бавлен1ю  къ  правой  части  равенства  (26)  постояннаго,  1'акъ  что  по- 
сл^^днее  им^^етъ  м'Ьсто  и  въ  томъ  случа'Ь,  когда  л']^вая  часть  уравнен1я 
(3)  или  (5)  содержитъ  миожитель  ?Р,  (^ег). 

Это  же  заи'Ьчаше  относится  и  къ  случаю  кривой  (13),  т.  е. 
Т{г,  X,  11)  можетъ  содержать  множитель  независящШ  отъ  Я,  //,  —  ^^{е). 

Но  тогда,  какъ  мы  выше  въ  §  2  показали,  существуютъ  точки  пере- 
с'6чен1я  двухъ  кривыхъ  (1)  и  (13),  лежащ1Я  въ  общихъ  тремъ  кривымъ 


^(-ег,  >4)  =  0 
ХС-г^,  м)  =  0 


(17) 


точкахъ.  Обратно,  если  существуютъ  общ1я  тремъ  кривымъ  (17)  точки, 
и  съ  этими  точками  совпадаютъ  н-Ькоторыя  точки  пересЬченхя  кри- 
выхъ (1)  и  (13),  то  ?Р(^,>1,^)  содержитъ  множитель  9^{г),  независя- 
ще отъ  X,  (I.  Въ  самомъ  д-Ьл*,  тогда  уравнешя  (1)  и  (13)  им-Ьють 
общ1я  р-Ьшевхя  независящ1я  отъ  Я,  ^м,  и  тоже  относится  къ  Т{г,  X,  ^)=0. 
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Зам'Ьтимъ  также,  что  въ  лЪвой  части  равенства  (19),  представля- 
ющаго  сл'Ьдств1е  (18),  всЬ  члены,  относяшеса  къ  корнямъ  ураввешя 
^1  (^)  равны  нулю,  и  оно  можегь  быть  представлено  въ  слЪдующеиъ  вид'Ь: 

у  Е(1^,и)Л^=  Л(Я,^,)ДЯ+  X  Д(^,и)й^.      (27) 

§  5.  Предположимъ,  что  уравненхе 

в{Х,1л)  =  0  (12) 

таково,  что  при 

Я  =  0        /«1  =  0  (28) 

тавъ,  что  при  Х  =  0 

9>(^Е^,и)  +  Я^е^(^,и)  +  ^ег,x(^^,и)  =  9>(^в^,!«), 

и  загЬмъ  предположимъ,  что  фу нкщи  д) (^е^, и) ,Ц^{л^,и),х  {р^ ^)  ^\  ==  ^^ — 2-ой 
степени. 

Мы  можемъ,  какъ  изв'Ьстно  опред'блить  коэффищевты  функц1и 
^>(0,и)  такъ,  что  она  будетъ  им*ть  тщ — р  *)  напередъ  ваданныхъ 
нулей  [или  точекъ  пересЬчешя  кривыхъ  ^4^,1*)  =  О  н  9^(^,м)  =  0], 
если  въ  число  ихъ  включить  всЬ  двойныя  точки  кривой  (1)  числомъ  6. 
Остальныя  р  нулей  определятся,  какъ  и  коэффищенты,  въ  вид'Ь  алге- 
браическихъ  функц1й  ихъ. 

При  /п^З,  что  мы  будемъ  всегда,  конечно,  предполагать,  всЬ 
нули  ра8Д']^лимъ  на  4  группы: 

I)  Произвольно  заданныя  точки:  (л^,  м^),  (^2 »  "а)»  •  •  •  '(^н-1'  %+1^' 
число  которыхъ  р  +  1 . 

II)  ДруР1Я  т  —  3  произвольно  заданныя  точки. 

III)  б  двойныхъ  точекъ  Р(^^^,и),  считаемый  за  2(}  точекъ  пе- 
ресЬченхя. 

IV)  р  опред'Ьляемыхъ  предыдущими  нулей. 

Коэффищенты  же  р{л1,и)  и  х^^^и)  мы  можемъ  определить  такъ, 
чтобы  какъ  ^(г,и),  такъ  и  х(^1  <<)  им'Ьли  нули  общ1Я  съ  9^^,  и), 
именно  принадлежащ1я  IV,  1П  и  II  группамъ,  значитъ  числомъ 
тп^ — р — 1;  мы  можемъ  следовательно  произвольно  задать  еще  одинъ 
нуль  и  въ  р{^г,и)  и  х(^)'О)  такимъ  образомъ  остается  еще  по  пере- 
менному параметру;  имъ  дадимъ  определенныя  частныя  значен1я.  Два 
параметра  Я,  /и  въ  функщи 


*)  гд-Ь  р  родъ  кривой  (везсЫесЫ,  Капб^). 
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(р  (е,  и)  +  Хгр(г.и)  +  п {е,  и) ,  (29) 

въ  силу  уравнешл  §  2,  сводятся  къ  одному  параметру  Я;  эта  фунвшд 
тоже  им-Ьетъ  тл^ — р — I,  общихъ  съ  (р{еуи)  нулей,  именно,  II,  III 
и  IV  группъ. 

Цараметромъ  Я  распорядимся  такъ,  чтобы  функщя  (29)  ии'Ьла  бы 
еще  одинъ  произвольно  нами  задаваемый  нуль  (^е^^,  и^). 

Пусть  это  значеше  Я  есть  Я  =  Я'. 

ВсЬ  точки  пересЬченхя    посл:Ьднихъ  трехъ  группъ,    какъ    общ1я 
уравнен1ю 

9(^,м)  +  Я^(^г,и)  +  /м;г(^,и)  =  0 

при  вс^^хъ  значвн1яхъ  Я,//  и,  следовательно.  опред'Ьляемыя  уравнен1емъ 

не  входятъ  ни  въ  л']^вую,  ни  въ  правую  часть  равенства  (27),  и  кром^ 
того  одинъ  изъ  интеграловъ  правой  части,  соотв^тствующхй  точк'Ь 
пересЬченгя: 

е^  —  ^0  >       и^  —  «о » 
равенъ  нулю. 

Итакъ  мы  им'Ьемъ 

Возьмемъ  теперь  общ1Й  случай  кривой 

в(Я,//)  =  0, 

когда  для 

Х  =  Х'' 

Такую  кривую  мы  можемъ  всегда    преобразовать   къ  разсмотр^н- 
ному  типу,  иоложивъ: 

Ь  =  Х  —  Х\ 

М=11^  —  уГ, 
Пусть  уравнен1е  (12)  преобразуется  тогда  въ  следующее 

Т(Ь,Ж)  =  0; 
Я(Я,^)  =  Л(Ь,ЗЛ, 
4>{г,  и)  4-  Ху){г,  г*)  +  11^г{г,  и)  =  Ф(^,  и)  +  Х?е»(-ег, и)  +  Мх(^^  и), 
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Тогда  мы  можеиъ  написать,  что 
>      I  Л(^?,и)(?^=  Я(Я,//^)ЙЯ+>  Д(.р,и)^^.  (30) 

Отсюда  получаемъ,  что  сумма  ;>  + 1  значен1й  Абелева  интеграла 
^^{^о  ^)  сводится  при  помощи  Абелева  интеграла,  относящагося  въ 
произвольно- заданной  кривой 

в(Я,^)  =  0, 

къ  числу  р  значен1Й  того  же  интеграла. 

Причемъ  кавъ  пред'Ьлм  упомянутаго  Абелева  интеграла,  такъ  и 
8начен1я  (^ег.,  м.)  для  р  интеграловъ,  къ  которымъ  сводится  р+1  ва- 
данныхъ,  алгебраическ1Я  функщи  отъ  значенШ  ^ег^.,  и^  для  этихъ  по- 
сл'Ьднихъ. 

Теорема  о  сведен1И  |?  +  1  интеграловъ  къ  р  интеграламъ  при  по- 
мощи алгебраическихъ  функцШ  и  логариемовъ  является  частнымъ  слу- 
чаемъ  этой  теоремы. 

Для  случая  уравнен1я  (20)  и  случая  интеграловъ  перваго  рода 
им'Ёемъ: 

*=Я   л(»\и'.) 

+  У      '    '  11{я,и)йя.  (31) 

,=1«^(»0.»*0) 
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8иг  1а  {огпнйе  с1е  81юке8. 


Ряг  М.  А.  ИкЬошапАгНгку. 


Оп  реи1;  оЬ1еп1г  1а  !огти1е  (1е  81окб8  ё'ипе  ташёге  р1из  81тр1е 
^ие  се11е  дие  ]'оп  ^^оиVе  (1яп8  1е  Тт1(^  д'Апа1у8е  йе  М-г  Б.  Псагс!, 
I.  1-ег,  р.  117  (1-ёге  ей.),  ди!  (1'а111еиг8  гё81;е  1а  тёте  ^ие1^ив  воИ  1е 
потЬге  п  с[е8  уатЫев  1пс[ёреп(1ап(е8. 

8о1еп1  2рХ2,..',Х„  !б11с(юп8  (1е$  уапаЫез  ]П(1ёреп(1ап(е8 
я;^,^2>  * "  >^п'  яу&о^  1^8  (1ёпуёе8  рагиеИеа  раг  гаррогк  21  сев  уапаЫез; 
аргёя  аУ01г  ехрптё  сез  (1егп1ёге8  еп  (опсиоп§  (1'ипе  уатЫе  ш(1ёреп- 
(1ап1е  ^  е1;  (1'ип  рагатё(ге  а ,  (опс110П8  ди!  ахеп!  (1е8  (1ёг1Уёе8  раг  гаррогС; 
к  ^  е1  к  а,  соо81(1ёгоп8  Г1п1ёдга1е: 

Яи1  8ега  а1П81  рпзе  (1ап8  Гёзрасе  а  п  Атептт  1е  ]опд  (1'цпе  соигЬе: 

х^  =  %ауа)  г^=1,2,...п)  (2) 

к  рагИг  йи  ро1п1  Пхе  (а:{®^  д?^^^  . .  • ,  а^^^) ,  соггбвропйап!;  {I  1а  уа1еиг 
^  =  ^0^  Зизди*  к  Гаи1ге  ро1п1:  !|хе  {х[^\  х^2\  •  -  - , х^^^),  соггёзропйап!  к  1а 
уа1еиг  ^  =  ^^^  Ьев  соогйопмёез  йез  йеих  ро11и8  ИтИез  поиз  сопзМбгопз 
(1опс  {пйёрепДатез  с1и  1)агатё1ге,  1;оиГе8  1е8  соигЬез  йе  1а  ГатШе  (2) 
раз8ап1  раг  сез  йеих  ро1п18;  та13  1а  соигЬе  (1е  Г1п1ё$га(10п  уапап!  атес 
1а  уа1еиг  йе  се  рагатё1:ге,  Г1п1ёйга1е  и  зега  еп  8^п6га1  ипе  Гопсиоп  йе 
а;  еп  1а  й^^Гё^еп^^ап^  раг  гаррог!  к  а,  поив  аигопз: 


ди 
да 


(3) 
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Г1о1^гаиоп  раг  раг11е8  арр1^^иёе  аи  (1егп1ег  Ьегхае,  \\х  йе  Г1П(1ереп- 
(1апсе  ее  а  Лев  1га1еиг8  Лез  х^  аих  1|т1(;е$  с1е  Г]п1ёвга1е,  поиз  Лоппе: 

1 

еп  роги1п1;  се  гё8и11а1;  Лапе  Гё^аИ^ё  (3),  еп  1а  тпиШрИап^  с1-аргё8  раг 
Ла  еЬ  еп  1п1ё|;гап1;  (1е  а  =  %  к  а  =  а^ ,  поиз  аигопз: 

Г*»  С*'  ^  ^  дХ,  /дх.дх,      дх.  дхх 

п 

оа,  еп  (]ё81§пап1  раг  ^  1а  зотте  ё1е]](]ие  {I  (оШез  1е8  сотЬша180Пз 
(1еих  к  (1еих  ({ез  уа1еигз  (]ез  ш(1!сез  г  ьЬ  ]  Ае  \  Ь,  п: 

Ма18  (1'ипе  раг!  оп  а  (1'аргё8  (1): 

ем  ёё81впап1  раг  Ь  1а  соигЬе,  сотрозёе  (1е  1а  соигЬе 

x^  =  <Р^{^,  «оЬ  (<=1.2....п) 

а11ап(  (1и  ро1п(  соггёзроп(1ап1  Ь.  1  =  1^Ь.  се1и1  ди1  соггёзропс!  к  ^==^^,61; 
(1е  Гаи1;ге  соигЬе 

Л;,=  9,(^  «О,  0=1,2,. ..и) 

я11ап(;  ёи  (1егшег  ро1п1;  аи  р1-ет1ег; — (1е  1'ац1ге  ра11  поиз  ауопз  раг  1а 
№гти1е  соппие  роиг  1а  ^гапаГогтаМоп  (1ез  уапаЫез  (1ап8  1ез  ш1;е§га1ез 
ёоиЫез: 

еп  уеПи  йе  (7)  еЬ  йе  (8)  Гё^иа^^оп  (6)  ргепй  1а  !оггае: 
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еп  с1ё81§пап1  раг  ^$  1а  зигГасе  Ъа1ау6е  раг  1а  сОигЬе  (2),  1ог8дие  1е  ра- 
гатё^ге  а  члпе  й'ипе  гаапгёге  сопипие  (1е  а  =  о© ,  к  а  =  а1 ,  е!  дш  а 
а1П81  роиг  80П  соп1ои1'  1а  соигЬе  Ь. 

Ыш  с'е8(;  зи81:етеп1;  1а  ^гти1е  (1е  8(;оке8. 


(Ьп  &  и  вёапсе  де  23  дёсешЪге    1901     де    1а  весИоп  Аеа    Iп&1;Ьёша^^^аев    рпгев    е(    аррИдпёеа    Аа 
Х1-ше  Соп(^ё8  дез  11а{1Ш11181е8  е!  дев  шёс1ёс111в  гаваев.) 
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ЙЗВЛЕЧЁН1Е  ЙЗЪ  ПРОТОКОЛОВЪ  ЗАЩАН1Й. 


Засгьдаше  ^-го  Апргьлл  18^9  года. 

1.  Доложено  письмо  отъ  К.  А.  Андреева  съ  выражен1емъ  благо- 
дарности Обществу  за  И8бран1е  въ  почетные  члены. 

2.  М.  А.  Тихомандрицк1Ё  напомнилъ  Обществу  о  недавней  кон- 
чин'Ь  изв'Ьстнаго  геометра  С.  Ли. 

По  предложен1ю  М.  А.  Тихомандрицкаго  члевы  Общества  почтили 
память  С.  Ли  вставашеиъ. 

3.  А.  II.  Грузинцевъ  сд-Ьлалъ  сообщение:  „О  связи  между  поля- 
ризац]ей  и  дисперс]ей  въ  электромагнитной  теор1и^. 

4.  М.  А.  Тихомандрицк1й  представилъ  Обществу  пополненный 
имъ  списовъ  К.  А.  Андреева  всЬхъ  математическихъ  н.здан1й,  вышед- 
шихъ  въ  Харьков'^  съ  1 804  года,  которыя  имъ  перемечены,  по  просьбе 
Общества,  особыми  библюграфическими  значками  по  систем'Ь  Верег(;о1ге 
ЫЬИортарЫдие. 

Ыостановлено  благодарить  проф.  М.  А.  Тихомандрицкаго  .за  ис- 
полненный имъ  трудъ. 

5.  А.  М.  Ляпуновъ  доложилъ  статью  Д.  А.  Граве:  „Новое  дока- 
зательство основной  теоремы  учен1я  о  неявныхъ  фуцкц1яхъ". 


ГОДИЧНОЕ  С0БРАН1Е  ОБЩЕСТВА 

29-ю  Октября  18^9  года, 

1.  Доложенъ  отчетъ  о  состоянхи  и  деятельности  Общества  за 
1898—1899  акад.  годъ. 

2.  Произведены  выборы  членовъ  распорядительнаго  комитета  на 
1899—1900  акад.  годъ. 

Избраны:  предсЬдателемъ  проф.  А.  М.  Ляпуновъ;  товарищами 
председателя:  профессоры  М.  А.  Тихомандрицкгй  и  В.  А.  Стекловъ; 
секретаремъ  приватъ-доцентъ  А.  II.  Пшеборск1Й. 
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3.  Постановлено  издать  диссертащю  В.  А.  Стеклова  на  средства 
Харьковскаго  Математическаго  Общества  при  помощи  су6сид1И  въ  250 
руб.,  ассигнованной  для  этой-же  ц-бли  физико-математическнмъ  фавуль- 
тетомъ  Харьковскаго  университета. 


Засгьданге  ;-го  Ноября  1899  ^^^^- 

1.  Председатель  доложилъ  о  просьб-Ь  Вюртембергскаго  Математи- 
ческаго Общества  объ  обм^нЪ  издан1ями;  постановлено  вступить  въ  об- 
м'Ьнъ,  начиная  съ  У1  тома. 

2.  А.  П.  Гру.'^инцевъ  сд^^лалъ  сообщение:  „Къ  теор1и  дцсперс1и: 
случай  мношхъ  полосъ  иоглощен]'я*'. 

3.  Н.  Н.  Салтыковъ  сд'Ьлалъ  сообщен1я:  а)  „О  р'Ьшеши  нЪкото- 
рыхъ  задачъ  механики^  и  б)  ^Объ  основной  теорем^Ь  теорш  обыкно- 
венныхъ  дифференц1альныхъ  уравнешй^. 

4.  А.  М.  Гинцбургъ  сд^лалъ  сообщеше:  „О  равнов1с1и  гибвихъ 
поверхностей  подъ  д'ЬйствЕеиъ  данныхъ  силъ^. 


Засгьданге  и-го  Февраля  хроо  года. 

1.  Предстатель  предложилъ  почтить  вставан1емъ  память  скон- 
чавшагося   перваго   председателя   Общества  проф.  Е.  И.  фонъ-Бейера. 

2.  М.  А.  Тихомандрицк1й  прочелъ  краткую  б10графш  Б.  И. 
фонъ-Бейера. 

3.  М.  А.  Тихомандрицк1й  напомнилъ  о  предстоященъ  б-го  Марта 
200-л'Ьтненъ  юбиле'Ь  Берлинской  Академш  Наукъ  и  предложилъ  по- 
слать приветств1е  отъ  имени  Харьковскаго  Математическаго  Общества; 
постановлено  послать  поздравительную  телеграмму. 

4.  Председатель  доложилъ  о  томъ,  что  отъ  имени  распорядитель- 
наго  комитета  были  посланы  поздравительный  телеграммы  почетному 
члену  Общества  проф.  Н.  В.  Бугаеву  по  случаю  исполнившагося  30* 
лет1я  его  ученой  деятельности  и  члену-корреспонденту  Общества  проф. 
А.  В.  Васильеву  по  случаю  25-л4т1я  его  ученой  деятельности;  затЬмъ 
председатель  прочелъ  письмо  А.  В.  Васильева,  въ  которомъ  онъ  бла- 
годаритъ  членовъ  Общества  за  поздравлен1е. 

5.  Председатель  доложилъ  о  предложен1И  обмена  издан1ями  съ 
издателемъ  журнала  „Аш1а1е8  о{  МаШета^св". 

иостановлено  вступить  въ  обменъ,  начиная  съ  VI  тома  2-й  сер1И 
и  предложить  выслать  всю  2-ю  сер1ю  „Сообщен1й^  въ  обменъ  на  1-ю 
сер1Ю  „Аппа1е8  о!  Ма^Ьетаисв''. 
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6.  А.  П.  Грузинцевъ   сдйлалъ   сообщенге:    „Отношев1е  механиче- 
ской теор1и  Фойхта  къ  электромагнитной  теор1и  Гельмгольтца*. 

7.  А.  П.  Пшеборск1й   сд'Ьлалъ  сообщен1е:    „О  безконечно-иалыхъ 
деформац1яхъ  поверхности '*. 

8.  В.  А.  Стекловъ  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  „Метода  обращенхя  В.  Том- 
сона  и  принципъ  Дирихле". 


Засгьданге  24-10  Марта  1900  года. 

1.  Д.  А.  Граве  сделал ъ  сообщен1е:  „О  поверхностяхъ  2-го  поряд- 
ка съ  точки  8р']^в1я  проэктивной  геомотрхи". 

.  2.  М.  А.  Тихомандрицк1Й  сд-Ьлалъ  сообщеше:  „О  нуляхъ  в-функ- 
щй  многихъ  независимыхъ  перем']^нныхъ". 

3.  А.  М.  Ляпуновъ  сд-Ьлалъ  сообщение:  „Объ  одной  теорем*  тео- 
р1И  вероятностей". 


Засгьданге  у-го  Мая  1роо  года. 

1.  Председатель  доложилъ  о  письме  отъ  Берлинской  Академ1и 
Наукъ  съ  выражен1емъ  благодарности  за  поздравлен1е  и  о  подобномъ 
же  письм'Ь  отъ  проф.  Н.  В.  Бугаева. 

2.  Председатель  доложилъ  о  просьб*  Владимгрской  обществен- 
ной библ1отеки  и  библ1отеки  Общества  изучешя  приамурскаго  края  о 
высылк*  издап1Й  Общества;  иостановлено  выслать  „Сообщен1Я^,  начи- 
ная съ  1-го  тома  2-й  серш. 

3.  А.  М.  Ляпуновъ  доложилъ  статью  академика  А.  А.  Маркова: 
„О  вероятности  а  роз^еггоп". 

4.  А.  М.  Ляпуновъ  сделалъ  сообщен1е:  „Объ  одной  теорем*  тео- 
р1и  вероятностей". 


ГОДИЧНОЕ  СОБРАШЕ  ОБЩЕСТВА 

И-го  Октября  1доо  года. 

1.  Доложенъ    отчетъ   о   состояи1и   и   деятельности    Общества    за 
1899—1900  акад.  годъ. 

2.  Постановлено  продолжать  выписку  журналовъ  „Ас1а  таЛета- 
1;1са"  и  „ВиИеПп  а8^^опот^^ие"  и  въ  будущемъ  году. 

3.  По  предложен1ю  А.  П.  Пшеборскаго   постановлено  предложить 
обменъ  издан1ями  редакщи  журнала  „Ргасе  та1ета1ус2П0-Я2ус2пе". 
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4.  По  предложен1Ю  М.  А.  Тихомандрицкаго  постановлено  выпи- 
сать „Епсус1орё€11е  €1е8  8с1епсе8  та^ЬётаЫдиев''. 

5.  Произведены  выборы  членовъ  распорядительнаго  комитета  на 
1900—1901  акад.  годъ. 

Избраны:  предс^дателемъ  проф.  А.  М.  Ллпуиовъ;  товарищами 
предсЬдателя  профессоры:  М.  А.  Тихомандрицк1Й  и  В.  А.  Стекловъ; 
секретаремъ  приватъ-доцентъ  А.  П.  Пшеборскхй. 


Засгьдаше  2^-10  Октября  т^оо  года. 

1.  Прочитано  письмо  отъ  редактора  журнала  „Ргасе  та1;ета1ус2- 
по-Й2ус2пе'*  съ  изъявлен1емъ  благодарности  за  предложенный  обм-Ьнъ 
издан1ями. 

2.  Доложено  письмо  отъ  директора  Томскаго  технологическаго 
института  съ  предложен1емъ  обмана  издан1ями.  Постановлено  вступить 
въ   обм-йнъ    и    выслать   всЬ    вышеди11е   томы  2-ой  сер1и  „Сообщен1Й'*. 

3.  Д.  А.  Граве  сд'Ьлалъ  сообщенае:  „Объ  одной  теорем*,  касаю- 
щейся линейчагыхъ  поверхностей  2-го  порядка". 

4.  А.  П.  Пшеборсюй  сд'Ьлалъ  сообщеше:  „О  двухъ  теоремахъ 
ОикЬагй'а". 


Засгьдаше  1^-го  Декабря  тдоо  года. 

1.  Д.  А.  Граве  сд'Ьлалъ  сообщеше:  „Округовыхъ  с'Ьчея1яхъ  тора". 

2.  А.  П.  11шеборск1Й   сд'Ьлалъ    сообщеше:  „О  н-Ькоторыхъ  линей- 
чатыхъ  конгруэнц1яхъ**. 


Засгьданге  хб-го  Февраля  1901  года. 

1.  ПредсЬдатель  наномнилъ  членамъ  о  смерти  академика  Негт1^е'а 
и  предложилъ  почтить  память  знаменитаго  ученаго  вставашемъ.  При 
этомъ  онъ  сообщилъ,  что  распорядительнымъ  комитетомъ  была  послана 
Парижской  Академ1и  Наукъ  телеграмма  съ  выражешемъ  собол'Ьзнован1Я, 
и  доложилъ  полученное  въ  отв*тъ  письмо  Непрем-Ьянаго  Секретаря 
ВагЬоих. 

2.  Председатель  сообщилъ  о  предложении  Кроатскаго  Общества 
естествоиспытателей  вступить  въ  обм'Ьнъ  издан1ями;  постановлено  вы- 
слать 2-ю  сер1Ю  „Сообщентй". 

3.  ПредсЬдатель  сообщилъ  объ  ассигновк*  правлен1емъ  универ- 
ситета 50  рублей  на  пр1обр'Ьтеп1е  шкафа  для  библ10теки  Общества. 

4.  Д.  А.  Граве  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  „Объ  одномъ  видоизм'Ьнеши 
задачи  о  курьерахъ". 
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5.  М.  Н.  Лагутинсв!й    сд'Ьлалъ    сообщен1е:    «Обь   одной  систем']^ 
круговъ". 

6.  А.  П.  Пшеборсшй  сд'Ьлалъ  сообщеше:  ^Къ  теорш  линей чатыхъ 
конгруэвд1й". 

7.  М.    А.    Тихомандрицк1й    сд-Ьлалъ    сообщеше:    ,0    постулат* 
Эввлида^. 

8.  Н.  Н.  Евдокимовъ  сд'Ьлалъ  сообщен1е:    „  Наблюдения  надъ  из- 
ж^яетныи  яркости  /З  Ьугае*'. 


ГОДИЧНОЕ  С0БРАН1Е  ОБЩЕСТВА 

2)'го  Сентября  1^01  года, 

1.  Доложенъ  отчетъ  о  состоян]и  и  деятельности  Общества  за 
1900—1901  акад.  годъ. 

2.  Цринятъ  въ  члены  Общества  приватъ-доцентъ  Харьковскаго 
университета  М.  II.  Косачъ  (безъ  избрашя). 

3.  По  предложен1ю  А.  М.  Ляпунова  постановлено  разослать  вс']Ьмъ 
учрежден1ямъ,  съ  которыми  Общество  находится  въ  обм-Ьн-Ь  издан1ями, 
сочинен1е  В.  А.  Стеклова  „Общ1я  методы  р'Ьшен1я  основныхъ  задачъ 
математической  физики",  изданное  на  средства  Общества. 

4.  Цроизведенъ  выборъ  членовъ  распорядительнаго  комитета  на 
1901—1902  акад.  гоцъ. 

Избраны:  предсЬдателемъ  Общества  проф.  А.  М.  Ляпуновъ;  това- 
рищами предс-Ьдателя  профессоры:  М.  А.  Тихомандрицк1й  и  В.  А.  Стек- 
ловъ;  секретаремъ  приватъ-доцентъ  А.  П.  Цшеборсшй. 


Зааьдаше  т^-ю  Октября  1^01  года, 

1.  Председатель  доложилъ  о  полу  чеши  „отчетовъ  и  протоко- 
ловъ  Шевскаго  Физико-Математическаго  Общества"  за  1900  годъ.  По- 
становлено просить  Шевское  Математическое  Общество  выслать  „про- 
токолы" и  за  предыдущ1е  года  въ  обм*нъ  на  2-ю  сер1Ю  „Сообщен1й 
Харьковскаго  Млтематическаго  Общества". 

2.  М.  А.  Тихомандрицк1Й  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „Очеркъ  трудовъ 
академика  М.  В.  Остроградскаго  по  чистой  математик*". 

3.  М.  Н.  Лагутинск1й  сд-Ьлалъ  сообщенхе:  „Синтетическое  доказа- 
тельство теоремы  о  девяти  точкахъ  и  девяти  прямыхъ". 

4.  В.  А.  Стекловъ  сд-Ьлалъ  сообщен1е:  „О  метод'Ь  ариеметиче- 
скихъ  среднихъ  К.  Неймана". 
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Застьданге  хб-ю  Ноября  1ро1  года. 

1.  Постановлено  продолжать  выписывать  и  въ  1902  году  журналы 
„Ас1;а  таШетаМса^  и  „ВиИеПп  а8^^опот^^ие*'. 

2.  По  предложешю  В.  А.  Стеклова  и  Н.  Н.  Салтыкова  въ  члены 
Общества  избранъ  профессоръ  горной  академ1и  въ  Берлин*  А.  Кнезеръ. 

3.  По  предложен1ю   М.   А.   Тихомандрицваго   и  А.  М.  Ляпунова 
въ  члены  Общества  избранъ  М.  Н.  Лагутннсшй. 

4.  А.   П.  Пшеборск1й   сд'Ьлалъ   сообщеше:    „О   преобразованхяхъ 
поверхностей  съ  постоянной  положительной  кривизной". 

5.  А.  П.  Грузинцевъ  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  „Зависииость  разряднаго 
потенц1ала  отъ  длины  искрового  прорыва". 

6.  М.  Н.  Лагутинсюй   сдЬлалъ   сообщение:    „Синтетическое  дока- 
зательство основного  свойства  однополаго  гиперболоида". 


Застьданге  1-го  Февраля  1902  года. 

1.  Постановлено  послать  приветственную  телеграмму  почетному 
члену  Общества  проф.  К.  А.  Андрееву  по  случаю  исполнившагося  30- 
л^тхя  его  ученой  и  профессорской  д-Ьятельности. 

2.  Избраны  въ  члены-корреспонденты  Общества  проф.  А.  Кот 
въ  Мюнхен'Ь  и  проф.  8.  2агетЬа  въ  Краков'Ь. 

3.  М.  П.  Косачъ  сд'Ьлалъ  сообщен1е:  „О  преломленш  свЪта  на 
границ'Ь  двухъ  одноосныхъ  кристалловъ". 

4.  А.  М.  Ляпуновъ  сд']^лалъ  сообщенхе:  „О  принципе  Неймана". 
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С00БЩЕН1Я 


Харьковсваго  Натекшшго.  Общества 

издаются  подъ  редакщею  расоорядительваго 
комитета  Общества. 

Книяиси  Сообщеи]й  выпускаются  въ  иеопредЬлениые  срйки,  по 
ыЬр'Ь  0ТпечатаН1Я,  въ  разм']^р'Ь  3-хъ  йечатаыхъ  листопъ.  Шесть  вы- 
пусковъ  соетавляютъ  томъ. 

Желающее  подписаться  на  восьмой  томъ  второй  сер1и  благоволятъ 
адресовать  свои  иаявлен1я  на  имя  секретаря  ОбЛ]^ества  1гь  ХарЬЕ0всК1Г( 
Университег!».  Подписная  ц'Ьна  >?  рубля. 

Продаются  отд'Ьльно:  1)  Выпуски  первой  сер1и  (18  нумеровъ, 
1879 — 1887  г.)  по  50  коп.,  2)  Ука.затель  статей,  пом'Ьщенныхъ  въ 
книж1сахъ  первой  сер1и,  ц^на  20  коп.,  3)  Первые  семь  томовъ  2-й 
сер1И  (42  выпуска),  ц'1^на  по  3  рубля  за  томъ. 

Съ  требованиями  и  по  всЬмъ  дЬламъ,  касающимся  Общества, 
просятъ  обращаться  также  кь  секретарю  Общества  въ  Харьковсшй 
Университетъ. 


ТаЫе  (1е$  шаНёгез. 

Радев. 

8цг  1е  рппс1ре  ГопсктепЫ  йе  1а  тёПюйе  (1е  Кеишапп  йапв 
1е  ргоЫёгае  йе  01г1сЫе^;  раг  А.  М,  Ыпрошю^^ 241 

С1е  ^асоЬ^8с11е  ВеЛп^ип^;  йез  Ех1гепшт8  Ье1  ешега  а11^ете!пеи 
Турив  Уоп  Аи^'даЬеп  г1ег  Уапа1'югц^гесЬпип^;  топ  А.  Кшзег  ...    2.^3 

8иг  ипе  1,^ё11ёга118а!10П  йп  Леогете  (1*ЛЬеГ.  \шг  В.  МогЛоиккау' 
ВоШп'нку 268 

Йиг  1а  Гоп1ш1е  (1е  б^окея;  раг  М,  А,  Т'гккотапЛгИгЬу  .        .    284 

Ех^гах!  (1^8  ргосёз-уегЬаих  (1е8  зеапсез - .    .    287 
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